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基于增广 Lyapunov泛函的 Lurie

时滞系统的绝对稳定性

吴 敏 1 冯智勇 1 何 勇 1

摘 要 对 Lurie 时滞系统的绝对稳定性问题进行了研究. 利用增广

的 Lyapunov 泛函结合自由权矩阵方法, 得到了系统基于线性矩阵不等

式 (LMI) 的时滞相关绝对稳定条件. 数值实例表明本文方法所得结果要

优于现有文献中的结果.
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Abstract The problem of absolute stability of Lurie sys-

tems with time-delay is investigated in this paper. Some delay-

dependent stability criteria are obtained and formulated in the

form of linear matrix inequalities (LMIs) by using augmented

Lyapunov functional combined with the free-weighting matrix

approach. Numerical example shows that the results obtained

in this paper are better than the existing results.
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Lurie 系统作为一类非常重要的控制系统, 其绝对稳定

性研究已有不少有价值的结论[1−9]. 由于时滞现象大量存在

于各种工程、生物和经济等系统中, 其研究具有重要的理论

意义与应用价值[10−11]. 时滞常常是导致系统不稳定的一个

重要原因,因而 Lurie 时滞系统的绝对稳定性研究得到了广

泛关注. Lurie 时滞系统的绝对稳定条件可分为两大类: 时滞

相关条件和时滞无关条件. 由于时滞相关条件考虑了系统的

时滞信息, 所得结果具有更低的保守性, 因此, Lurie 时滞系

统的时滞相关稳定性研究得到了更广泛的关注. 时滞相关稳

定性的研究成果大多为通过模型变换及交叉项界定技术得到

的系统稳定性充分条件[12]. 近几年来, He 和Wu 等提出了

一种自由权矩阵方法, 这种方法不用模型变换及交叉项界定

技术, 对各类时滞系统进行了研究, 得到了一系列具有更低

保守性的时滞相关稳定条件[13−14], 这一方法也应用于 Lurie

时滞系统的研究, 取得了一定成果[5]. Han 利用积分不等式
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方法得到了 Lurie 时滞系统的时滞相关绝对稳定条件, 得到

了一些具有较低保守性的结果[6]. 但文献 [5 − 6] 所采用的

Lyapunov 泛函为普通泛函, 具有较大的改进空间. 本文采

用增广的 Lyapunov 泛函[15] 结合自由权矩阵方法对 Lurie

时滞系统进行了研究, 得到了具有更低保守性的时滞相关绝

对稳定条件, 并将结果推广到具有时变结构不确定性的情形.

数值实例表明了本文方法的有效性和相比已有结果的优越

性.

1 系统描述

考虑如下 Lurie 时滞系统




ẋxx(t) = Axxx(t) + Bxxx(t− h) + Dwww(t)

zzz(t) = Mxxx(t) + Nxxx(t− h)

www(t) = −ϕϕϕ(t, zzz(t))

xxx(t) = φφφ(t), t ∈ [−h, 0]

(1)

式中, xxx(t) ∈ Rn,www(t) ∈ Rm, zzz(t) ∈ Rm 分别为系统的状态

向量, 输入向量和输出向量; h > 0 为系统时滞; φφφ(t) 为连续

向量值初始函数; A, B, D, M, N 为具有合适维数的常数实矩

阵; ϕϕϕ(t, zzz(t)) : [0,∞) ×Rm → Rm 为对 t 连续的非线性函

数, 对 zzz(t) 满足李普希兹 (Lipchitz) 条件, ϕϕϕ(t, 0) = 0, 且对

∀t ≥ 0, ∀zzz(t) ∈ Rm 满足以下扇形约束

[ϕϕϕ(t, zzz(t))−K1zzz(t)]T[ϕϕϕ(t, zzz(t))−K2zzz(t)] ≤ 0 (2)

其中, K1, K2 为具有合适维数的常数实矩阵, 且 K =

K2 − K1 为对称的正定矩阵. 我们通常说这样的一个非

线性函数 ϕϕϕ(t, zzz(t)) 属于扇形区域 [K1, K2].

首先, 引入以下绝对稳定性的定义.

定义 1. 如果对所有属于扇形区域 [K1, K2] 的非线性函

数 ϕϕϕ(t, zzz(t)), 系统 (1) 是全局一致渐近稳定的, 则称系统 (1)

在扇形区域 [K1, K2] 内绝对稳定.

本文不仅讨论标称系统 (1) 的绝对稳定性, 而且还考虑

如下具有时变结构不确定性的系统




ẋxx(t) = (A+∆A(t))xxx(t)+(B+∆B(t))xxx(t−h)+Dwww(t)

zzz(t) = Mxxx(t) + Nxxx(t− h)

www(t) = −ϕϕϕ(t, zzz(t))

xxx(t) = φφφ(t), t ∈ [−h, 0]

(3)

时变结构不确定性具有如下形式

[∆A(t) ∆B(t)] = LF (t)[Ea Eb] (4)

这里, L, Ea 和 Eb 是具有合适维数的常数矩阵, 而 F (t) 是具

有 Lesbesgue 可测元的不确定矩阵, 且满足

FT(t)F (t) ≤ I, ∀t (5)

这里, I 表示合适维数的单位矩阵.

文中定理的证明将用到以下引理.

引理 1[16]. 给定具有适当维数的矩阵 Q = QT, H, E, 则

Q + HF (t)E + ETFT(t)HT < 0

对任意满足 FT(t)F (t) ≤ I 的 F (t) 成立的充要条件是存在

λ > 0, 使得

Q + λ−1HHT + λETE < 0

2 主要结果

首先考虑非线性函数 ϕϕϕ(t, zzz(t)) 属于扇形区域 [0, K] 的

情形, 即 ϕϕϕ(t, zzz(t)) 满足

ϕϕϕ(t, zzz(t))T[ϕϕϕ(t, zzz(t))−Kzzz(t)] ≤ 0 (6)

有如下结论:

定理 1. 给定标量 h > 0, 如果存在矩阵 Pa =


P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33


 > 0, Qa =

[
Q11 Q12

∗ Q22

]
≥ 0, Za =

[
Z11 Z12

∗ Z22

]
≥ 0 以及任意合适维数的矩阵 Ti (i = 1, 2, 3)

和标量 ε > 0, 使得如下线性矩阵不等式 (LMI) 成立



Φ11 Φ12 Φ13 Φ14 Φ15 −hT1 ATS

∗ Φ22 Φ23 Φ24 Φ25 −hT2 BTS

∗ ∗ Φ33 0 Φ35 −hT3 DTS

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hZ11 −hZ12 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −hZ22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S




< 0

(7)

则系统 (1) 在扇形区域 [0, K] 内绝对稳定. 其中,

Φ11 = GA + ATGT + P13 + PT
13 + Q11 + hZ11 + T1 + TT

1

Φ12 = GB + ATP12 + PT
23 − P13 − T1 + TT

2

Φ13 = GD − εMTKT + TT
3

Φ14 = P12

Φ15 = h(P33 + ATP13)

Φ22 = BTP12 + PT
12B − P23 − PT

23 −Q11 − T2 − TT
2

Φ23 = PT
12D − εNTKT − TT

3

Φ24 = P22 −Q12

Φ25 = h(−P33 + BTP13)

Φ33 = −2εI

Φ35 = hDTP13

Φ44 = −Q22

Φ45 = hP23

G = P11 + Q12 + hZ12

S = Q22 + hZ22

证明. 由牛顿 – 莱布尼茨公式, 有
∫ t

t−h

ẋxx(s)ds = xxx(t)− xxx(t− h) (8)

那么, 对于任意合适维数的矩阵 Ti (i = 1, 2, 3), 有

2[xxxT(t)T1 + xxxT(t− h)T2 + wwwT(t)T3]×
[xxx(t)− xxx(t− h)−

∫ t

t−h

ẋxx(s)ds] = 0
(9)

由式 (1) 和 (6), 有

wwwT(t)www(t) + wwwT(t)K[Mxxx(t) + Nxxx(t− h)] ≤ 0 (10)
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构造如下形式的 Lyapunov 泛函

V (t,xxxt) = ζζζT
1 (t)Paζζζ1(t) +

∫ t

t−h

ζζζT
2 (s)Qaζζζ2(s)ds+

∫ 0

−h

∫ t

t+θ

ζζζT
2 (s)Zaζζζ2(s)dsdθ

这里

Pa =




P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33


 > 0, Qa =

[
Q11 Q12

∗ Q22

]
≥ 0

Za =

[
Z11 Z12

∗ Z22

]
≥ 0

为待定矩阵, 且

ζζζ1(t) =




xxx(t)

xxx(t− h)∫ t

t−h
xxx(s)ds


 , ζζζ2(t) =

[
xxx(t)

ẋxx(t)

]

计算 V (t,xxxt) 沿系统 (1) 的导数, 并利用式 (9) 和 (10), 对任

意标量 ε > 0, 有

V̇ (t,xxxt) = 2ζζζT
1 (t)Pa

˙ζζζ1(t) + ζζζT
2 (t)Qaζζζ2(t)−

ζζζT
2 (t− h)Qaζζζ2(t− h) + hζζζT

2 (t)Zaζζζ2(t)−

∫ t

t−h

ζζζT
2 (s)Zaζζζ2(s)ds ≤

2ζζζT
1 (t)Pa




ẋxx(t)

ẋxx(t− h)

xxx(t)− xxx(t− h)


 + ζζζT

2 (t)(Qa + hZa)ζζζ2(t)−

ζζζT
2 (t− h)Qaζζζ2(t− h)−

∫ t

t−h

ζζζT
2 (s)Zaζζζ2(s)ds+

2[xxxT(t)T1 + xxxT(t− h)T2 + wwwT(t)T3]×

[xxx(t)− xxx(t− h)−
∫ t

t−h

ẋxx(s)ds]−

2εwwwT(t)www(t)− 2εwwwT(t)K[Mxxx(t) + Nxxx(t− h)] =

1

h

∫ t

t−h

ηηηT
1 (t, s)Φηηη1(t, s)ds

这里, ηηη1(t, s), Φ 的定义见本页下方.

由 Schur 补引理[17], Φ < 0 等价于式 (7), 从而保证当

‖ xxx ‖ 6= 0 时 V̇ (t,xxxt) < 0. 由 Lypaunov-Krasovskii 稳定性

定理可知, 对扇形区域 [0, K] 中的所有非线性函数ϕϕϕ(t, z(t)),

系统 (1) 是全局渐近稳定的. 根据定义 1, 定理得证. ¤
注 1. 对于定常时滞的 Lurie 系统, 若采用普通的 Lya-

punov 泛函, 已经很难获得具有更低保守性的结果. 通

过采用增广的 Lyapunov 泛函, 有望获得具有更低保守

性的时滞相关绝对稳定准则. 事实上, 我们可以从理论

上证明: 定理 1 包含了文献 [6] 中的命题 3. 设式 (7)

中的 P12, P13, P22, P23, P33, Q12, Z12, T3 都为零, P11 = P ,

Q11 = Q, Q22 = αI, Z11 = βI (α, β 为充分小的正数), 则有

如下推论.

推论 1. 给定标量 h > 0, 如果存在矩阵 P > 0, Q ≥ 0,

Z22 ≥ 0以及任意合适维数的矩阵 Ti (i = 1, 2)和标量 ε > 0,

使得如下 LMI 成立




Φ̂11 Φ̂12 PD − εMTKT −hT1 hATZ22

∗ Φ̂22 −εNTKT −hT2 hBTZ22

∗ ∗ −2εI 0 hDTZ22

∗ ∗ ∗ −hZ22 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hZ22




< 0

(11)

则系统 (1) 在扇形区域 [0, K] 内绝对稳定. 其中

Φ̂11 = ATP + PA + Q + T1 + TT
1

Φ̂12 = PB − T1 + TT
2

Φ̂22 = −Q− T2 − TT
2

假设矩阵 R = RT > 0, 令式 (11) 中的 T1 = −R,

T2 = R 及 Z22 = hR, 则有




Φ̄11 PB + 2R PD − εMTKT hR h2ATR

∗ −Q− 2R −εNTKT −hR h2BTR

∗ ∗ −2εI 0 h2DTR

∗ ∗ ∗ −h2R 0

∗ ∗ ∗ ∗ −h2R




< 0

(12)

其中

Φ̄11 = ATP + PA + Q− 2R

由 Schur 补, 可知式 (12) 等价于式 (13) (见下页下方).

从上述推导过程中可看出, 文献 [6] 中的命题 3 包含于

推论 1 及定理 1 中.

ηηη1(t, s) = [xxxT(t) xxxT(t− h) wwwT(t) ẋxxT(t− h) xxxT(s) ẋxxT(s)]T

Φ =




Φ11 + ATSA Φ12 + ATSB Φ13 + ATSD Φ14 Φ15 −hT1

∗ Φ22 + BTSB Φ23 + BTSD Φ24 Φ25 −hT2

∗ ∗ Φ33 + DTSD 0 Φ35 −hT3

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hZ11 −hZ12

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −hZ22
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对非线性函数在一般的扇形区域 [K1, K2] 中的情形, 通

过应用反馈环的变换[18], 可得系统 (1) 在扇形区域 [K1, K2]

内的绝对稳定性等价于系统




ẋxx(t) = (A−DK1M)xxx(t)+(B−DK1N)xxx(t−h)+Dwww(t)

zzz(t) = Mxxx(t) + Nxxx(t− h)

www(t) = −ϕϕϕ(t, zzz(t))

xxx(t) = φφφ(t), t ∈ [−h, 0]

(14)

在扇形区域 [0, K2 − K1] 内的绝对稳定性. 因此, 由定理 1

可得如下定理.

定理 2. 给定标量 h > 0, 如果存在矩阵 Pa =


P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33


 > 0, Qa =

[
Q11 Q12

∗ Q22

]
≥ 0, Za =

[
Z11 Z12

∗ Z22

]
≥ 0 以及任意合适维数的矩阵 Ti (i = 1, 2, 3)

和标量 ε > 0, 使得如式 (15) (见下页) 的 LMI 成立, 则系统

(1) 在扇形区域 [K1, K2] 内绝对稳定. 其中

Φ̂11 = G(A−DK1M) + (A−DK1M)TGT + P13 + PT
13+

Q11 + hZ11 + T1 + TT
1

Φ̂12 = G(B −DK1N) + (A−DK1M)TP12 + PT
23 − P13−

T1 + TT
2

Φ̂13 = GD − εMT(K2 −K1)
T + TT

3

Φ̂15 = hP33 + h(A−DK1M)TP13

Φ̂22 = (B −DK1N)TP12 + PT
12(B −DK1N)− P23 − PT

23−
Q11 − T2 − TT

2

Φ̂23 = PT
12D − εNT(K2 −K1)

T − TT
3

Φ̂25 = −hP33 + h(B −DK1N)TP13

且 Φ14, Φ24, Φ33, Φ35, Φ44, Φ45 同定理 1 中定义.

对于具有时变结构不确定性 (4) 的 Lurie 时滞系统 (3),

用 A + LF (t)Ea 和 B + LF (t)Eb 分别替换式 (15) 中的 A

和 B, 并利用引理 1 及 Schur 补引理, 可得如下定理.

定理 3. 给定标量 h > 0, 如果存在矩阵 Pa =


P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33


 > 0, Qa =

[
Q11 Q12

∗ Q22

]
≥ 0, Za =

[
Z11 Z12

∗ Z22

]
≥ 0 以及任意合适维数的矩阵 Ti (i = 1, 2, 3)

和标量 ε > 0, λ > 0, 使得如式 (16) (见下页) 的 LMI 成

立, 则具有时变结构不确定性 (4) 的系统 (3) 在扇形区域

[K1, K2] 内绝对稳定.

注 2. 与注 1 类似,可知定理 2 及定理 3 包含了文献 [6]

中的相应结论.由于本文采用了包含更多信息的增广 Lya-

punov 泛函, 更多的 Lyapunov 自由权矩阵的引入, 使得本文

所得结果具有更低保守性.

3 数值实例

例 1. 考虑具有如下参数的时变结构不确定性系统 (3)

的鲁棒稳定性




ATP + PA + Q−R PB + R PD − εMTKT hATR

∗ −Q−R −εNT KT hBTR

∗ ∗ −2εI hDTR

∗ ∗ ∗ −R




< 0 (13)




Φ̂11 Φ̂12 Φ̂13 Φ14 Φ̂15 −hT1 (A−DK1M)TS

∗ Φ̂22 Φ̂23 Φ24 Φ̂25 −hT2 (B −DK1N)TS

∗ ∗ Φ33 0 Φ35 −hT3 DTS

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hZ11 −hZ12 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −hZ22 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S




< 0 (15)




Φ̂11 Φ̂12 Φ̂13 Φ14 Φ̂15 −hT1 (A−DK1M)TS GL λET
a

∗ Φ̂22 Φ̂23 Φ24 Φ̂25 −hT2 (B −DK1N)TS PT
12L λET

b

∗ ∗ Φ33 0 Φ35 −hT3 DTS 0 0

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hZ11 −hZ12 0 hPT
13L 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −hZ22 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S SL 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λI




< 0 (16)
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A =

[
−2 0

0 −0.9

]
, B =

[
−1 0

−1 −1

]
, D =

[
−0.2

−0.3

]

M =
[
0.6 0.8

]
, N =

[
0 0

]
, K1 = 0.2, K2 = 0.5

L =

[
α 0

0 α

]
, α ≥ 0, Ea = Eb =

[
1 0

0 1

]

利用定理 3 及文献 [6] 的结论, 计算出保证系统 (3) 绝对

稳定的最大允许时滞, 列在表 1 中. 可看出定理 3 比文献 [6]

中的相关结论具有更低保守性.

表 1 保证系统 (3) 绝对稳定的最大允许时滞 hmax

Table 1 Maximum allowed time-delay bound of hmax for the

absolute stability of system (3)

α 0.00 0.05 0.10 0.15

文献 [6] 结论 2.4859 2.2396 2.0243 1.8363

定理 3 2.5049 2.2647 2.0532 1.8666

4 结论

本文对一类 Lurie 时滞系统的绝对稳定性问题进行了研

究, 通过采用增广 Lyapunov 泛函结合自由权矩阵方法得到

了系统的时滞相关绝对稳定条件, 并将结果推广到具有时变

结构不确定性的情形. 所得时滞相关稳定条件比已有结果具

有更低保守性, 数值实例表明了本文方法的有效性和优越性.
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