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一类带有时滞的不确定广义系统的

切换渐近稳定性

王天成 1 高在瑞 1

摘 要 研究了一类带有时滞的切换不确定广义系统的鲁棒渐近稳定

问题. 利用 Lyapunov 稳定性定理和线性矩阵不等式 (Linear matrix

inequality, LMI) 工具, 采用多 Lyapunov 函数技术, 在设定的切换律

下, 得到切换不确定广义时滞系统鲁棒渐近稳定的时滞相关充分条件. 进

一步, 建立了一个具有线性矩阵不等式约束的凸优化问题, 利用Matlab

软件中的 LMI 工具箱求解, 得到保证切换广义系统鲁棒渐近稳定的最大

可允许时滞上界. 最后示例表明了该方法的有效性.
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Asymptotic Stability Criterion for a

Class of Switched Uncertain Descriptor
Systems with Time-delay

WANG Tian-Cheng1 GAO Zai-Rui1

Abstract The problem of robustly asymptotic stability for a

class of switched uncertain descriptor systems with time-delay is

considered. By means of Lyapunov function and linear matrix

inequality (LMI) tools and based on multiple Lyapunov function

techniques, a delay-dependent sufficient condition is deduced

such that the solution of the switched descriptor system with

time-delay is robustly asymptotic stable for all admissible un-

certainties under an appropriate switching law. Furthermore,

a convex optimization problem with LMIs constraints is formu-

lated such that the maximum upper bound on the admissible

delay can be determined by using the LMI toolbox in Matlab.

Finally, an illustrative example is given to demonstrate the ef-

fectiveness of proposed method.

Key words Switched descriptor system, delay-dependent, lin-

ear matrix inequality (LMI), robustly asymptotic stability

随着科学技术的发展以及大型工程技术的需要, 20 世纪

70 年代人们提出了比正常系统更为广泛的广义系统, 它大量

出现在电力、航天、经济、生物等许多实际的系统模型中[1].

80 年代以后, 广义系统的研究进入了一个快速发展的阶段.

取得了许多重要的研究成果, 包括广义系统的鲁棒渐近稳定

性[2] 和广义系统的 H∞ 控制器设计[3].

与此同时,切换系统作为一类特殊的混杂系统,在化工系

统、电力系统、交通控制系统、汽车工业等多个领域都具有广

泛的应用背景[4]. 由于切换系统在改善系统性能方面的作用

以及其能够满足智能控制飞速发展的需要, 近年来对切换系

统的研究激起了人们极大的兴趣[5−8]. 很多研究成果都是采

用共同 Lyapunov 函数和多 Lyapunov 函数技术. Liberzon

等[8] 指出, 大多数切换系统不存在共同的 Lyapunov 函数,
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但仍有可能在适当选取的切换律下是渐近稳定的, 因而目前

利用多 Lyapunov 函数技术研究切换系统有了更多的研究成

果[9−10].

对一个实际控制系统, 不确定和时滞是普遍存在的, 并

且它们往往是导致系统不稳定或性能下降的主要原因. 十多

年来对不确定时滞系统的研究已经有了很多的成果, 包括时

滞无关的结论和时滞相关的结论[11−13]. 一般说来, 时滞相

关的条件比时滞无关的条件具有更小的保守性. 对时滞相关

的结论一般采用系统模型变换和矩阵向量不等式方法得到.

为了降低所得结果的保守性, 许多学者作了不懈的努力. Wu

等[14] 充分考虑了 x(t − τ) 和 x(t) − ∫ t

t−τ
ẋ(s)ds 之间相互

关系的最优权矩阵, Xu 等[15−16] 则避免采用系统模型变换

和向量不等式, 使所得的时滞相关的条件有了很大的改进.

目前, 对切换系统的研究, 主要考虑在正常的线性或非

线性系统之间的切换. 而关于切换广义系统的研究很少, 对

切换不确定广义时滞系统的时滞相关的稳定性的研究目前还

没有相关的报道.

本文利用推广的 Lyapunov 稳定性理论和线性矩阵不等

式工具, 采用多 Lyapunov 函数方法, 研究一类切换不确定广

义时滞系统在设计的切换律下的时滞相关渐近稳定性条件.

最后给出示例, 说明本文方法的有效性.

1 问题描述

考虑如下一类切换不确定广义时滞系统

Eσẋ(t) = (Aσ + ∆Aσ)x(t) + (A1σ + ∆A1σ)x(t− τ)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−d, 0] (1)

其中, x(t) ∈ Rn 为系统的状态, 切换律 σ(t) : R+ → {1, 2,

· · · , m} 为分段常值函数, Ei, Ai, A1i ∈ Rn×n 为定常矩

阵. 一般地, Ei 为满足 rank Ei < n 的奇异矩阵. ∆Ai(t),

∆A1i(t) 为系统的不确定项, 并且假设它们具有如下结构

[∆Ai(t) ∆A1i(t)] = HiFi(t) [Ni N1i] (2)

其中, Hi, Ni, N1i 为适当维数的已知常数矩阵, Fi(t) 是一个

具有 Lebesgue可测元的未知函数矩阵,且满足 FT
i (t)Fi(t) ≤

I. 系统的状态时滞 τ 为定常不确定但有界的正数, 满足 0 <

τ ≤ d, d 为已知常数. ϕ(t) ∈ c [−d, 0] 为已知相容的初始函

数. 为方便, 记 Āi = Ai + ∆Ai(t), Ā1i = A1i + ∆A1i(t) (i

= 1, 2, · · · , m).

定义 1[17]. 设 E, A 同为 n 阶方阵, 对于标量 s, 如果行

列式 det(sE −A) 不恒等于零, 则称 (E, A) 是正则的.

引理 1[17]. 如果 (E, A) 是正则的, 则时滞广义系统

Eẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− τ)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−d, 0]

满足相容初始函数 ϕ(t) 的解存在唯一.

引理 2. 若存在矩阵 P , 满足不等式 PTA + ATP < 0,

则 (E, A) 是正则的.

引理 3[18]. 给定适当维数的实数矩阵Σ, H, L,其中Σ为

对称矩阵, 则 Σ+ HFT(t)L + LTF (t)HT < 0 (FT(t)F (t) ≤
I) 成立的充分必要条件为存在正数 ε, 使得 Σ+ εLTL+

ε−1HHT < 0 成立.

2 主要结果

定理 1. 对切换不确定广义时滞系统 (1), 如果存在对称
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正定矩阵 Q, Z, 适当维数矩阵 Pi, M1i, M2i 和正常数 αij , 使

得对切换广义时滞系统 (1) 的任意不确定性 (2), 下列矩阵不

等式 (3) ∼ (6) 成立

PT
i Ei = ET

i Pi ≥ 0 (3)

ĀT
i Pi + PT

i Āi < 0 (4)

Ωi < 0 (5)

[
Ωi Ki

KT
i −ρET

i ZEi

]
≤ 0 (6)

其中

Ωi =




Yi PT
i Ā1i −M1i + MT

2i ĀT
i Z

∗ −Q−M2i −MT
2i ĀT

1iZ

∗ ∗ −ρZ




Yi = PT
i Āi+ĀT

i Pi+Q+M1i+MT
1i+

m∑
j=1

αij(P
T
j Ej−PT

i Ei)

KT
i =

[
−MT

1i −MT
2i 0

]
, ρ =

1

d
(i, j = 1, 2, · · · , m)

则切换不确定广义时滞系统 (1) 是鲁棒渐近稳定的. 这里被

设计的切换律为

σ(t) = arg min
i=1,2,··· ,m

{xT(t)PT
i Eix(t)} (7)

证明. 由引理 1 和引理 2, 若不等式 (4) 成立, 则切换广

义时滞系统 (1) 的解存在唯一. 下面证明切换广义系统 (1)

的解的渐近稳定性. 对任意 x(t) ∈ Rn, 构造如下 Lyapunov

泛函

Vσ(x(t)) =xT(t)PT
σ Eσx(t) +

∫ t

t−τ

xT(s)Qx(s)ds+

∫ 0

−τ

∫ t

t+α

ẋT(s)ET
σ ZEσẋ(s)dsdα

并利用关系式

2[xT(t)M1i + xT(t− τ)M2i]×

[x(t)− x(t− τ)−
∫ t

t−τ

ẋ(s)ds] = 0

求 Vi(x(t)) 沿切换广义系统 (1) 的解轨线的时间导数为

V̇i(x(t)) =2xT(t)PT
i Eiẋ(t) + xT(t)Qx(t)−

xT(t− τ)Qx(t− τ) + τ ẋT(t)ET
i ZEiẋ(t)−

∫ t

t−τ

ẋT(s)ET
i ZEiẋ(s)ds+

2[xT(t)M1i + xT(t− τ)M2i]×

[x(t)− x(t− τ)−
∫ t

t−τ

ẋ(s)ds] =

1

τ

∫ t

t−τ

ξT(t, s)Πiξ(t, s)ds−
m∑

j=1

αijx
T(t)(PT

j Ej − PT
i Ei)x(t)

其中, Πi =




Zi PT
i Ā1i −M1i + MT

2i + τĀT
i ZĀ1i −τM1i

∗ −Q−M2i −MT
2i + τĀT

1iZĀ1i −τM2i

∗ ∗ −τET
i ZEi




Zi =PT
i Āi + ĀT

i Pi + Q + M1i + MT
1i + τĀT

i ZĀi+
m∑

j=1

αij(P
T
j Ej − PT

i Ei)

ξT(t, s) =
(
xT(t) xT(t− τ) ẋT(s)

)

由 Schur 补引理, Πi ≤ 0 等价于




Ui PT
i Ā1i −M1i + MT

2i ĀT
i Z −M1i

∗ −Q−M2i −MT
2i ĀT

1iZ −M2i

∗ ∗ − 1
τ
Z 0

∗ ∗ ∗ − 1
τ
ET

i ZEi



≤ 0

这里

Ui = PT
i Āi+ĀT

i Pi+Q+M1i+MT
1i+

m∑
j=1

αij(P
T
j Ej−PT

i Ei)

因此, 若不等式 (6) 成立, 则可得 Πi ≤ 0. 由切换律 (7) 得到

V̇i(x(t)) ≤ 0. 若不等式 (5) 及 (6) 成立, 可得 V̇i(x(t)) = 0

只含有切换广义时滞系统 (1) 的零解, 根据推广的 Lyapunov

稳定性定理, 切换不确定广义时滞系统 (1) 是渐近稳定的. ¤
定义

Σi =




Ti PT
i A1i −M1i + MT

2i AT
i Z −M1i

∗ −Q−M2i −MT
2i AT

1iZ −M2i

∗ ∗ −ρZ 0

∗ ∗ ∗ −ρET
i ZEi




其中

Ti = PT
i Ai+AT

i Pi+Q+M1i+MT
1i+

m∑
j=1

αij(P
T
j Ej−PT

i Ei).

根据引理 3, 不等式 (6) 成立当且仅当存在正常数 εi, 使

得

Σi + εi




NT
i

NT
1i

0

0




[
Ni N1i 0 0

]
+

ε−1
i




PT
i Hi

0

ZHi

0




[
HT

i Pi 0 HT
i Z 0

]
≤ 0

将上式整理并应用 Schur 补引理, 不等式 (6) 成立等价
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于存在正常数 εi, 使得如下矩阵不等式成立




Γi1 Γi2 AT
i Z PT

i Hi −M1i

∗ Γi4 AT
1iZ 0 −M2i

∗ ∗ −ρZ ZHi 0

∗ ∗ ∗ −εiI 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ρET
i ZEi



≤ 0

其中

Γi1 = PT
i Ai + AT

i Pi + Q + M1i + MT
1i + εiN

T
i Ni+

m∑
j=1

αij(P
T
j Ej − PT

i Ei)

Γi2 = PT
i A1i −M1i + MT

2i + εiN
T
i N1i

Γi4 = −Q−M2i −MT
2i + εiN

T
1iN1i.

定义 Ξi =



Γi1 PT
i A1i −M1i + MT

2i + εiN
T
i N1i AT

i Z PT
i Hi

∗ −Q−M2i −MT
2i + εiN

T
1iN1i AT

1iZ 0

∗ ∗ −ρZ ZHi

∗ ∗ ∗ −εiI




则矩阵不等式 (5) 和 (6) 成立分别等价于矩阵不等式 (8) 和

(9) 成立.

Ξi < 0 (8)
[

Ξi Wi

WT
i −ρET

i ZEi

]
≤ 0 (9)

其中, WT
i =

[
−MT

1i −MT
2i 0 0

]
.

同样, 矩阵不等式 (4) 成立等价于线性矩阵不等式 (10)

成立.
[

AT
i Pi + PT

i Ai + εiN
T
i Ni PT

i Hi

∗ −εiI

]
< 0 (10)

综合上述分析, 利用线性矩阵不等式可得如下切换不确

定广义时滞系统 (1) 的时滞相关鲁棒渐近稳定定理.

定理 2. 对切换不确定广义时滞系统 (1) 以及给定的

正常数 αij , 如果存在对称正定矩阵 Q, Z, 适当维数矩阵 Pi,

M1i, M2i 和正数 εi (i, j = 1, 2, · · · , m), 使得对切换广义系

统 (1) 的任意不确定性 (2), 线性矩阵不等式 (3), (8)∼ (10)

成立, 则在切换律 (7) 下, 切换不确定广义时滞系统 (1) 是鲁

棒渐近稳定的.

进一步, 通过求解如下优化问题

min ρ (11)

s.t. LMIs (3), (8) ∼ (10) 成立

可以得到保证切换不确定广义时滞系统 (1) 渐近稳定的最大

时滞界 d∗.

3 仿真示例

考虑切换不确定广义时滞系统 (1), 其中

E1 =

[
1 0

0 0

]
, E2 =

[
0 0

0 1

]
, H1 = H2 =

[
1 0

0 1

]

A1 =

[
−2.0314 0.8362

1.0321 −3.4602

]
, N1 =

[
0.0136 0.0122

0.1120 0.0234

]

A2 =

[
−2.8321 −0.6034

0.5025 −2.6318

]
, N2 =

[
0.1012 0.0415

0.0534 0.0396

]

A11 =

[
0.5601 0.4001

0 0.6435

]
, A12 =

[
−1.0001 0.3040

0.9019 0.3017

]

N11 =

[
0.1217 0.3026

0.6025 0.2123

]
, N12 =

[
0.5121 0.3048

0.1354 0.4113

]

取定 αij = 0.2 (i, j = 1, 2), 利用 Matlab 软件 LMI 工

具箱GEVP 解优化问题 (11), 可得到保证切换广义时滞系统

(1) 鲁棒渐近稳定的最大时滞界为 d∗ = 7.5663 × 104. 根据

定理 2, 使该切换广义时滞系统鲁棒渐近稳定的切换律设计

如下

σ(t) =

{
1, x(t) ∈ S1

2, x(t) ∈ S2

这里

S1 = {(x1, x2)| 0.0918x2
2 − 0.2098x2

1 ≥ 0}

S2 = {(x1, x2)| 0.0918x2
2 − 0.2098x2

1 < 0}
且 S1 ∪ S2 = R2.

4 结论

对一个实际控制系统, 时滞和不确定是不可避免的. 本

文利用 Lyapunov 泛函方法和线性矩阵不等式工具, 讨论了

切换不确定广义时滞系统的时滞相关渐近稳定性问题. 无需

对广义系统作变换和假设, 推导过程中引进最优权矩阵, 避

免向量矩阵不等式处理方法, 使得所得结果的保守性有了很

大的降低. 本文设计的控制律 (7), 可以保证切换广义系统快

速有效地趋近于系统的平衡点. 进一步, 求解基于线性矩阵

不等式 (LMI) 约束的凸优化问题, 可得到保证切换广义时滞

系统渐近稳定的最大时滞界. 对于切换系统的切换点规律以

及抖震问题, 作者将在以后的工作中作进一步的研究.
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