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一种基于 LMI的非线性模型预测控制终端域优化方法

于树友 1 陈 虹 1 张 鹏 1 李学军 1, 2

摘 要 对于具有约束的非线性系统, 提出了一种模型预测控制 (Model predictive control, MPC)的终端域优化方法. 基于

线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 优化和非线性系统的范数有界线性微分包含 (Linear differential inclusion,

LDI), 给出了求解非线性MPC 终端代价函数和局部稳定控制器的一种方法, 在此基础上可方便地得到非线性模型预测控制

终端域. 一个具体的数值算例验证了算法的有效性.
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An LMI Optimization Approach for Enlarging the Terminal Region of MPC for

Nonlinear Systems

YU Shu-You1 CHEN Hong1 ZHANG Peng1 LI Xue-Jun1, 2

Abstract The paper presents a method for solving the terminal region of model predictive control (MPC) for nonlinear

systems with constraints. Based on linear matrix inequality (LMI) optimization and norm-bounded linear differential

inclusion (LDI) of nonlinear system, we develop an approach to offline choose the terminal cost and fictitious local stabilizing

control law so as to gain the terminal region. A numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed

results.
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模型预测控制 (Model predictive control,
MPC), 又称为滚动时域控制 (Moving horizon con-
trol) 或后退时域控制 (Receding horizon control),
是近年来被广泛讨论的一种控制策略. 模型预测控
制的机理可以描述为: 在每一采样时刻, 根据当前量
测信息, 在线求解一个有限时域开环最优控制问题,
并将得到的控制序列的第一个元素作用到被控对

象上, 并重复上述过程. 对于有约束的非线性系统,
由于无法通过直接求取系统的 Hamilton-Jacobi-
Bellman 方程获得其精确解析解, 使得这种依赖实
时数值优化的方法获得了广泛的关注. 目前已初步
建立了分析模型预测控制稳定性、鲁棒性和最优性

的理论框架[1−3], 并且大量应用于化工、冶金制造等
过程控制领域[4].
为保证非线性 MPC 的稳定性, 最直观的方法

是采用无限时域[5], 但这使数值寻优几乎不可能,即
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使采用工程意义上的无限即 “足够大” 时域,也会使
MPC 算法因实时性差而无法应用.文献 [6] 在开环
优化问题中加入等式约束条件 xxx(t + T ) = 000,强制系
统的终端状态回到平衡点. 采用终端等式约束的缺
点是为满足终端等式约束条件要求在非线性规划中

无限次迭代计算, 这将大大增加在线优化的计算量,
并且这样的约束将使非线性优化问题只在很小的范

围内有可行解. 文献 [7] 用终端不等式约束代替终
端等式约束, 提出了在系统终端域之外由 MPC 控
制, 在终端域之内则由状态反馈控制的双模变时域
MPC方法.双模变时域MPC是一种切换控制系统,
并没有解决预测控制的稳定性问题.文献 [8] 提出的
准无限时域MPC 通过在非线性优化问题中引入满
足一定条件的终端代价和终端不等式约束 (终端域),
解决了非线性 MPC 的稳定性问题[1]. 由于准无限
时域MPC 只要求在每一采样时刻开环优化问题存
在可行解,不依赖于最优解,并且控制性能更接近无
限时域的最优化问题, 因而相应的设计方法成为保
证MPC 稳定的主要方法[1].
终端代价函数、终端域和局部控制器构成了准

无限时域非线性预测控制方法中优化问题的基本

要素: 终端代价函数满足 Hamilton-Jacobi-Bellman
不等式; 终端域是终端代价函数的一个值域且使系
统满足时域约束和不变性; 局部控制器只是用来计
算终端代价函数和终端域,并没有直接作用于系统.
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准无限时域 MPC 要求离线设计终端代价函数、终
端域和终端控制器. 终端域的选取与终端代价函数
和终端控制器的具体实现形式有关, 是决定准无限
时域 MPC 在线计算负担的关键. 对于约束线性系
统, De Doná[9] 给出了一种扩展终端域的方法;利用
非线性系统的局部 Lipschitz 条件, Chen[8] 给出了

一种非线性系统终端域优化算法; 通过选择预测时
域大于控制时域, Magni[10] 给出了一种扩展非线性
系统终端域的算法. 对于非线性系统, 利用局部的
多面体线性微分包含 (Polytope linear differential
inclusion, PLDI), Chen[11] 和 Canno[12] 分别给出

了椭球体和多面体型终端域的求取方法. Ong[13] 利

用支持向量机优化, Canno[14] 利用非线性系统的局

部不变性原理分别讨论了非线性系统扩展终端域的

方法.
本文通过非线性系统的范数有界的线性微分包

含 (Norm-bounded linear differential inclusion)描
述,基于线性矩阵不等式优化,提出了一种新的终端
域优化算法.与 Chen[11] 的方法相比,它能够用较少
的线性矩阵不等式约束来描述问题.数值仿真表明,
用该方法求得的终端域远大于用 Lipschitz 法求得
的终端域.

1 基于 LMI的非线性MPC终端域优化方

法

1.1 准无限时域非线性MPC

考虑非线性时不变系统

ẋxx(t) = fff(xxx(t),uuu(t)), xxx(t0) = xxx0, t ≥ t0 (1)

其中 xxx(t) ∈ Rn是系统的状态, uuu(t) ∈ Rm是控制输

入,假设系统的状态完全可测, 系统的输入和状态约
束分别为

uuu(t) ∈ U , ∀t ≥ t0 (2a)

xxx(t) ∈ X , ∀t ≥ t0 (2b)

假设系统 (1)满足下面的条件[1, 8]:
A1. 非线性函数 fff : Rn ×Rm −→ Rn 是连续

的, fff(000,000) = 000 ∈ Rn, fff 关于 xxx局部 Lipschitz连续;
A2. 对任意的初始状态 xxx0 ∈ X , 系统 (1) 有

唯一解, 并且其解是分段右连续的, 同时满足约束
uuu ∈ U ;

A3. U ⊆ Rm 是紧的、凸的, X ⊆ Rn 是连通

的, 集合 X × U 包含点 (000,000).
设在时刻 t系统的状态为xxx(t),准无限时域非线

性预测控制的优化问题可描述为[8, 15]

min
ūuu(·)

J(xxx(t), ūuu(·)) (3a)

J(xxx(t), ūuu(τ,xxx(t)) = V (xxx(t + Tp))+∫ t+Tp

t

l(x̄xx(t + τ ;xxx(t)), ūuu(t + τ ;xxx(t)))dτ (3b)

同时满足

˙̄xxx = fff(x̄xx, ūuu), x̄xx(t;xxx(t), t) = xxx(t) (4a)

ūuu(τ) ∈ U , τ ∈ [t, t + Tp] (4b)

x̄xx(τ ;xxx(t), t) ∈ X , τ ∈ [t, t + Tp] (4c)

x̄xx(t + Tp; x̄xx(t), t) ∈ Ω (4d)

其中 Tp 是有限的预测时域; x̄xx(·;xxx(t), t) 是在控制
ūuu(·) 的作用下, 系统起始于 xxx(t) 的预测状态轨迹;
l(·, ·)是阶段代价 (Cost stage) 函数,满足下面的条
件:

A4. l(xxx,uuu) : Rn × U → R 关于自变量 xxx 和

uuu均是连续的,并且满足 l(000,000) = 000和 l(xxx,uuu) > 000,
∀ (xxx,uuu) ∈ Rn × U \ {000,000}.
另外, V (·)是正定的终端代价函数, Ω是平衡点

的一个邻域

Ω(α) = {xxx ∈ Rn|V (xxx) ≤ α, α > 0} (5)

定义 1. 假设存在一个连续的局部控制器 uuu =
k(xxx)使得下述条件成立:

B1. Ω ⊆ X ;
B2. 对于所有的 xxx ∈ Ω,有 k(xxx) ∈ U ;
B3. 对于所有的xxx ∈ Ω,函数 V (xxx)满足Hamil-

ton-Jacobi-Bellman 不等式

∂V (xxx)
∂xxx

fff(xxx, k(xxx)) + l(xxx, k(xxx)) ≤ 0 (6)

则称 Ω(α)是非线性系统 (1)考虑性能指标 (3b)和
终端控制器 uuu = k(xxx)的终端域.
定义 1 的叙述表明在终端域内, 局部控制器

uuu = k(xxx) 使得控制系统满足约束 (2) 且是正不变
的[16],即系统始于 Ω的所有轨迹将保持在 Ω中.
有了这些条件, 就可以得出下面的可行性和稳

定性结论.
定理 1[15]. 假设
1) 条件 A1∼A4成立;
2)对于非线性系统 (1),存在满足条件B1∼ B3

的终端代价函数 V (xxx)和终端域 Ω;
3) 在 t = 0 时刻, 优化控制问题 (3) 存在可行

解, 则对充分小的采样周期 δ > 0,
a) 在每个采样时刻 t > 0,优化控制问题 (3)都

存在可行解;
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b) 闭环系统是名义渐近稳定的1.
证明. 详细的证明参阅文献 [15]. ¤
本文中我们考虑如下形式的约束

− ûi ≤ ui(t) ≤ ûi, i = 1, 2, · · · ,m, t ≥ t0 (7a)

− x̂j ≤ xj(t) ≤ x̂j, j = 1, 2, · · · , n, t ≥ t0 (7b)

其中 ui(·)是控制输入向量的第 i个元素, xj(·)是系
统的第 j 个状态分量, ûi 和 x̂j 是已知的正常数.
选择二次型阶段代价

l(xxx,uuu) = xxxTQxxx + uuuTRuuu (8)

其中 Q ≥ 0和 R > 0.

1.2 范数有界的线性微分包含

我们首先介绍非线性系统 (1)的范数有界的线
性微分包含, 在此基础上讨论非线性 MPC 终端域
和终端代价的求解方法. 这样虽然增加了设计的保
守性, 但是可以方便地利用现有的凸优化方法进行
设计. 假设

fff(xxx(t),uuu(t)) ∈ (A+∆A)xxx(t)+(B +∆B)uuu(t) (9)

其中 A,B 是适当维数的常数矩阵, ∆A和 ∆B 是适

当维数的不确定矩阵函数,并且满足

[∆A ∆B] = DF (t)[E1 E2]

上式中 D, E1 和 E2 是已知的常数矩阵, F (t) ∈ F
是一个未知矩阵,它可以是时变的

F = {F (t)|FT(t)F (t) ≤ I} (10)

式 (9)表明

(A + ∆A)xxx(t) + (B + ∆B)uuu(t) (11)

是 ẋxx(t) = fff(xxx(t),uuu(t))的一个范数有界的线性微分
包含,即 ẋxx(t) ∈ (A + ∆A)xxx(t) + (B + ∆B)uuu(t).
注 1. 记 ΩN = {xxx | ẋxx(t) ∈ (A + DF (t)E1) ·

xxx(t)+(B +DF (t)E2)uuu(t), FT(t)F (t) ≤ I},则 ΩN

是凸的[16]. 这允许我们在后文中采用线性矩阵不等
式 (凸域上的凸优化方法)求解系统的终端域.

1.3 基于范数有界线性微分包含的终端不变域

定理 2. 假设非线性系统 (1) 的一个范数有界
线性微分包含为式 (11). 如果存在标量 ε > 0,矩阵
W 和对称正定矩阵 X,使得矩阵不等式


Π (E1X + E2W )T X WT

∗ −εI 0 0
∗ ∗ −Q−1 0
∗ ∗ ∗ −R−1




< 0 (12)

1名义渐近稳定是指在无外部扰动和模型摄动的条件下,系统是 Lya-
punov渐近稳定的[17].

有可行解 (ε,W,X), 其中 Π = AX + BW + (AX +
BW )T + εDDT, ∗ 表示沿对角线对称位置的块矩阵
的转置. 记 P = X−1, K = WX−1, 则在考虑终端
控制器 uuu = Kxxx的情况下,对于任意 xxx ∈ Ω(α, P ) =
{xxx ∈ Rn|xxxTPxxx ≤ α, α > 0}, V (xxx) = xxxTPxxx满足

Hamilton-Jacobi-Bellman 不等式 (6).
证明. 详细的证明参阅文献 [18]. ¤
定理 2 给出了 xxx ∈ Ω(α, P ) 时, V (xxx) 满足

Hamilton-Jacobi-Bellman 不等式的条件, 下面的
两个定理分别给出了满足输入约束 (7a) 和状态约束
(7b) 的条件.
定理 3. 如果矩阵W 和对称矩阵 X 进一步满

足矩阵不等式



1
α

û2
i eeeT

i W

∗ X


 ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m (13)

其中 eeei 为引入的输入空间Rm 上的第 i个标准向量

基, 则对于任意的 xxx ∈ Ω(α, P ), uuu = WX−1xxx满足

输入约束 (7a).
证明. 终端控制器满足约束 −ûi ≤ ui(t) ≤

ûi, i = 1, 2, · · · ,m,意味着应有 u2
i (t) ≤ û2

i .
由于 ui(t) = eeeT

i Kxxx(t),得

xxxT(t)KTeeeieee
T
i Kxxx(t) ≤ û2

i (14)

式 (14)成立的一个充分条件是

xxxT(t)
KTeeeieee

T
i K

û2
i

xxx(t) ≤ xxx(t)TPxxx(t)
α

(15)

考虑到 xxx(t)的任意性, 式 (15)成立要求

P

α
− KTeeeieee

T
i K

û2
i

≥ 0

根据 Schur 补引理有



1
α

û2
i eeeT

i K

∗ P


 ≥ 0 (16)

用 diag{I, X}对上式做同余变换,得结论. ¤
定理 4. 如果对称矩阵 X 进一步满足矩阵不等

式



1
α

x̂2
i eeeT

j X

∗ X


 ≥ 0, j = 1, 2, · · · , n (17)

其中 eeej 为引入的状态空间Rn 上的第 j 个标准向量

基, 则 Ω(α, P )内的所有元素 xxx满足状态约束 (7b).
证明. 证明过程与定理 3 类似, 故省略. ¤
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在多目标控制的框架下综合考虑定理 2 ∼ 4, 我
们可以得到下面的结论:
假设非线性系统 (1)的线性微分包含可以表示

为式 (11), 设存在对称正定矩阵 X ∈ Rn×n 和矩

阵 W ∈ Rm×n, 标量 α > 0 和 ε > 0, 满足线性矩
阵不等式组 (12), (13) 和 (17), 记 P = X−1, K =
WX−1, 则椭圆域 Ω(α, P ) = {xxx ∈ Rn |xxxTPxxx ≤
α, α > 0}是系统的终端不变域,相应的终端控制为
uuu = Kxxx.

1.4 终端不变域的优化方法

椭圆域 Ω(α, P ) = {xxx ∈ Rn|xxxTPxxx ≤ α, α >

0}的容量 (椭圆域包含点的个数) 与 det(αX)成正
比[16], X = P−1.目标函数 det(·)不是变量的凸函
数, 但是可以通过相应的单调变换将它转化为凸函
数.文献 [19] 采用对数变换法,文献 [20] 采用特征值
的几何均值法分别将上述求取对称矩阵的最大行列

式的非凸优化问题转化为凸优化问题.在这里, 本文
采用文献 [20] 介绍的方法.
考虑如下的优化问题

max
α,ε,X,W

det(αX)
1
m (18)

s.t. α > 0, ε > 0, X > 0, (12), (13) 和 (17)

其中, m为对称矩阵 X 的维数.优化问题 (18) 中由
于存在变量 α 和 X 的乘积项 αX 因而仍是一个非

凸的非线性优化问题, 下面通过变量代换将它转化
为凸优化问题.
考虑到 α > 0,记

X0 = αX, W0 = αW, ε0 = αε (19)

将约束条件 (12), (13) 和 (17) 分别改写成




Π0 (E1X0 + E2W0)T X0 WT
0

∗ −ε0I 0 0
∗ ∗ −αQ−1 0
∗ ∗ ∗ −αR−1




< 0

(20)
和

[
û2

i eeeT
i W0

∗ X0

]
≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m (21)

[
x̂2

i eeeT
j X0

∗ X0

]
≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m (22)

式 (20)中 Π0 = AX0 + BW0 + (AX0 + BW0)T +
ε0DDT, ∗ 表示沿对角线对称位置的块矩阵的转置.

综上,最大化椭圆域 Ω = {xxx ∈ Rn|xxxTPxxx ≤ α}
的容量问题可以表示为

min
α,ε0,X0,W0

−det(X0)
1
m (23)

s.t. (20) ∼ (22), α > 0, ε0 > 0, X0 > 0

问题 (23) 是一个凸优化问题[20]. 通过求解凸
优化问题 (23) 可以得到参量 α, ε0, X0,W0, 在此基
础上利用 X0 = αX, W0 = αW 和 P = X−1,K =
WP 得到终端权矩阵 P 和终端控制增益K.

按照问题 (23) 求取系统的最大椭圆域, 所求得
的终端代价函数 P 的范数通常较大.较大的终端代
价函数可能导致优化问题 (3) 中的控制动作 uuu过小,
从而影响系统的动态性能.由于有 xxxTPxxx ≤ α,我们
可以考虑通过限制标量 α 的最大值来限制 P 的范

数,达到系统的性能和较大的终端域 (较小的计算负
担) 之间均衡的目的. α的最大值可以参考阶段代价

l中的Q值来具体设定 (例如可以选择 α ≤ 10‖Q‖),
这一点将在下文中通过一个具体的算例说明.

2 一个数值算例

考虑非线性系统[8]

ẋ1 =x2 + u(µ + (1− µ)x1) (24a)

ẋ2 =x1 + u(µ− 4(1− µ)x2) (24b)

对于参数 µ ∈ (0, 1), 这个非线性系统是不稳定的,
在平衡点 (0, 0) Jacobi线性化得到的线性系统 ẋxx =
Axxx + BBBu是可稳但不可控的, 并且系统的非线性特
性随着 µ值的减小而增大[8].

输入 u满足约束

−2 ≤ u ≤ 2 (25)

显然约束系统 (24) 满足假设条件 A1∼A4. 选择二
次型函数 l(xxx, u) = xxxTQxxx + uTRu作为阶段代价函

数,其中权矩阵 Q和 R分别选为

Q =

[
0.5 0
0 0.5

]
, R = 1 (26)

2.1 µµµ = 0.8的情况

当 µ = 0.8 时, 系统 (24) 的一个微分包含 (9)
的矩阵参数为

A =

[
0 1
1 0

]
, BBB =

[
0.8
0.8

]

∆A =

[
0.2u 0

0 −0.8u

]
, ∆BBB =

[
0
0

]
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对于固定的 u,显然有 ẋxx(t) = (A + ∆A)xxx(t) +
(BBB +∆BBB)u(t);将 u视为变化的参数,则显然 ẋxx(t) ∈
(A+∆A)xxx(t)+(BBB+∆BBB)u(t).考虑到−2 ≤ u ≤ 2,
相应的范数有界的线性微分包含 (11) 的参数矩阵可
以选为

D =

[
1 0
0 1

]
, E1 =

[
0.4 0
0 −1.6

]

EEE2 =

[
0
0

]
, F0 =

[
0.5u 0

0 0.5u

]

式中 FT
0 F0 ≤ I 满足条件 (10).
分别采用文献 [8] 和本文介绍的方法求取系统

的终端不变域, 相应的系统终端域如图 1所示. 图 1
中虚线对应的椭圆是采用文献 [8] 中的 Lipschitz 法
得到的, 实线对应的椭圆是采用本文方法得到的. 从
图中可以看出采用本文方法扩大了系统的终端域.

图 1 终端域的比较 (µ = 0.8)

Fig. 1 Comparison of terminal regions (µ = 0.8)

在本例中,应用本文方法得到 α = 7.7497×104,

P = 104×
[
2.6102 2.4615
2.4615 9.2509

]
.考虑到式 (3) 中Q,R

的取值 (26), 显然 P 的范数值过大, 这可能会影响
到系统的动态性能. 为此, 在问题 (23) 中加入约束
0 < α ≤ 10, 相应的系统终端域如图 2 所示. 图中
虚线对应的椭圆是 0 < α ≤ 10 的情况，相应的最优

值 α = 10, P =

[
4.2371 3.5383
3.5383 14.6328

]
.

图 3 给出了在系统初始状态为 (−3.0, 2.0) 时,
分别利用 Lipschitz 条件法和线性微分包含法 (α =
10) 求得的终端条件的准无限时域非线性 MPC 动
态过程的比较.对后者, 我们选择控制时域 Nc 和预

测时域NP 均等于 10.对于利用 Lipschitz 条件法求
得的终端条件,若选择 Nc = NP = 10,在 k = 0时
优化问题无解,因而我们选择 Nc = NP = 15.在数
值求解开环优化问题时, 我们选择采样时间 δ = 0.1.

从图 3 中我们可以看到线性微分包含法 (α =
10) 在扩大系统终端域的情况下并没有使系统的
动态特性明显降低. 同时由于采用线性微分包含法
(α = 10)时控制时域和预测时域可以选得较小,因
而可以降低非线性MPC 在线优化的计算量.

图 2 0 < α ≤ 10和 α > 0两种情况终端域比较 (µ = 0.8)

Fig. 2 Termianl regions by limiting the terminal

weighting matrix (µ = 0.8)

图 3 范数有界的线性微分包含法和 Lipschitz 条件法动态

过程的比较 (µ = 0.8)

Fig. 3 Comparison of dynamic responses (µ = 0.8)

从图 2和图 3中可以看出,在线性微分包含法
中,通过限制 α 的幅值,可以达到均衡考虑终端域的
大小和系统的动态性能的目的.

2.2 µµµ = 0.5的情况

当 µ = 0.5 时, 系统 (24) 的一个微分包含 (9)
的矩阵参数为

A =

[
0 1
1 0

]
, BBB =

[
0.5
0.5

]

∆A =

[
0.425u 0

0 −2u

]
, ∆BBB =

[
0.075u

0

]

与 µ = 0.8的情况相似,选择一组范数有界的线性微
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分包含 (11) 的参数矩阵为

D =

[
0.85 0
0 0.4

]
, E1 =

[
1 0
0 −10

]

EEE2 =




3
17
0


 , F0 =

[
0.5u 0

0 0.5u

]

FT
0 F0 ≤ I 满足条件 (10).
我们将求得的椭圆域与文献 [8] 介绍的方法比

较,相应的结果如图 4所示.从图 4中可以看出椭圆
域有所增大.

图 4 终端域的比较 (µ = 0.5)

Fig. 4 Comparison of terminal regions (µ = 0.5)

2.3 µµµ = 0.2的情况

当 µ = 0.2 时, 系统 (24) 的一个微分包含 (9)
的矩阵参数为

A =

[
0 1
1 0

]
, BBB =

[
0.2
0.2

]

∆A =

[
0.72u 0

0 −3.2u

]
, ∆BBB =

[
0.08u

0

]

与 µ = 0.8的情况相似,选择一组范数有界的线性微
分包含 (11) 的参数矩阵为

D =

[
0.8 0
0 0.2

]
, E1 =

[
1.8 0
0 −32

]

EEE2 =

[
0.2
0

]
, F0 =

[
0.5u 0

0 0.5u

]

FT
0 F0 ≤ I 满足条件 (10).
我们将求得椭圆域与文献 [8] 介绍的方法比较,

相应的结果如图 5 所示. 从图 5 中可以看出椭圆域
有所增大.

图 5 终端域的比较 (µ = 0.2)

Fig. 5 Comparison of terminal regions (µ = 0.2)

3 结论

为了保证非线性 MPC 的稳定性, 通常需要在
MPC 优化问题中加入终端约束条件和终端代价函
数并保证终端约束集是一个正不变集, 相应的终端
代价函数是系统的局部控制 Lyapunov函数.在线性
矩阵不等式优化的基础上, 本文给出了求解其终端
代价函数和局部稳定控制器的一种方法, 在此基础
上可方便地得到非线性MPC 的终端域.与 Chen[11]

介绍的方法相比, 它能够用较少的线性矩阵不等式
约束描述问题.为验证算法的有效性,本文提供了一
个具体的数值算例, 并进一步讨论了均衡考虑终端
域的容量和控制系统动态性能的问题.
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