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基于核子解的最终交叉效率权系数确定方法

吴 杰，梁 ，查迎春
（中国科学技术大学 管理学院，合肥 !*""!’）

摘要： 介绍了交叉效率评价方法，分析了利用最终平均交叉效率值来对 +,- 进行评价时所存在的诸

多缺陷，结合合作博弈理论，放松最终确定效率值的平均化假设，把需要作评价的各个决策单元作为合

作博弈的局中人，并定义了包含所有局中人在内的联盟博弈及其各种子联盟的特征函数值，在分析各种

联盟博弈解优劣的基础上，选择核子作为联盟博弈的解，并通过遗传算法求解出该博弈的核子解，从而

确定了最终交叉效率的权系数 .最后通过一个算例说明该方法的有效性 .
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. 引言

+/0 方法作为处理多输入和多输出的一种非参数规划技术，自从第一个模型（11W 模型）提出以来，

就越来越受到重视，被广泛应用于学校、医院等非营利机构的效率评估和基准选择［%］.近年来，利用 +/0
对决策单元进行排序的方法［!］层出不穷，但是直接用 11W 模型中的多指标效率值进行评价存在诸多缺

陷［*］，如原始的 11W 模型只能分辨出决策单元是 +/0 有效还是非有效，即将群体一分为二，不具备对决策

单元进行分级、排序的能力；用于计算效率值的权系数只在对被评价单元最有利（使其效率值最大）的特定

范围内取值，容易形成夸大长处、回避缺陷，以自评为主的氛围，产生表面上 +/0 有效，但在互评中却处于

不利地位的伪有效单元 .
由于存在以上的问题，学者们开始对 11W 模型加以适当的改进和完善，O3U4:8 等人（%)#’）［2］提出的交

叉效率评价方法是一个典型代表，该方法的主要思想是利用自互评体系来消除（减轻）传统的 +/0 方法中

的单纯依靠自评体系来对决策单元（+,-）进行评价的弊端，该方法能够判断出全局最优的 +,- 从而对所

有的 +,- 进行充分排序，并且能够解决传统 +/0

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

方法中的权系数过于极端和不现实的问题，因此，交叉

Absent Image
File: 0



效率评价方法在业绩评价和排序方面都有广泛的应用，如护理之家的效率评估［!］，先进制造技术的识

别［"］，柔性制造系统的选择［#］以及 $%& 项目的选择［’］等等 (
但是在利用最终平均交叉效率值来对 &)* 进行评价时，依然存在诸多缺陷，如平均交叉效率值和权

重之间没有相应的联系从而不能帮助决策者改进其效率［+］，并且最终的平均交叉效率值并不是帕累托最

优的，从而所有的 &)* 都不会有接受这些评价结果的动机［,］(本文针对交叉效率评价方法在评价过程中

由于最终的平均化所导致的弊端，放松最终确定效率值的平均化假设，结合合作博弈理论，把需要作评价

的各个决策单元作为合作博弈的局中人，通过定义包含所有局中人在内的联盟博弈及其各种子联盟的特

征函数值，求解出联盟博弈的核子解，并通过遗传算法求解出该核子解，从而得到各个 &)* 在最终评价中

的权重，并确定最终的交叉效率值！该方法思路清晰，涵义明确，各 &)* 对所获得的最终交叉效率值都能

接受，最后的算例也说明了该方法的有效性！

! 交叉效率评价方法［--］

交叉效率评价方法是由 ./0123 等人（-,+#）［!］提出的，该方法是对传统 44$ 模型的改进和完善，其主要

思想是利用自互评体系来消除（减轻）传统的 44$ 模型单纯依靠自评体系来对决策单元进行评价的弊端 (
该方法自提出后就在业绩评价和决策单元排序方面得到广泛应用 (

设 !"#$（ $ 5 -，6，⋯，%）的输入和输出向量分别为：

&$ 5（’- $ ，’6 $ ，⋯，’($）7 8 9， $ 5 -，6，⋯，%

)$ 5（*- $ ，*6 $ ，⋯，*+$）7 8 9， $ 5 -，6，⋯，%，

则 44$ 模型为：
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在模型（-）中，!"#- 是被评价单元，#-，⋯，#(，!-，⋯，!+ 是相关联的输入和输出权重，在上述 44$ 模型

（-）中，变换被评价单元 !"#-（- 5 -，6，⋯，%），则可以得到各决策单元 !"#-（- 5 -，6，⋯，%）的最优权重

/#- 5（##-- ，⋯，##(- ，!
#
-- ，⋯，!

#
+- ）和效率值"#- (

基于以上 44$ 模型所得到的最优权重，./0123 等人定义 !"#$ 利用 !"#- 的权重所获得的交叉效率

为：
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，-，$ 5 -，6，⋯，% （6）

因此对于 !"#$（ $ 5 -，6，⋯，%），所有 0-$（- 5 -，6，⋯，%）的平均值$0$ 5
-
% !

%

- 5 -
0-$ 可以作为第 $ 个决策

单元的总得分，按照$0$（ $ 5 -，⋯，%）的大小可以对所有决策单元进行评价和排序 (

" 交叉效率评价方法的合作对策描述

"#$ 基本模型［->］

由公式（6），定义交叉效率矩阵 0 5（0-$）%1% ? %
@ ，其中 0-$ 表示 !"#$ 利用 !"#- 的权重所获得的交叉
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效率 !我们假设 !"#$ 拥有选择一组非负权重%$ "（%$
#，⋯，%$

&）的权利，并且定义 !"#$ 对于所有得分的相

对得分为：
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其中分母表示所有 %&’ 采用 !"#$ 选择的权重所得到的整体得分，分子代表 !"#$ 的得分 ! !"#$ 希望通

过选择最有利的权重来最大化以上的比值，从而得到以下的分式规划：
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不失一般性，我们对交叉效率矩阵实行行单位化，即!
&

) " #
(’) " #，为了达到这个目的，我们让行中各元

素（(’#，⋯，(’&）除以!
&

) " #
(’)，从而得到行中各元素（(/ ’#，⋯，(/ ’&），而规划（+）不受单位化转换的影响，因

此，利用 01)234,5066742 变换，规划（+）能用以下线性规划问题表示：

*（ $）" ()*!
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’ " #
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!"# 联盟博弈及其特征函数值

设联盟 + 是局中人集, "（#，9，⋯，&）的一个子集，记

(’（+）" !
$$+

(/ ’$， ’ " #，⋯，& ! （:）

该联盟的目的在于获得最大效率得分，记 + 的特征函数值 *（ +）为此最大效率得分，则 *（ +）是下列

线性规划问题的最大值：

*（+）" ()*!
&

’ " #
%’(’（+）

, ! - !!
&

’ " #
%’ " #， （;）

%’ " .， ’ " #，⋯，& !
易得以下定理 #：

定理 $ *（!）" .，*（,）" #!
因此 *（+）定义了联盟 + 的一个特征函数，并且定义该博弈为（,，*）!

!"! 联盟博弈的解及其核子

联盟博弈有多种解的定义［#+］，包括核心（<624）、稳定集（,-)=>4 ,4-）、夏普利值（?1)7>4@ A)>B4）、谈判集

（=)2C)D3D3C ,4-）、核（E4234>）以及核子（3B<>46>B,）等 !把核心中的分配作为合作博弈的解，一个致命的缺陷是

核心经常是空的；而关于稳定集的计算和存在性的判别，至今尚无一种通用的方法 !而夏普利值、谈判集以

及核的共同缺点是不能保证唯一性 !
核子是 ?<1(4DF>42 提出的合作博弈又一解的概念，它是对核心的扩展，关于核子的存在性和唯一性有

如下定理：任何合作博弈的核子必非空，且只由一点组成，并且在核心非空的情况下，核子必是其中的一个

核心！因此在本文中我们通过核子来定义联盟博弈的解 !
核子与字典序有关 !设 -，% 是两个. 维向量，如果 -，% 不同，且在第一个不相同的分量中，- 的分量
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比 ! 的小，则我们说 " 按字典序小于 !，并记为 " ! ! "
对于合作博弈（#，$），设 % #（ %$，⋯，%&）是它的一个分配，联盟 ’ 关于 % 的超出值为：

(（’，%）# $（’）%!
)"’

%) （&）

(（’，%）可看成 ’ 对分配 % 的满意程度，(（’，%）越大，’ 对分配 % 就越不满意 "现将所有联盟的超出值都列

举出来，并按从大到小的顺序排列，这样就得到一个向量，记为!（ %）：

!（ %）#（!$（ %），⋯，!’& %$（ %））#（ (（’$，%），⋯，(（’’& %$，%）） （(）

(（’$，%）# (（’’，%）#⋯# (（’’& %$，%）
定义博弈（#，$）的全体分配方案为 *，则合作博弈（#，$）的核子"（*）就是使!（ %）按字典序达到最

小的那种分配的全体，即

"（*）# ｛% " * )!（ %）$!（+），%+ " *｝" （$*）

按照这个定义，在核子中，优先考虑最不满意的联盟，选择的分配要使这种联盟的不满意程度达到最

小；在此基础上，再考虑次不满意的联盟，所选分配要使其不满意程度尽可能小，如此等等 "
设最终求得的核子解为（ ,$，,’，⋯，,&），则 -./) 的最终交叉效率值为：

0) # !
&

1 # $
,101) ， ) # $，⋯，& " （$$）

! 联盟博弈核子解的计算方法

核子的计算可通过求一系列线性规划来完成［$+，$,］，不过这种方法虽然在理论上是可行的，但真正实现

这一算法时将相当费时，其计算复杂度为 2（+& ），所以当 & 稍大时，这近乎无法实现 "现代优化算法的兴

起为解决这类大型优化问题提供了可能，本文采用文献［$+］中的遗传算法求解联盟博弈（#，$）的核子解，

图 $ 为算法的流程示意图 "

图 $ 核子计算流程

遗传算法是应用较广的一种启发式优化算法其特点是群体多点搜索，不

依赖于梯度信息，不要求目标函数连续，可有效求解复杂的优化问题 "遗传算

法的基本思想是基于达尔文的进化论，按个体的适应度大小重复地进行选

择、交叉和变异来实现群体内个体结构的重组，将性能良好的解结构遗传下

去，提高后代的适应能力，从而进化到最优或次优解 "
染色体编码是应用遗传算法时要解决的首要问题，它把一个问题的可行

解从其解空间转换到遗传算法所能处理的搜索空间 "一般而言，二进制码或

格雷码具有简单易行、便于实现交叉和变异运算等优点，但对于多维连续函

数的优化问题，两种编码方式均存在搜索空间与映射误差之间的矛盾，因而

本文采用了浮点编码方式，将分配直接映射为染色体编码 "
根据核子的定义式，核子"（*）就是使!（ %）按字典序达到最小的那种分

配的全体，因而在构造适应度函数时我们将!（ %）中的最大值作为遗传算法的

优化目标，以使其达到最小：

-./
%

-01
3
!3（ %） 3 # $，’，⋯，’& % $"

%$ 2 %’ 2 ⋯ 2 %& #
{ $

（$$）

并且算法以染色体群的平均 30--./4 距离作为其收敛依据，30--./4 距离 14

即两个染色体各个对应位置取值不同的个数：

14 # !
,

3 # $
（53 & 63） （$’）

其中，, 为染色体的长度；符号“&”表示两染色体对应位的“异或”"
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! 实例分析

我们以表 ! 中的数据来说明上述方法，在表 ! 中有五个 "#$，每个 "#$ 有三种输入 !!，!%，!& 和两

种输出 "!，"% ’求解 (() 模型（!），按照公式（%）确定交叉效率矩阵如表 % 所示，从而得到各 "#$ 的传统平

均交叉效率值为：

#! * +,-.-%/，#% * +,/.0&，#& * +,0/112，#- * +,111--，#1 * +,11/22

表 ! 各 "#$ 的输入和输出值

!! !% !& "! "%

$%&! . . . - -
$%&% 1 0 . . .
$%&& - 2 1 1 .
$%&- 1 0 / 2 %
$%&1 2 / 1 & 2

对交叉效率矩阵进行行单位化处理，得到归一

化后的交叉效率矩阵如表 & 所示 ’
根据（.）式计算各种子联盟的特征函数值，由于

有 1 个 "#$，所以需要计算 %1 3 ! * &! 个特征函数

值，限于篇幅，计算结果不一一列出！值得提出的

是，随着 "#$ 数目的增多，特征函数值的计算复杂

度也在不断增大，但是现代优化算法的兴起为解决

这类问题提供了可能，如文献［!-］采用遗传算法设

计出了特征函数值的计算模块！

表 % 交叉效率矩阵

$%&! $%&% $%&& $%&- $%&1

$%&! + ’2/1. +’0&&& !’++++ +’/+++ +’-1++
$%&% + ’--./ !’++++ +’0021 +’.&%& +’-2-&
$%&& + ’&.!+ +’.-/0 !’++++ +’%+0% +’2-+%
$%&- + ’-1/. !’++++ +’0&!& +’/1.! +’&/!.
$%&1 + ’-+/% +’.!-& !’++++ +’!./2 +’/1.!

表 & 进行行单位化后的交叉效率矩阵

$%&! $%&% $%&& $%&- $%&1 行元素和

$%&! + ’!..%& +’%-!%& +’%1/-2 +’%+2.. +’!!2&! !
$%&% + ’!%%00 +’%.-22 +’%.&.+ +’%+!!& +’!%.1% !
$%&& + ’!%-0- +’%1%%! +’&&2/+ +’+.+-1 +’%!12+ !
$%&- + ’!%2-! +’%.11. +’%122- +’%&2!0 +’!+1!0 !
$%&1 + ’!%0%1 +’%%2!. +’&!22- +’+1211 +’%.!&0 !

在得到各子联盟的特征函数值后，就可以利用遗传算法进行核子的计算，算法经 !% 代后收敛，最终得

到的核子解为（+,!%2-!，+,%%2!.，+,&!22-，+,!.!+.，+,!10.!），各 "#$ 的分配和等于 !，因而满足群体合理

性条件，并且，由于各 "#$ 各自的特征函数值为（+,!..%&，+,%.-22，+,&&2/+，+,%&2!0，+,%.!&0），所以各

"#$的分配均小于各自的特征函数值，因而也满足个体合理性条件 ’ 通过求得的核子解就可以确定各

"#$ 的最终交叉效率为：

#! * +,--0!+，#% * +,/22-&，#& * +,0/.-2，#- * +,1+/!-，#1 * +,122.0
各 "#$ 的最终交叉效率值是在放松平均化假设，通过所有决策单元之间的合作博弈而得到的，与传

统的平均交叉效率相比起来，所有的 "#$ 更能接受这样的最终交叉效率评价结果！

" 总结

本文针对交叉效率评价方法在评价过程中由于最终的平均化所导致的弊端，放松最终确定效率值的

平均化假设，结合合作博弈理论，把需要作评价的各个决策单元作为合作博弈的局中人，并定义了包含所

有局中人在内的联盟博弈及其各种子联盟的特征函数值，在分析各种联盟博弈解优劣的基础上，选择核子

作为联盟博弈的解，从而确定各个 "#$ 在最终评价中的权重 ’并且我们通过遗传算法来求解出该博弈的
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核子解，从而解决了计算复杂度过大的问题 !该方法概念清楚、涵义明确，最后的算例说明了该方法的有效

性 !
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