
　1998 年 11 月 系统工程理论与实践 第 11 期　

“混合的”数据包络分析模型的灵敏度分析α

吴文江
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摘要　对文献[ 1 ]所讨论的“混合的”D EA 模型, 进行灵敏度分析, 对原来D EA 有效的决策单元给出
了在改变其输入与输出后仍保持D EA 有效的充分条件。
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Abstract　Fo r the m ixed model in D EA discussed in reference[1 ], th is paper studies its

sensit ivity analysis. Sufficien t condit ion fo r sim ultaneous change of all ou tpu ts and all

inpu ts of an efficien t decision m ak ing un it w h ich p reserves efficiency are estab lished.
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1　引言
要评价 n 个决策单元。若输入的绝对指标 (如资金) 增加 K 倍时, 输出的绝对指标 (如产量) 也增加 K

倍, 而输入的相对指标 (如每吨产品能耗) 与输出的相对指标 (如产品合格率) 都保持不变, 这时就要用“混

合的”D EA 模型来评价。在评价后, 某有效的决策单元的输入与输出不免有所变化, 因此有必要来研究在

这种变化下该决策单元保持其有效性的充分条件, 这就是灵敏度分析所要解决的问题。这方面, 近年来只

对D EA 中的C2R 模型及C2GS2 模型有所研究[2～ 4 ], 本文将探讨“混合的”D EA 模型的灵敏度分析。

2　基本理论
设要评价 n 个决策单元。输入中有绝对指标 x i ( i= 1, ⋯,m ) , 相对指标 u i ( i= 1, ⋯, p ) , 输出中有绝对

指标 y i ( i= 1, ⋯, l)、相对指标 z i ( i= 1, ⋯, t)。令X = (x 1, ⋯, x m ) T ,U = (u1, ⋯, up ) T , Y = (y 1, ⋯, y l) T ,

Z = (z 1, ⋯, z t) T。对第 j 个决策单元 (简记为DM U j ) , 相应地有指标值 x ij , u ij , y ij , z ij及向量X j , U j , Y j ,

Z j , ( j = 1, ⋯, n) , 设DM U j0记为DM U 0, 对应X 0, U 0, Y 0, Z 0, Ε为非阿基米德无穷小, J = {1, ⋯, n}。考虑问

题 (D Ε)

m in [Η- Ε(eδTS - + e′
T
R - + eTS + + eγTR + ) ]

s. t. - ΗX 0+ 6
j∈J

X j Κj + S - = 0

- ∆U 0+ 6
j∈J

U j Κj + R - = 0

- 6
j∈J

Y j Κj + S + = - Y 0
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∆Z 0 - 6
j∈J

z j Κj + R + = 0

　∆ - 6
j∈J

Κj　　　　 = 0

S - , R - , S + , R + , Κ= (Κ1, ⋯, Κn) T ≥ 0, ∆≥ 0

由文献[1 ]可知下列引理成立。

引理 1　若 X j≥0 ( j∈J ) , Y 0 中有正分量, 问题 (D Ε)有最优解 Η0, ∆0, Κ0, S 0- , R 0- , S 0+ , R 0+ , 则最优

解中 Η、∆、还有 Κj 为基变量, 且DM U 0 为D EA 有效 (M ) 的充要条件为 S 0- = 0, R 0- = 0, S 0+ = 0, R 0+ = 0,

Η0= 1。

将问题 (D Ε) 的等式约束中右端向量记为 b, 系数矩阵记为A = (P 1, ⋯, P k ) , 它有 f = m + p + l+ t+ 1

行, k= n+ 2+ (f - 1)列, 目标函数中系数向量记为C = (c1, ⋯, , , ck)。

若DM U 0 为D EA 有效 (M ) , 在引理 1 的条件下, 易知 Η0= 1, ∆0= 1, Κj0= 1, Κj = 0 ( j∈J ø { j 0}) , S 0- =

0, R 0- = 0, S 0+ = 0, R 0+ = 0 为问题 (D Ε)的最优解, 设它对应基阵B。为了书写方便, 不妨设基变量 Η, ∆, Κj0

依次对应矩阵B 中前三列, 且对应B - 1b 中前三行, 即

B - 1b = (1, 1, 1, 0, ⋯, 0) T (1)

　　设DM U 0 的输入与输出有变化

Xδ
0 = X 0 + Β1, 　Uδ

0 = U 0 + Β2

Yδ0 = Y 0 - Α1, 　Zδ0 = Z 0 - Α2

(2)

此时目标函数中系数向量 C 不变, 而等式约束中右端向量及基阵分别变为

bδ= b + d , 　Bδ = B + D = B ( I + B - 1D ) (3)

其中

d =

Om ×1

O p×1

Α1

O t×1

O

, 　D =

- Β1 0 + Β1 0

0 - Β2 Β2 0

0 0 Α1 0

0 - Α2 Α2 0

0 0 0 0

(4)

则

G = B - 1D =
G 1 0

G 2 0
(5)

其中G , G 1 分别为 f 阶及三阶矩阵。

引理 2　若G 与H 为 f 阶矩阵, G 1 为 h 阶矩阵, I 与 I 1 分别为 f 阶及 h 阶单位矩阵, 若 ( I 1+ G 1) - 1存

在, 且

G =
G1 0

G2 0
, 　H 1 =

- G 1

- G 2

( I 1 + G1) - 1, 　H = (H 1, 0) (6)

则 ( I + G ) - 1存在, 且 ( I + G ) - 1= I + H 。

证　　由 (6)式可得

H ( I + G) = (H 1, 0)
I 1 + G 1 0

G 2 I 2

= (H 1 ( I 1 + G 1) , 0) =
- G 1 0

- G 2 0
= - G

故 ( I + H ) ( I + G ) = I + G+ H ( I + G ) = I , 因而结论成立。

定理　在引理 1 的条件下, 问题 (D Ε) 的最优解 Η0= 1, ∆0= 1, Κj0 = 1, Κj = 0 ( j∈J ø {j 0}) , S 0- = 0, R 0-

= 0, S 0+ = 0, R 0+ = 0, 对应基阵B , 非基变量的下标集为 J ′, 有检验数 Χj ( j∈J ′)。在 (2)式变换下, 设 (5)式
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与 (6)式成立, ( I 1+ G 1) - 1存在, 若

Χj ≥CB H B - 1P j , 　j ∈ J ′ (7)

则变换前后DM U 0 都为D EA 有效 (M )。

证　在定理的条件下, 且 (3)式成立, 由引理 2 可知

( I + B - 1D ) - 1 = ( I + G ) - 1 = I + H

Bδ- 1 = ( I + B - 1D ) - 1B - 1
(8)

于是

Bδ- 1bδ= ( I + H )B - 1 (b + d ) = B - 1b + B - 1d + H B - 1b + H B - 1d

由 (4)式可见

D (1, 1, 1, 0, ⋯, 0) T = d

由此式及 (5)式得

B - 1d = B - 1D (1, 1, 1, 0, ⋯, 0) T

=
G 1 0

G 2 0
(1, 1, 1, 0, ⋯, 0) T =

G 1

G 2

1

1

1

由 (1)式与 (6)式得

H B - 1b= H 1 (1, 1, 1) T

H B - 1d = (H 1, 0)
G 1

G 2

1

1

1

= H 1G 1

1

1

1

因而

B - 1d + H B - 1b + H B - 1d =
G 1

G 2

+ H 1 ( I 1 + G1)

1

1

1

由 (6)式可知此式为零, 于是

Bδ- 1bδ= B - 1b = (1, 1, 1, 0, ⋯, 0) T (9)

　　若以问题 (D Ε) 的最优解对应的基变量作为以 (2) 式变换后的问题的基变量, 其检验数 CB - CBBδ- 1Bδ=

0, 由 (7)及 (8)式可知非基变量对应的检验数

C j - CBBδ- 1P j = C j - CB ( I + H )B - 1P j = Χj - CB H B - 1P j ≥ 0　j ∈ J ′

故以 (2)式变换后的问题对应基阵Bδ的基本解为最优解, 且由 (9)式可知最优解中 Η= 1, S - = 0, R - = 0, S +

= 0, R + = 0, 由引理 1 即得, 以 (2)式变换后DM U 0 仍为D EA 有效 (M )。 证毕。

以上是在 Η, ∆, Κj0依次对应矩阵B 的前三行、前三列的情况下来论证, 其实, 一般情况下也可按上述思

路来论证。

3　举例说明
表 1

j 1 2 3 4

x 8 6 2 3

u 0. 2 0. 6 0. 8 0. 7

y 2 4 2 2

z 0. 2 0. 2 0. 3 0. 4

有四个决策单元, 其输入的绝对指标 x , 相对指标 u , 输出的绝对

指标 y , 相对指标 z , 取值如表 1。

取DM U 0 为DM U 4。在问题 (D Ε)的最优解中只 Η= ∆= Κ4= 1, 其

余变量值为零, 由引理 1, DM U 4 为D EA 有效 (M )。最优解对应的基

变量依次为 Η、R - 、Κ3、Κ4、∆, 有
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B =

- 3 0 2 3 0

0 1 0. 8 0. 7 - 0. 7

0 0 - 2 - 2 0

0 0 - 0. 3 - 0. 4 0. 4

0 0 - 1 - 1 1

, 　B - 1 =

- 1ö3 0 - 1ö2 - 10ö3 4ö3

0 1 0 - 1 1. 1

0 0 0 10 - 4

0 0 - 1ö2 - 10 4

0 0 - 1ö2 0 1

CB = (1, - Ε, 0, 0, 0) , 　　 B - 1b = (1, 0, 0, 1, 1) T

非基变量 Κ1, Κ2, S - , S + , R + 的检验数分别为 Χ1= 7ö3- 0. 6Ε, Χ2 = 2ö3- 0. 3Ε, Χ3 = 1ö3- Ε, Χ4 = 1ö6+

(0. 1ö2) Ε, Χ5= 10ö3- Ε, 当 0< Ε< 1ö3 时均为正数。

今研究DM U 4 改为对应 (3+ Β1, 0. 7+ Β2, 2- Α1, 0. 4- Α2) T 后的D EA 有效性, 于是

d =

0

0

Α1

0

0

, 　D =

- Β1 0 0 Β1 0

0 0 0 Β2 - Β2

0 0 0 Α1 0

0 0 0 Α2 - Α2

0 0 0 0 0

G= B - 1D =

Β1ö3 0 0 - Β1ö3 - Α1ö2 - 10Α2ö3 10Α2ö3

0 0 0 Β2 - Α2 - Β2 + Α2

0 0 0 10Α1 - 10Α2

0 0 0 - Α1ö2 - 10Α2 10Α2

0 0 0 - Α1ö2 0

G 1=

Β1ö3 - Β1ö3 - Α1ö2 - 10Α2ö3 10Α2ö3

0 - Α1ö2 - 10Α2 10Α2

0 - Α1ö2 0

I 1 + G 1=

1 + Β1ö3 - Β1ö3 - Α1ö2 - 10Α2ö3 10Α2ö3

0 1 - Α1ö2 - 10Α2 10Α2

0 - Α1ö2 1

若û I 1+ G 1û= (1+ Β1ö3) (1- Α1ö2- 10Α2+ 5Α1Α2)≠0, 则 (I 1+ G 1) - 1存在。将 (- G )中第 1, 4, 5 列所成矩阵左

乘 ( I 1+ G 1) - 1后得H 1= (h ij ) 5×3, 令

H =

h11 0 0 h12 h13

� � � � �
h51 0 0 h52 h53

若 (7)式成立, 则DM U 4 改为对应 (3+ Β1, 0. 7+ Β2, 2- Α1, 0. 4- Α2) T 后仍为D EA 有效 (M )。
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