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层次分析法中新元素导入的保序性条件
α

章志敏　徐梅芳　徐泽水

(曲阜师范大学运筹学研究所,山东 曲阜 273165)

摘要　对层次分析法中在单一准则下,引入一组新元素时,原有方案的保序性问题进行了分析讨论,并
且给出了强保序的充分必要条件
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1　引言
在层次分析法 (A H P)研究中,对新元素导入保序性的讨论是一项很有意义的课题, Saaty曾给出在单一

准则下,导入一个新元素时,保持原有元素的相对权值不变的一个充分必要条件 [1 ]。但是,在实际问题中,导

入一组新元素是更有意义的,因为一,由于决策环境的变化,需要增加一组新元素; 二,在被比较元素个数很

多时,应用A H P 进行分析时,需要分组进行比较。在单一准则下,导入一组新元素或进行分组比较时,若能

保持原有元素排序权重比例关系,则称这种导入是强保序的。本文给出了新元素导入时,一类排序算法具有

强保序的充要条件,从而对导入新元素的问题研究奠定了理论基础。

2　主要结果

设有 n+ m 个方案,分为两组,各为 n ,m 个进行比较,得到了两组排序方案和权重,在保持各自的两两比

较的情况下,把它们放在一起比较,设前 n 个元素的判断矩阵为A = (a ij ) n×n ,后m 个元素的判断矩阵为B =

( bij )m×m , n+ m 个放在一起比较,得到判断矩阵 A 3 = (a3
ij ) , 则有A 3 =

A C

D B
, 其中 C = (cij ) n×m , D =

(d j i)m×n ,

cij = 1öd j i　　i = 1, 2,⋯, n;　j = n + 1, n + 2, ⋯, n + m

　　在文献[2 ]中,王秋萍给出了应用特征根法 (EM )导入新元素强保序的充分必要条件是 CD 和A 有相同

的主特征向量, D C 和B 有相同的主特征向量。
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为了讨论其他算法导入新元素强保序的条件,我们引入下述定义。

定义 1　设 T (·)是一种排序方法, n+ m 阶判断矩阵A 3 存在分块形式: A 3 =
A C

D B
,其中A , B 是方

阵, 阶数分别是 n 和m。A , B 确定的排序权重分别为 T (A ) = (w 1, w 2, ⋯, w n) T , T (B ) = (v n+ 1, v n+ 2, ⋯,

v n+ m ) T若存在 Α, Β> 0, Α+ Β= 1,使得C , D 中元素满足 C i, n+ j =
Αw i

Βvn+ j
( i= 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m ) ,判断矩

阵A 3 满足按排序方法 T (·)确定的排序向量为 T (A 3 ) = w 3 = (Αw , Βv ) T , 则称排序方法 T (·)是协调的。

由协调性定义,我们可以看出,具有协调性的排序方法,在增加一组新元素后,均是强保序的,文献[ 4 ]中

指出对数最小二乘法,最小偏差法等均具有协调性,因此,应用这些排序算法时,在增加一组新元素后,应是

强保序的。

设原判断矩阵A = (a ij ) n×n , 加入一组元素的判断矩阵B = (bn+ i, n+ j )m×m后,得到A 3 =
A C

D B
为

a11 a12 ⋯ a1n c1, n+ 1 c1, n+ 2 ⋯ c1, n+ m

� �

an1 an2 ⋯ ann cn, n+ 1 cn, n+ 2 ⋯ cn, n+ m

d n+ 1, 1 d n+ 1 2 ⋯ d n+ 1, n bn+ 1, n+ 1 bn+ 1, n+ 2 ⋯ bn+ 1, n+ m

� �

d n+ m , 1 d n+ m 2 ⋯ d n+ m , n bn+ m , n+ 1 bn+ m , n+ 2 ⋯ bn+ m , n+ m

下面我们讨论强保序的充要条件。

由下列最优化问题导出的排序方法称为对数最小二乘法 (LL SM )。

m in J (w ) = 6
n

i= 1
6

n

j= 1

( lnw i - lnw j - lna ij ) 2

6
n

i= 1

w i = 1

　　定理 1　在原有元素中加入一组新元素,用LL SM 算法得到判断矩阵A 3 的排序权值保持它们各自原有

权值之比的充分必要条件是

C i, j+ n =
Αw i

Βv n+ j
,　d n+ j , i =

1
ci, n+ j

,　Α+ Β = 1, i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m

　　证　必要性

LL SM (A ) = (w 1,w 2,⋯,w n) T 其中w i = 7
n

j= 1

a ij

1
n 7

n

j= 1

w j

1
n　i = 1, 2,⋯, n

LL SM (B ) = (v n+ 1, v n+ 2, ⋯, v n+ m ) T 其中 v n+ j = 7
m

j= 1

bn+ i, n+ j

1
m 7

m

j= 1

v n+ j

1
m　i = 1, 2,⋯,m

设A 3 =
A C

D B
,由强保序性知LL SM (A 3 ) = (Αw , Βv ) T ,则有

Αw i= 7
n

j= 1

a ij Αw j

1
n+ m 7

m

j= 1

ci, n+ j Βv n+ j

1
n+ m

(Αw i) n+ m = 7
n

j= 1

a ij Αw j õ 7
m

j= 1

ci, n+ j Βv n+ j

所以 (Αw i)m = 7
m

j= 1

ci, n+ j Βv n+ j　即 ci, n+ j =
Αw i

Βv n+ j
　i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m

又 Βv n+ j = 7
n

i= 1

bn+ j , iΑw i

1
n+ m 7

m

i= 1

bn+ j , n+ iΒv n+ j

1
n+ m

可得　 d n+ j , i=
Βvn+ j

Αw i
　i= 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m.
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充分性　由 ci, n+ j =
Αw i

Βvn+ j
,　d n+ j , i=

1
ci, n+ j

,　Α+ Β= 1, i= 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m. 又LL SM 算法是协

调的,故w 3 = (Αw , Βv ) T。

设判断矩阵A = (a ij ) n×n ,其伪互反矩阵为

Aϖ = (aλij ) ,　aλij =
a ij i≤ j

w j öw i i > j

求Aϖ的特征向量时,得递推关系式

w n- 1 = an- 1, n w n ,

w i =
1

n - i 6
n

j= i+ 1

a ijw j　　i = n - 2, n - 3,⋯, 1

由此导出的排序向量称为梯度特征向量法 (GEM )。

定理 2　在原元素中加入一组新元素,用 GEM 算法得到判断矩阵A 3 的排序权值保持它们各自原权值

之比的充分必要条件是

ci, j+ n =
Αw i

Βv n+ j
,　Α+ Β = 1,　i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m

　　证　必要性　

GEM (A ) = (w 1,w 2,⋯,w n) T , 其中 w i =
1

n - i 6
n

j= i+ 1

a ijw j

w n- 1= an- 1, nw n　i = 1, 2,⋯, n - 1

GEM (B ) = (v n+ 1, v n+ 2, ⋯, v n+ m ) T , 其中 v n+ i =
1

m - i6
m

j= 1

bn+ j , n+ j v n+ j

v v+ m - 1= bn+ m - 1, n+ m v n+ m　i = 1, 2,⋯, n - 1

由强保序性知 GEM (A 3 ) = w 3 = (Αw , Βv ) T

其中

Αw i=
1

n + m - i 6
n

j= 1

a ij Αw j + 6
m

j= 1

ci, n+ j Βv n+ j

m Αw i= 6
m

j= 1

Αw i = 6
m

j= 1

ci, n+ j Βv n+ j

即 ci, n+ j =
Αw i

Βv n+ j
　i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m

　　充分性　设A 3 的伪互反矩阵为Aϖ3 ,求Aϖ3 的特征根问题等价于求 u3 =
uA c

0 nE + uB

的特征根问题

uA = (u ij )　　uB = (u′ij )

u ij =

a ij i < j

i i = j

0 i > j

,　　u′ij =

bij i < j

i i = j

0 i > j

令w 3
n+ m = Βvn+ m

则w 3
n+ m - 1= bn+ m - 1, n+ mw 3

n+ m = bn+ m - 1, n+ m Βvn+ m v n+ m = Βvn+ m - 1

利用递推关系式得

w 3
n+ i =

1
m - i 6

n

j= i+ 1

bn+ i, n+ jw 3
n+ j =

1
m - i 6

m

j= i+ 1

bn+ i, n+ j Βv n+ m - j = Βv n+ i　1≤ i≤m - 2

又　　　nw 3
n + 6

m

j= 1
cn, n+ j w 3

n+ j = (n+ m )w 3
n

即　　　nw 3
n + 6

m

j= 1

Αw n

Βvn+ j
·Βvn+ j = (m + n)w 3

n
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所以　　mw 3
n = 6

m

j= 1

Αw n

Βvn+ j
·Βv n+ j = m Αw n ,　即w 3

n = Αw n。

利用递推关系式得

w 3
i =

1
n + m - i 6

n

j= i+ 1

a ijw 3
j + 6

m

j= 1

ci, n+ jw 3
n+ j

即 W 3
i =

1
n + m - i 6

n

j= i+ 1

a ij Αw j + 6
m

j= 1

Αw i

Βv n+ j
õ Βv n+ j

所以　w 3
i = Αw i　 ( i= 1, 2,⋯, n) , 故 GEM (A 3 ) = ( Αw , Βv ) T ,　　　

由下列优化问题导出的排序方法称为最小偏差法 (LDM )。

m in J (w ) = 6
n

i= 1
6

n

j= 1

a ij
w j

w i
+ a j i

w i

w j
- 2

6
n

i= 1

w i = 1

J (w )有唯一的极小点w 3 ,且w 3 是方程组

6
n

j= 1

a ij
w j

w i
= 6

n

j= 1

a j i
w i

w j
　i = 1, 2,⋯, n

的唯一解。

定理 3　在原有元素中加入一组新元素,用LDM 算法得到判断矩阵A 3 的排序权值保持它们各自原有

权值之比的充分必要条件是

ci, j+ m =
Αw i

Βv n+ j
,　d n+ j , i =

1
ci, n+ j

,　Α+ Β = 1, i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2,⋯,m

　　证　必要性: L DM (A ) = (w 1,w 2,⋯,w n) T = w ,则w 是下列方程组的唯一解

6
n

j= 1

a ij
w j

w i
= 6

n

j= 1

a j i
w i

w j
　i = 1, 2,⋯, n (1)

LDM (B ) = (v n+ 1, v n+ 2, ⋯, v n+ m ) T = v ,则 v 是下列方程组的唯一解

6
m

i= 1

bn+ j , n+ i
v n+ i

v n+ j
= 6

m

i= 1

bn+ i, n+ j
v n+ j

v n+ i
　j = 1, 2,⋯,m (2)

由强保序性知LDM (A 3 ) = (Αw , Βv ) T

则 (Αw , Βv ) T 是下列方程组的唯一解

6
n

j= 1

a ij
w j

w i
+ 6

m

j= 1

ci, n+ j
Βv n+ j

Αw i
= 6

n

j= 1

a ij
w j

w i
+ 6

m

j= 1

d n+ j , i
Αw i

Βv n+ j
(3)

6
n

i= 1

d n+ j , i
Αw i

Βv n+ j
+ 6

m

i= 1

bn+ j , n+ i
v n+ i

v n+ j
= 6

n

i= 1

ci, n+ j
Βv n+ j

Αw i
+ 6

m

i= 1

bn+ i, n+ j
v n+ j

v n+ i
(4)

将 (1) , (2)代入 (3) , (4)得

6
m

j= 1

ci, n+ j
Βv n+ j

Αw i
= 6

m

j= 1

d n+ j , i
Αw i

Βv n+ j
(5)

6
m

i= 1

d n+ j , i
Αw i

Βv n+ j
= 6

n

i= 1

ci, n+ j
Βv n+ j

Αw i
(6)

因　 ci, n+ j > 0, d n+ j , i> 0 得 ci, j+ n=
Αw i

Βvn+ j
,　d n+ j , i=

1
ci, n+ j

,　Α+ Β= 1, i= 1, 2, ⋯, n; 　j = 1, 2,⋯,m

充分性　C = (cij )且 ci, j+ n =
Αw i

Βvn+ j
,　d n+ j , i=

1
ci, n+ j

,　Α+ Β= 1又因LDM 算法具有协调性,故有w 3 =

(Αw , Βv ) T。

广义最小偏差法,混合最小二乘法等均是协调的 [3 ],类似定理 3的证明可得:

定理 4　在原有元素中加入一组新元素,用广义最小偏差法等得到判断矩阵 A 3 的排序权值保持它们各
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自原有权值之比的充分必要条件是

ci, n+ j =
Αw i

Βv n+ j
,　d n+ i, i =

1
ci, n+ j

,　Α+ Β = 1,　i = 1, 2, ⋯, n; j = 1, 2,⋯,m

3　算例
由于上述结果均是构造性的,例如分组比较得到

A =

1 2
1
2

1
2

1 2

2
1
2

1

　　B =
1 2

1
2

1

用LL SM 算法和LDM 算法得到

对应A 的排序向量为 (0. 3333334, 0. 3333334, 0. 3333334)

对应B 的排序向量是 (0. 6666666, 0. 3333333)

由定理 1,定理 3可构造合成判断矩阵为

A 3 =

1 2
1
2

2 4

1
2

1 2 2 4

2
1
2

1 2 4

1
2

1
2

1
2

1 2

1
4

1
4

1
4

1
2

1

用LL SM 算法和LDM 算法得A 3 的排序向量为

(0. 266666, 0. 2666667, 0. 2666667, 0. 1333333, 0. 1333333)

此例用 GEM 算法得到A 的排序向量为

(0. 4285715, 0. 3809524, 0. 1904762)

B 的排序向量为 (0. 6666667, 0. 3333334)。

利用定理 2,构造合成判断矩阵A 3 为

1 2
1
2

1 1

1
2

1 2
1
2

1

2
1
2

1
1
3

1
2

1 2 3 1 2

1 1 2
1
2

1

,用 GEM 算法得到A 3 的排序向量为

(0. 073397, 0. 060303223, 0. 33337, 0. 114286, 0. 0571437)
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