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摘要　冗余系统在工程系统中是广泛存在的, 本文初步定性地探讨了冗余系统在工程系统中存在的
条件, 指出了目前工程优化设计中片面追求降低当前造价的弊端, 提出了在优化目标中进一步考虑广
义维修费用的方法, 探讨了系统中各单元造价与可靠度间关系所应具备的性质。在作了某些假定的情
况下, 初步建立了广义维修费用期望值与各单元可靠度间的关系, 在此基础上以表决系统为例给出了
综合考虑模糊性因素、随机性因素的工程表决子系统可靠性模糊优化设计数学模型及求解方法。
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1　问题的提出
表决系统是指构成系统的 n 个单元中, 当有大于等于 r 个单元有效时系统有效, 换句话说当系统的失

效单元数大于等于 (n- r+ 1)时系统失效, 这样的系统称为 rön 表决系统 (r 为正整数, 1Φ rΦ n)。

许多工程系统都可以看成是简单系统如串联系统、并联系统等的组合。而串联系统、并联系统都是表

决系统的特例。当 r= 1 时表决系统退化为并联系统, 当 r= n 时退化为串联系统。因此研究表决系统更具
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有普遍意义。

111　冗余系统存在的条件

rön 表决系统 (r≠n)属于冗余系统。冗余系统在机械、电子、土建等许多领域的工程系统中都是广泛存

在的。特别是与人民的生命财产相关的、重要的、影响重大的工程系统中更有其存在的必要性。通过对大量

冗余系统的考察分析, 我们发现工程系统中存在冗余子系统的条件有二:

1) 单元的成本比起系统失效将带来的经济损失微不足道。

2) 提高某一单元的可靠度至某一值所需费用较建立冗余子系统使该冗余子系统的可靠度达到同一值

所需费用高得多。

虽然冗余系统的存在将使工程系统变得更加复杂, 但它是目前科技发展水平条件下提高工程系统安

全性的有效手段。

112　工程系统优化数学模型的改进

以往的工程优化设计, 过于强调降低工程造价, 其结果是增加了在未来使用期间的维修费用。这也是

为什么优化设计方法没能在实际工程设计过程中得到普遍推广应用的原因之一。为了提高工程优化设计

结果的实用性, 有必要将工程系统的当前造价和使用期间的维修费用等总费用作为优化目标。此时以可靠

度作为优化设计变量, 不仅能对工程系统的安全性有个明确的定量认识, 而且可靠度越高, 当前造价越大,

维修费用越少, 所以也是工程系统当前造价与维修费用的最佳协调。由于系统失效后, 除了有维修费用外,

还有因失效造成的其它引发损失, 故总损失为维修费用与引发损失之和, 我们称之为广义维修费用。系统

的维修费用与单元的失效准则有关, 它是系统中不同单元失效这个离散随机变量的函数, 故应取其期望

值; 而系统的引发损失与维修好系统所用时间, 系统失效影响的范围、程度、受影响物的性质等因素有关,

它是系统各失效模式这个离散随机变量的函数, 故也应取其期望值。所以广义维修费用作为系统优化目标

之一以广义维修费用期望值的形式出现。

工程系统中存在着大量的不确定性因素。如电子元件的使用寿命, 机械、土建结构所受的载荷, 材料性

能等都有随机性; 单元失效准则、系统使用期间可能遇到的灾害等都有较强的模糊性。严格说来工程系统

的造价也有随机性, 它受到一个国家或地区的经济发达程度、资源状况、供需关系的影响。因此有必要综合

考虑这些不确定性因素, 对工程系统进行可靠性模糊优化设计。

2　工程系统的当前造价与可靠度的关系C (7 )

工程系统的当前造价是系统中各单元当前造价之和; 而系统的可靠度与系统中各单元可靠度间的关

系由系统的功能逻辑性质决定, 虽然对不同的系统这种函数关系的形式可能不同, 但对每一个具体的系统

这种函数关系是确定的, 唯一的; 所以系统的当前造价 C 与可靠度 7 的关系总可以归结为系统中各单元

的当前造价C i 与可靠度 7 i 间关系C i (7 i)的函数。

系统中各单元 (如可以是电子元件、机械构件、土建结构等) 的造价与可靠度关系的建立是困难的, 原

因有以下三点;

1) 缺乏足够的统计数据。

2) 一个对任何单元都有效的函数关系式是不可能有的。单元材料、型式有多种选择和组合, 而单元的

造价与可靠度都与材料、型式有关。故单元采用不同材料和型式时其造价可靠度关系也不会相同。

3) 影响单元造价可靠度关系的因素很多, 除材料和型式外, 还有加工质量、环境、生产力发展水平和人

力物力资源等, 因此严格说来造价可靠度关系不是一一对应的。尤其是近年来相当一部分造价都不是用来

提高其可靠性的, 如土建结构的内外装修、生活设施的改善等, 使造价可靠度间更不具有一一对应关系。

为此, 我们定义单元的造价可靠度关系为: 单元的可靠度达到某一值所需的最小造价或在单元造价一

定时把该费用充分用于提高其可靠度所达到的最大可靠度。即:

ci (7 i) = m in c (7 ) 或 7 i (ci) = m ax 7 (c)

这样 ci 与 7 i 间就一一对应了, 由上述两个定义的对偶性知 ci (7 i)是唯一的。
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目前为止, 有关单元造价可靠度间关系的公开发表文献还很少见到。文献[2 ]指出, 单元的 ci (7 i)具有

下列基本性质:

① 一个低可靠度单元的成本较低

② 一个高可靠度单元的成本很高

③ 成本是可靠度的单调递增函数

④ 成本对可靠度的导数是一个单调递增函数。

　　由前述系统的 c (7 )与单元的 ci (7 i)间的关系可知, 系统的 c (7 )不一定满足上述的四个基本性质。

在这里, 我们采用文献[1 ]提供的单元造价可靠度关系式:

ci (7 i) = c0i 1 -
1
Αi

ln (1 - 7 i) (1)

对于 rön 表决系统, 其系统造价可靠度关系可间接表达为:

c= 6
n

i= 1

ci = 6
n

i= 1

c0i 1 -
1
Αi

ln (1 - 7 i) (2)

7 = 7
n

i= 1

7 i õ 1 + 6
n

j1= 1

1
7 j1

- 1 + 6
n- 1

j1= 1
6

n

j2= j1+ 1

1
7 j1

- 1
1

7 j2

- 1 +

　 ⋯ + 6
1≤j1< j2< ⋯< jn- r≤n

1
7 j1

- 1 ⋯
1

7 jn- r

- 1 (3)

在这里, 假设系统中各单元失效相互统计独立。

3　系统广义维修费用期望值与可靠度间的关系
系统广义维修费用期望值由二部分组成, 维修费用期望值是系统在未来整个寿命期内使用维护费的

平均度量, 引发损失期望值是系统本身的工作状态对系统功能发挥的影响的平均度量。二者的和是系统在

未来使用寿命期内总失效损失的平均度量。

对于维修费用期望值L 1, 其计算可表达为:

L 1 = 6
n

i= 1

(1 - 7 i) õD (1)
i (4)

对于引发损失期望值L 2, 设失效模式数为m , 每一失效模式的失效概率为 P j , 对应的损失值为 E j , 则

L 2 = 6
m

j= 1

P jE j (5)

故广义维修费用期望值L 为:

L = L 1 + L 2 = 6
n

i= 1

(1 - 7 i) õD (1)
i + 6

m

j= 1

P jE j (6)

式中D
(1)
i 为系统第 i 个单元失效后的维修费用, E j 为系统第 j 个失效模式发生引起系统失效造成的引发

损失值。它们应按单元及其系统的具体性质评估。D
(1)
i 只与单元的失效准则即单元被破坏的程度、修复的

难易有关, 评估起来较容易; E j 与失效模式中的失效单元数、单元的失效准则、对多个失效单元修复的修复

方法及受系统失效影响的外部系统的性质、受灾程度等, 故评价较复杂。为此我们作两点假设:

1) 一个失效模式中的多个失效单元是一个一个依次修复的。

2) 系统失效造成的引发损失与修复该系统所需时间成正比。

这样, 系统失效造成的引发损失可以按系统中各失效单元修复所需时间分配到各失效单元, 而各单元

修复所需时间是一定的, 使评估工作大大简化。故:

E j = 6
l

k= 1

D (2)
k (7)

式中 l 为系统第 j 个失效模式中含有的失效单元数。D
(2)
k 为第 k 个单元修复时间内受系统失效影响的外部

系统损失值。
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对于 rön 表决系统, 只要有 r 个单元有效而不管具体是哪 r 个单元有效系统就有效, 故从优化的观点

出发, 人们当然选择所有失效单元中最容易修复的单元修复, 故 rön 表决系统的引发损失期望值可统一表

达为:

L 2= 6
1≤j1< j2< ⋯< jn- r+ 1≤n

P ( ∩
n

i= 1
≠j1≠j2≠⋯≠jn- r+ 1

8 i ∩ 8ϖj1 ∩ ⋯ ∩ 8ϖjn- r+ 1
) õ m in{D (2)

j1 , D (2)
j2 , ⋯,D (2)

jn }

　 + 6
1≤j1< ⋯< jn- r+ 2≤n

P ( ∩
n

i= 1
≠j1≠j2≠⋯≠jn- r+ 2

8 i ∩ 8ϖj1 ∩ ⋯ ∩ 8ϖjn- r+ 2
) õ

　 m in{D (2)
j1 , D (2)

j2 , ⋯,D (2)
jn- r+ 2 任意两两之和}

　 + ⋯ + P (∩
n

i= 1
8ϖi) õ m in {D (2)

1 , D (2)
2 , ⋯, D (2)

n 任意 r 个之和} (8)

式中 8 i 为系统第 i 个单元有效事件, 8ϖi 为系统第 i 个单元失效事件。P 为概率。若假设系统各单元失效相

互统计独立, 则 (8)式可简化为:

L 2 = 7
n

i= 1

(1 - 7 i) õ [m in {D (2)
1 , D (2)

2 , ⋯, D (2)
n 任意 r 个之和} +

6
n

j1= 1

7 j1

1 - 7 j1

õ m in {除 j 1 单元外的其余所有单元之D (2) 的任意 (r - 1) 个之和} +

⋯ + 6
1≤j1< ⋯< j r- 1≤n

7 j1

1 - 7 j1

õ
7 j2

1 - 7 j2

õ ⋯õ
7 j r- 1

1 - 7 j r- 1

õ

　 m in {除 j 1, j 2, ⋯, j r- 1 各单元外的其余所有单元的D (2) ] (9)

由式 (6)、(9)和式 (3)可得到广义维修费用期望值L 与可靠度 7 间的间接关系。

4　表决系统可靠性模糊优化设计数学模型
当考虑工程系统中各单元存在的模糊性时, 各单元的可靠度变为广义可靠度 (由文献[ 1 ]知模糊性也

能单独引起可靠性问题, 模糊性和随机性共存时的可靠度为广义可靠度) , 但因为我们不直接去研究系统

中各单元的可靠度计算, 而只是从整个系统的分析出发研究系统中各单元间的可靠度分配, 故可以只考虑

单元以上层次中存在的模糊性因素。即环境条件、材料性能等存在的模糊性和随机性可不用具体考虑, 只

考虑系统失效准则的模糊性即可, 单元层次中的模糊性待这步工作完成, 转为在满足单元可靠度达到系统

分配给该单元的可靠度要求的条件下进行具体单元的设计中去考虑。

关于系统失效准则的模糊性, 可简单说明如下。设使用单位对系统的设计可靠度提出的要求是不小于

01996, 而当系统的设计可靠度为 01995999 时所设计的系统不可用。这显然是不合理的, 而且可能会漏掉

一个很理想的设计方案。其原因在于系统失效是个渐变过程, 而对它的认识以突变形式表现。为此需将失

效准则也以渐变形式表达, 即考虑失效准则的模糊性。

至此, 在上述各项准备工作的基础上, 在假设系统中各单元失效相互统计独立的条件下, 可以写出表

决系统可靠性模糊优化设计的数学模型为:

m in C (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) + L 1 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) + L 2 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n)

s. t. 7 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) ∈G
～

(10)

即: 　m in 6
n

i= 1

c0i 1 -
1
Αi

ln (1 - 7 i) + 6
n

i= 1

(1 - 7 i) õD (1)
i +

7
n

i= 1

(1 - 7 i) õ [m in {D (2)
1 , D (2)

2 , ⋯, D (2)
n 任意 r 个之和} +
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6
n

j1= 1

7 j1

1 - 7 j1

õ m in {除 j 1 单元外的其余所有单元之D (2) 的任意 (r - 1) 个之和} +

⋯ + 6
1≤j1< ⋯< j r- 1≤n

7 j1

1 - 7 j1

õ
7 j1

1 - 7 j2

õ ⋯õ
7 j1- 1

1 - 7 j r- 1

õ

m in {除 j 1, j 2, ⋯, j r- 1 各单元外的其余所有单元的D (2) } ]

s. t 7
n

i= 1

7 i õ 1 + 6
n

j1= 1

1
7 j1

- 1 + ⋯ + 6
1≤j1< ⋯< jn- r≤n

1
7 j1

- 1 ⋯
1

7 jn- r

- 1 ∈
～

G
～

(11)

式中∈
～
表示模糊属于, G

～
为模糊允许域, 此为系统可靠度约束条件下的系统总费用最小模型。根据给定的

问题不同, 表决系统的可靠性模糊优化设计数学模型也可以表达为系统总费用约束条件下的系统可靠度

最大模型, 即:

m ax 7 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n)

s. t. C (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) + L 1 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) + L 2 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) ∈
～

G
～

′ (12)

数学模型 (10)和 (12)是互为对偶的, 其解相同。

这是具有普通模糊约束的优化问题, 可采用水平截集解法。

1) 系统可靠度约束条件下的系统总费用最小模型。

根据可靠度约束条件的性质, 即可靠度不小于给定值 7 a , 设模糊区间为 dL , 则可将模糊允许域 G
～
取为

(见图 1) :

图 1

ΛG (7 ) =

1. 0　　　　　　1. 0 ≥ 7 ≥ 7 a

1
dL (7 - 7 a + dL )　7 a - dL ≤ 7 ≤ 7 a

0　　　　　　　0 < 7 < 7 a - dL

(13)

设约束水平为 Κ, 则由 ΛG (7 )≥Κ解得: 7 ≥7 a- (1- Κ) dL.

于是模糊优化问题转化为一系列具有不同约束水平 Κ的普

通优化问题, 即:

m in C + L 1 + L 2

s. t. 7 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n) ≥ 7 a - (1 - Κ) dL(10)′

　　2) 系统总费用约束条件下的系统可靠度最大模型。

图 2

由系统总费用不得超过给定值W a , 设模糊区间为 d u ,

则可将模糊允许域G
～
′取为 (见图 2) :

ΛG′(W ) =

1. 0　　　　　　W ≤W a

1
dU (W a + dU - W )　W a ≤W ≤W a + dU

0　　　　　　W > W a + dU

(14)

仍设约束水平为 Κ, 则由 ΛG’ (W ) Ε Κ解得:W ΦW a+ (1- Κ)

d u , 则模糊优化问题转化为一系列具有不同约束水平 Κ的

普通优化问题:

m ax 7 (7 1, 7 2, ⋯, 7 n)

s. t. W = C + L 1 + L 2 ≤W a + (1 - Κ) d u (12)′
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5　算例
某工程系统的一个子系统由五个单元组成, 由工程设计所规定的载荷和失效准则, 评估了各单元的参

数 C 0j , Αj , D
(1)
j 和D

(2)
j ( j = 1, 2, ⋯, 5) , 列于表 1, 工程系统的全局优化分配给该子系统的可靠度 7 a = 0.

99999。当该子系统分别为并联系统、2ö5 表决系统、3ö5 表决系统、4ö5 表决系统及串联系统时, 试求解各种

系统的最优可靠度分配。

解: 利用 Kuhn2T ucker 局优性条件, 求出优化数学模型 (10)′的最优解满足的必要性条件, 利用迭代法

导出迭代公式及迭代步骤, 编制程序, 得到最优解后判断该解的 H essen 矩阵的正定性可知该解是否为真

正的最优解 (详见文献[4 ])。将得到的最优解也一并列入表 1 (取约束水平 Κ= 1)。

表 1

单 元 号

参数及结果系　统

N 011 N 012 N 013 N 014 N 015

已知参数

coj 018 0175 017 0165 0160

Αj 818 813 718 713 618

D (1)
j 019 0185 0180 0175 0170

D (2)
j 218 216 215 213 210

并联系统
7 3

j 0. 90998 0. 90533 0. 90018 0. 89447 0. 88808

C= 4. 5322　　　L = 0. 3989　　　W = 4. 9310

2ö5 表决系统
7 3

j 0. 96488 0. 96361 0. 96229 0. 96061 0. 95889

C= 4. 96763　　　L = 0. 15105　　　W = 5. 11867

3ö5 表决系统
7 3

j 0. 989927 0. 989924 0. 989934 0. 989961 0. 990002

C= 5. 56218　　　L = 0. 04024　　　W = 5. 60242

4ö5 表决系统
7 3

j 0. 998982 0. 998990 0. 998998 0. 999007 0. 999018

C= 6. 59620　　　L = 0. 00401　　　W = 6. 60021

串联系统
7 3

j 0. 99999797 0. 99999798 0. 99999799 0. 99999801 0. 99999803

C= 9. 383　　　L = 3. 24×10- 5　　　W = 9. 3830324

从优化结果可得出如下结论:

1) 由相同单元组成的具有不同逻辑性质的系统, 当约束条件相同即系统可靠度要求相同时, 随着系统

由并联系统变为表决系统、串联系统, 对系统中各个单元的可靠度要求也随之逐渐提高。这是符合系统随

着冗余度的减少对系统中单元的要求提高的性质的, 也表明本文的数学模型及求解过程的正确性。

2) 随着系统由并联系统变为表决系统、串联系统, 系统的当前造价逐渐增加、损失期望逐渐减小、总费

用逐渐增加。这是因为对系统中各单元的可靠度要求逐渐提高、失效概率逐渐下降, 故成本迅速提高而各

单元的自身损失值D
(1)
j 和引发损失值D

(2)
j 不变时损失期望当然下降。当总费用不变时损失期望的变化与

此相反。

3) 不论是哪种系统, 各单元随着单元号的增加, 其最优可靠度的分配也随之增大, 即 2ö5 表决系统的

最优可靠度分配较并联系统的最优可靠度分配, 单元 2 比单元 1 可靠度增加的多, 单元 3 比单元 2 可靠度

增加的多, 依此类推。这是因为 Αj 的含义是每增加单位可靠度所需增加的成本的对数比, 即 Αj 越大, 成本

增加的速率越大。从已给数据 Αj 随 j 递减, 故系统优先增加 j 大的单元的可靠度以减缓成本的增加, C 0j的

含义是单元可靠度接近于零时的基础成本。
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从上表可以看出, 第一类城市的资金和产值利税率比第四类城市分别高出 18. 5 和 4. 8 个百分点, 成

本利润率高出 419 个百分点, 全员劳动生产率多 4315 元, 全部流动资金周转次数多 1. 1 次, 百元产值流动

资金占用率少 89. 1 个百分点, 百元固定资产原值实现的利税和产值分别高出 18. 3 和 152. 2 个百分点。

这说明我们用综合主成分来评判是有效的, 而且用系统聚类法分割出的四类城市间的工业经济效益

差异是明显的, 我们可以按上述几点分析, 各城市针对性地制定相应政策, 发挥原有优势, 弥补不足, 以提

高综合经济效益。

3　对应用方法的思考
我们用了多元统计方法的综合主成分分析和系统聚类分析对全国 35 个城市的全市全部独立核算工

业企业的经济效益进行综合排序和分类。

本文采用综合评判方法, 其最大的优点是考虑了所有成分包含的信息, 因而比传统采用累积贡献率≥

0185 的主成分法更全面、更准确。当然其信息之间的汇总采用加权求和的经验法缺乏理论基础。

从本文中算出的主成分可以看出, 其最终结果的经济意义并不明确, 这一方面是源于主成分方法自身

的理论局限, 如主成分只是对初始指标的线性组合, 同时主成分分析对样本量的要求比较苛刻, 尤其是指

标多时, 要求样本量远远大于指标个数才能得到有意义的结果; 另一方面, 经济效益的模糊性也有一定的

影响。

尽管如此, 我们用系统聚类法对综合主成分量进行最优分割再求各类平均值并进行分析后, 可以认

为, 作为多元统计分析方法的综合主成分法, 仍不失为综合评价经济效益的有效方法。
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