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数值界不确定性关联大系统分散鲁棒 H2/ H∞状态反馈控制

谢永芳 ,桂卫华 ,蒋朝辉
(中南大学信息科学与工程学院 ,湖南 长沙 410083)

摘要 :　针对一类状态矩阵、控制输入矩阵及关联矩阵存在数值界不确定性关联大系统 ,研究其分散鲁
棒 H2/ H∞状态反馈控制问题 .基于有界实引理提出了存在分散鲁棒 H2/ H∞状态反馈控制器的参数化定
理和两种 LMI设计方法 :直接 LMI方法和迭代 LMI ,并用实例说明了这 2种方法的有效性.理论和实验结
果表明 ,所获得的控制器具有块对角结构 ,闭环大系统稳定且能优化闭环传递函数的 H2/ H∞性能指标 .
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Abstract :　The problem of robust decentralized H2/ H∞ state feedback control for large2scale interconnected systems

with value bounded uncertainties existing in the state , control input and interconnected matrices is investigated. Based

on the bounded real lemma , the parametrization theorem for a decentralized robust H2/ H∞ state feedback controller is

addressed and two LMI methods are proposed to solve the problem : the direct LMI approach and iterative LMI( ILMI)

approach. At last an example is given to demonstrate the effectiveness of two LMI methods. The theory and simulation

shows that the controller obtained has the block diagonal structure , enables the closed2loop large2scale interconnected

system asymptotically stable and offers an optimized H2/ H∞perform index.
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1　引言
目前LMI方法已成为鲁棒控制分析与设计的重要方法 ,LMIs本质上反映的是约束关系 ,可以灵活地

将闭环系统的各种约束关系和性能指标用矩阵不等式描述 ,适合于 H2/ H∞多目标控制问题
[1 ] .用 LMI方

法研究 H2/ H∞控制问题已取得一些进展 ,但其控制大多是在集中条件下实现的[1～5 ] ,而分散 H2/ H∞控制

的研究主要集中在标称系统 ,较少考虑系统模型的不确定性[6 ,7 ] ,而系统模型中常含有不确定性 ,按照标

称参数设计的控制器可能达不到预期的性能.在实际系统中 ,不确定项往往具有数值界表达形式 ,这种形

式不需要满足匹配条件 ,更具一般性 ,而将LMI方法[8 ]用于数值界不确定性关联大系统分散 H2/ H∞的情

形却鲜见报道.为此 ,作者应用LMI方法研究一类状态矩阵、控制输入矩阵及关联矩阵中含有数值界不确

定性的大系统分散鲁棒 H2/ H∞状态反馈控制器设计问题 ,利用有界实引理 ,将控制器的设计归结为一个

双线性矩阵不等式求解问题 ,提出直接LMI和迭代 LMI两种方法求解分散鲁棒 H2/ H∞状态反馈控制器 ,

使闭环大系统鲁棒稳定 ,并且优化闭环系统的 H2/ H∞性能指标.
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2　问题描述及引理
考虑一类由 N 个子系统组成的状态阵、控制阵及关联矩阵中具有数值界不确定性的关联大系统 ,其

子系统的方程为

Ûx i ( t) = ( Aii +ΔAii) xi ( t) + B1 iωi ( t) + ( B2 i +ΔB2 i) ui ( t) + ∑
N

j = 1 , j≠i

( Aij +ΔAij) xj ( t) , (1a)

z1 i ( t) = C1 ixi ( t) + D11 iωi ( t) + D12 i ui ( t) , (1b)

z2 i ( t) = C2 ixi ( t) + D22 i ui ( t) , (1c)

yi ( t) = xi ( t) , (1d)

其中 i = 1 ,2 , ⋯, N , xi ( t) ∈Rn
i ,ωi ( t) ∈Rr

i , ui ( t) ∈Rm
i , z1 i ( t) ∈Rl1 i , z2 i ( t) ∈Rl2 i , yi ( t) ∈Rn

i分别为第 i

个子系统的状态、扰动输入、控制输入、与 H∞范数和 H2 范数有关的被控输出及可测量输出向量 ;矩阵

Aii , B1 i , B2 i , C1 i , D11 i , D12 i , C2 i , D22 i为具有相应维数的常数矩阵 ; Aij为第 j个子系统与第 i个子系统的关

联矩阵 ;矩阵ΔAii、ΔB2 i和ΔAij分别为状态矩阵、控制输入矩阵和关联矩阵的不确定性 ,它们有如下数值界

| ΔAij | ; Rij , | ΔB2 i | ; S i , 　i , j = 1 ,2 , ⋯, N , (2)

其中 Rij和 S i为具有非负元素的实常数矩阵 ,并分别与ΔAij和ΔB2 i同维. | E| ; �E的含义是 :| eij| ≤�e ij , i , j

= 1 ,2 , ⋯, N , eij和�e ij分别为矩阵 E和 �E的第 ( i , j)个对应元素.

整个关联大系统可描述为

Ûx = ( A +ΔA) x + B1ω + ( B2 + ΔB2) u , (3a)

z1 = C1 x + D11ω + D12 u , (3b)

z2 = C2 x + D22 u , (3c)

y = x , (3d)

其中

A = õAij」N×N , B1 = block diag{ B11 , ⋯, B1 N} ,

B2 = block diag{ B21 , ⋯, B2 N} , C1 = block diag{ C11 , ⋯, C1 N} ,

D11 = block diag{ D11 i , ⋯, D11 N} , D12 = block diag{ D12 i , ⋯, D12N} ,

C2 = block diag{ C21 , ⋯, C2N} , D22 = block diag{ D22 i , ⋯, D22 N} ,

ΔA = õΔAij」N×N ,ΔB2 = block diag{ΔB21 , ⋯,ΔB2 N} ,

x = col{ x1 , ⋯, xN} ,ω = col{ω1 , ⋯,ωN} , u = col{ u1 , ⋯, uN} ,

z1 = col{ z1 i , ⋯, z1 N} , z2 = col{ z2 i , ⋯, z2 N} , y = col{ y1 , ⋯, yN} .

　　假设系统的状态完全可测 ,基于状态反馈分散 H2/ H∞控制规律可描述为

u = Kdy = Kdx , (4)

其中

Kd = block diag{ K1 , ⋯, Ki , ⋯, KN} ∈Φ. (5)

Φ为能在子系统水平上给出局部状态反馈控制的块对角矩阵的集合 , Ki ∈Rm
i
×n

i , ( i = 1 ,2 , ⋯, N) .

为确保分散控制器的存在 ,一般假设由式 (1)组成的大系统 (3)在控制律式 (4)及结构约束式 (5)下 ,没

有不稳定的分散固定模 ,并用 Td
z
1
ω( s)和 Td

z
2
ω( s)表示从ω到 z1、z2的闭环传递函数 ,则

Td
z1
ω( s) = ( C1 + D12 Kd) ( sI - A - ΔA - B2 Kd - ΔB2 Kd) - 1 B1 + D11 , (6a)

Td
z2
ω( s) = ( C2 + D22 Kd) ( sI - A - ΔA - B2 Kd - ΔB2 Kd) - 1 B1 . (6b)

　　分散 H2/ H∞状态反馈控制问题 ,就是对于由式 (1)组成的大系统 (3) ,采用 (4)式描述的控制律 ,在 (5)

式的结构约束下 ,寻找一个容许的控制器 Kd ,使得

(a) 闭环系统渐近稳定 ,

(b) ‖Td
z
1
ω( s) ‖∞<γ,
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(c) Td
z
2
ω( s)的 H2范数最小 ,即min

K
d

‖Td
z
2
ω( s) ‖2 ,

其中 ,γ是预先给定的正常数 ,不失一般性 ,本文假设γ= 1.

下面给出文中用到的几个重要引理 :

引理 1　设 A , B ∈Rn×n , A≥B ,则有 CT AC≥CT BC , Π C∈Rn×k成立.

引理 2　设 X和 Y是具有适当维数的向量或矩阵 ,则对任意正数α> 0 ,有

XT Y + YT X ≤αXT X +α- 1 YT Y

成立.

引理 3　若 n×m阶矩阵ΔA满足|ΔA| ; D ,则有

Ω( D) ≥ΔAΔAT ,Γ( D) ≥ΔATΔA

其中

Ω( D) =
‖DDT‖I , ‖DDT‖I < n 3 diag( DDT)

n 3 diag( DDT) , 　　其它
,

Γ( D) =
‖DT D‖I , ‖DT D‖I < m 3 diag( DT D)

m 3 diag( DT D) , 　　其它
,

这里 ,diag( R) = diag( r11 , r22 , ⋯, rnn) , R = ( rij)为 n阶对称实阵.

注　文中矩阵范数‖M‖定义为 M的最大奇异值 ,矢量范数‖α‖为α的 2范数 , I根据不同情形表

示维数可能不同的单位矩阵.

3　分散鲁棒 H2/ H∞控制器设计

311　分散 H2/ H∞控制器的参数化

定理 1　对于由式 (1)组成的数值界不确定大系统 (3) ,若存在正数α> 0 ,β> 0及正定对称矩阵 X、Y

和矩阵 Kd满足

�A B1 X( C1 + D12 Kd) T X ( KdX) T

B T
1 - I DT

11 0 0

( C1 + D12 Kd) X D11 - I 0 0

X 0 0 - αI 0

KdX 0 0 0 - βI

< 0 , (7)

Y C2 X + D22 KdX

( C2 X + D22 KdX) T X
> 0 , (8)

Kd ∈block diag{ K1 , ⋯, Ki , ⋯, KN} (9)

时 ,系统存在分散 H2/ H∞状态反馈控制器 ,若式 (7)～ (9)的解为 ( X 3
d , Y3

d , K3
d ) ,则 K3

d 就为一分散

H2/ H∞状态反馈控制器 ,产生的闭环传递函数的 H2范数上界为 Trace ( Y3
d ) ,其中

�A = AX + XAT + B2 KdX + XKT
dB

T
2 +αΩ( R) +βΩ( S) ,

Ω( R) = Ω(õRij」N×N) , i , j = 1 , ⋯, N ,Ω( S) = block diag{Ω( S1) , ⋯,Ω( SN) } .

　　证明　由 Schur补[8 ]可知 ,式 (7)等价于

T ( X , Kd ,α,β) =

�A +α- 1 XX +β- 1 XKT
d KdX B1 X( C1 + D12 Kd) T

B T
1 - I DT

11

( C1 + D12 Kd) X D11 - I

< 0.

利用式 (7)～ (9)的解构造如下矩阵

M = ΔAX + XΔAT +ΔB2 KdX + XKT
dΔB T

2 ,

N =αΩ( R) +α- 1 XX +βΩ( S) +β- 1 XKT
d KdX ,
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由引理 1、引理 2及引理 3可得

ΔAX + XΔAT ≤αΔAΔAT +α- 1 XX ≤αΩ( R) +α- 1 XX ,

ΔB2 KdX + XKT
dΔB T

2 ≤βΔB2ΔB T
2 +β- 1 XKT

d KdX ≤βΩ( R) +β- 1 XKT
d KdX ,

故可知矩阵

J =

M 0 0

0 0 0

0 0 0

-

N 0 0

0 0 0

0 0 0

≤0.

定义矩阵

Θ =

Θ11 B1 X( C1 + D12 Kd) T

B T
1 - I DT

11

( C1 + D12 Kd) X D11 - I

, (10)

其中

Θ11 = ( A +ΔA) X + X( A +ΔA) T + ( B2 +ΔB2) KdX + XKT
d ( B2 +ΔB2) T ,

则
Θ = T ( X , Kd ,α,β) + J .

由 T ( X , Kd ,α,β) < 0和 J ≤0可知

Θ < 0 (11)

成立 ,由有界实引理[9 ]可知闭环系统渐近稳定 , ‖Td
z

1
ω( s) ‖∞< 1成立.

由‖Tz2
ω( s) ‖2

2 = Trace ( Cc12 MCT
c12) ,其中 Cc12 = C2 + D22 Kd , M是Lyapunov方程

Ac1 M + MAT
c1 + Bc1 B T

c1 = 0

的半正定解[10 ] (这里 Ac1 = A +ΔA + B2 Kd +ΔB2 Kd , Bc1 = B1)和 f ( x) = Ax + xA + BB T是关于 x 的减函

数可知 ,对任何使 Ac1 X + XAT
c1 + Bc1 B T

c1 < 0 成立的正定矩阵 X > 0 都有 ‖Tz
2
ω‖2

2 < Trace ( Cc12 XCT
c12)成

立.也就是说 ,只要存在正定矩阵 X和 Y满足

Ac1 X + XAT
c1 + Bc1 B T

c1 < 0 , (12)

Y Cc12 X

XCT
c12 X

> 0 , (13)

则 Trace ( Y)就是 H2范数的一个上界.由 Schur补可知 ,如果式 (7)成立 ,则有式 (12)成立 ,而式 (13)就是

式 (8) ,因此定理 1的结论成立.证毕.

312　直接 LMI方法

定理 1用参数化的形式给出了分散 H2/ H∞状态反馈控制器存在的条件 ,这些条件中因含有矩阵 X

和 Kd的乘积项 ,不满足LMI的凸性要求 ,故分散 H2/ H∞状态反馈控制问题是非凸的 ,但通过变量替换 L

= KdX ,并重写式 (7)～ (9) ,可恢复其凸性 ,并得到分散 H2/ H∞状态反馈控制器存在的直接LMI参数化定

理.

定理 2　对于由式 (1)组成的数值界不确定大系统 (3) ,若存在正数α> 0 ,β> 0及正定对称矩阵 Xd、

Yd和矩阵 L d满足

Â B1 ( C1 Xd + D12 L d) T Xd L T
d

B T
d - I DT

11 0 0

C1 Xd + D12 L d D11 - I 0 0

Xd 0 0 - αI 0

L d 0 0 0 - βI

< 0 , (14)

Yd C2 Xd + D22 L d

( C2 Xd + D22 L d) T Xd

> 0 , (15)
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L d ∈block diag{ L1 , ⋯, L i , ⋯, LN} , (16)

Xd ∈block diag{ X1 , ⋯, Xi , ⋯, XN} , (17)

时 ,系统存在分散 H2/ H∞状态反馈控制器 ,若式 (14)～ (17)的解为 ( X 3
d , Y3

d , L 3
d ) ,则 K3

d = L 3
d ( X 3

d ) - 1就

为一分散 H2/ H∞状态反馈控制器 ,产生的闭环传递函数的 H2范数上界为 Trace ( Y3
d ) ,其中

Â = AXd + XdA
T + B2 L d + L T

dB
T
2 +αΩ( R) +βΩ( S) ,

Ω( R) = Ω(õRij」N×N) , i , j = 1 , ⋯, N ,Ω( S) = block diag{Ω( S1) , ⋯,Ω( SN) } .

　　证明　定理 2是定理 1的一种特殊形式 ,在定理 1中 ,令 L = KdX ,对矩阵 L 和 X均结构约束为块对

角结构 (16)和 (17) ,由定理 1易知定理 2成立.证毕.

定理 2把分散 H2/ H∞状态反馈控制问题归结为求解满足条件 (14)～ (17)的矩阵 Yd的最小迹问题

J ( Tz
2
ω( s) ) = inf{ Trace ( Yd) : Xd , Yd , L d满足式 (14) ～ (17) } . (18)

(18)是带有 LMIs约束的凸优化问题 ,可用LMI优化软件包中的 mincx命令直接求解.

313　迭代 LMI( ILMI)方法

直接LMI方法把矩阵 L 和 X都结构约束为块对角结构 ,排除了 X与 L 是非块对角结构 ,但乘积

LX - 1为块对角结构的情形 ,所得结果是相对保守的.虽然定理 1 的条件中含有矩阵 X和 Kd 的乘积项

KdX ,不满足凸性要求 ,但这些条件具有以下两个重要特性.

特性 1　对于给定的 Kd∈Φ ,条件式 (7)～ (9)是关于变量组 ( X , Y,α,β)的 LMI;

特性 2　对于给定的 X = XT > 0 ,条件式 (7)～ (9)是关于变量组 ( Kd , Y,α,β)的 LMI.

因此 ,对固定的 X = XT > 0或 Kd∈Φ ,可用标准的LMI函数求解矩阵 Y最小迹及其对应的变量 Kd或

X.据此我们提出了求解分散 H2/ H∞状态反馈优化控制器的迭代算法 ,即先固定一个参数 ,求解受LMI条

件约束的矩阵 Y最小迹凸优化问题 ,再固定另一个参数 ,求解受LMI约束的矩阵 Y最小迹凸优化问题.

Step1　初始化系统矩阵 ,选择状态反馈阵 K0 , K0 ∈K̂d , K̂d : = { Kd | Kd ∈Φ,且使 ( A + B2 Kd)渐近稳

定} ,并设置迭代次数 i = 0 ,及中止条件参数ε(0 <ε< 1) .

Step2　对固定的 Kd = Ki ,用 mincx函数求解满足约束条件式 (7)～ (9)的矩阵 Y的最小迹凸优化问

题 ,记 Xi为求得的 X变量的最优值.

Step3　对固定的 X = Xi ,用mincx函数求解满足约束条件式 (7)～ (9)的矩阵 Y的最小迹 Tr凸优化问

题 ,记 Tri为求得的 Tr变量的最优值 , Ki为对应于 Tri的 Kd变量的值 ,令迭代次数加 1 ,即 i = i + 1.

Step4　判断终止条件 ,若 Tri - 1 - Tri <εTri - 1成立 ,则停止计算 , Tri为所求的 H2 范数的上界 , Ki 为

分散状态反馈增益矩阵 ;否则转到 Step2继续执行迭代运算.

4　仿真示例
考虑由两个子系统构成的数值界不确定大系统 ,其中

A11 =
0 116

- 8 - 16
, B11 =

0125 0

0 0125
, B21 =

1

1
, A12 =

2 8

8 0
, C11 =

1 0

0 1
,

D111 =
011 0

0 011
, D121 =

0

1
, C21 =

20 0

112 18
, D221 =

1

011
,

A22 =
- 8 018

2 - 4
, B12 =

0125 0

0 0125
, B22 =

011

1
, A21 =

- 618 8

0 - 2
, C12 =

1 0

0 1
,

D112 =
011 0

0 011
, D122 =

0

1
, C22 =

27 0

0125 0
, D222 =

011

1
,

不确定矩阵为

R11 =
011 0102

011 012
, R12 =

0105 012

012 0101
, S1 =

011

011
,
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R22 =
011 011

0101 0105
, R21 =

011 0101

0104 0105
, S2 =

0103

011
.

　　不难验证系统中的不确定项不满足匹配条件 ,用本文提出的直接 LMI方法求解 ,获得的分散反馈增

益矩阵 Kd为

Kd =
- 3418061 013426 0 0

0 0 - 1219054 - 1619751
.

此时 , H2性能指标的上界为 917517 , H∞范数为 013788.用上述 Kd 作为初始反馈矩阵 K0 ,用 ILMI方法迭

代 ,迭代过程取ε= 01005 ,经过 11次迭代 ,满足中止条件 ,迭代结束 ,得到的分散反馈增益矩阵为

K11 =
- 3011069 016201 0 0

0 0 - 2116156 - 2515387
.

此时 , H2范数的上界为 713586 , H∞范数为 013692分别低于直接LMI方法获得的对应结果.由此可见 , IIMI

算法能获得更优的 H2/ H∞性能指标.

5　结论
针对一类状态矩阵、控制输入矩阵和关联矩阵中存在数值界不确定性关联大系统 ,研究其分散鲁棒

H2/ H∞状态反馈控制器的设计方法.将控制器的解归结为一双线性矩阵不等式 ,提出了直接LMI和迭代

LMI方法求解分散鲁棒 H2/ H∞状态反馈控制器 ,使闭环不确定大系统鲁棒稳定 ,且能优化闭环传递函数

的 H2/ H∞性能指标.实例结果表明 ,这两种方法的应用效果好 ,实用性强 ,采用 ILMI方法可以获得更优的

性能指标.
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