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Pricing European currency options in a fractional Brownian environment
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Abstract By applying risk preferences and equilibrium pricing approach, the problem of pricing currency

options when the underlying asset follows a fractional Brownian process is considered in this paper. Firstly,

the associated density of the conditional process is constructed using the conditional expectation. Then,

an analytic solution for fractional European currency options is derived based on limited knowledge about

the past. For the sake of understanding this pricing model, the influence of the Hurst parameter is also

analyzed. Finally, an empirical study of GBP/USD option is presented. The pricing results of different

models provide the evidence that the currency market has the fractal properties.
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�®�¯�°�±�²�³�´
, µ�¶�· é ô ¾I¿IÀIÁIÏIÜ��¸�¹ . º Ö�»�¼�$ , ½ Î�¾ 1�3 Ï , ã ����.¿/ ���IÎ�ÉIÏ

½ âIïIðI¿�ÀI×�? �Á�Â�Ã�° ,
ÖIÂ�?  ÃIÄ

“ Ä�Å�Æ�Ç ”
Ï Ã�°

,
Ö�È����IÎIÉ��5�ÉIà�Ê�ÀI×�Ë���Ì�Í

,ÖIÂ�6IÚ�7�ÎIÀIÇIÈIî
[3]. Peters[4] Ï é Ã � 1�3 >�Ð , Ñ á R/S

Ã�Ò�Ó�Ã�Ò ô�Ô�Õ Î�¾ 1�3×ÖÙØ�Ú�1 ïIð¿÷ö ¾I¿ÜÛ
, Ý )�# ô Ã ��Þ�ßIûI×�àIÀ�á�âIÏ�6IÚ . ã2ä Ã â °�±�²�³ ÂIÃIÄ�å�æ�ç � , è î�é�ê�ëIÓ�ì Ó

Ô�í î÷ö � Ç�îIî÷ö Æ�Ç î÷ö Ô�ï�ð îIÅ�ñ�Î�ÀIÇ�ÈIî�ò , ó�ô î�é�õ % Ã â °�±�²�³ �IË�ö�÷����IÎ�É�5 í�ø ç � Ï0ù2ú � ì . + Ã â °�±�²�³�û Ô Â�ü¿ý2ç � ,
: Ô Â�þ�ÿ , ��� Ó á����IÜIØIÏ�Ë���� Ã����Ã�Ò

.
 Ö�	�
��IÔ��������ÃIÄ���Ï�� Ã $Iü����IÕ�Ï�6�Ú

. Duncan[5]
ò���� ô Ã � È ä Ã â °�±�²�³ÏIÌ ä Wick � �IÏ�Ë���� Ã , � Ë Ã � -Itô-

� Ã
.
Ú Ã �

-Itô -
� Ã�´

, Hu[6]
û

Necula[7]
Ã�Ò ô Ã â °�±�²³�´ ÏIÀIÁ 1�3 ,

À · é ô�� ¹IÀIÁIÚ����Iß�öIÏIÜ��¸�¹ . + Â , Bender
û

Elliott[8]
��ç��Iç����

Wick

� ��Ð /Nô Ã â °�±�²�³�´���� 1�3 �IÕIÏ�6IÚ . Björk
û

Hult[9]
� Ã��� Ié

Hu[6] ½ � �IÎ�!�"IÏIÜIØ Ô� ½ ��� 1�3�# éIÐ�$IÏ�%�& ,
È è È ä Wick � �IÏIÜIØ�'�( ô �IÕIÏ�6IÚ . ) Ö����IÃIÄ û � · éIÐ�$*�+ %�&�:���,�-��IÕIÏ�� Ã î�.IÂ�/�0�1�2

, 3�4�5�6�7�8 2 . Cheidito[10]
 �9�:�;�<�$�2�=�> 7�? ,�-@�A�B�C�D�E�F�GIHKJ�L�M�N 2�O�P�Q�R

. SKT Rostek U Schö bel[11] V F�W�X�Y�Z�[�\ =�> , ]�^�_�`�a2�b�c�d�e�f�g�h�i�j�k�l
. m�n \�o [14−15] p�q�r =�s U�^�_�`�a�t�u�v�w j�x�y�z�{ .|�}

Rostek U Schöbel[11] ~ 9�2�� } =�s���� t�� 2�b�c�d�e���� , ������� j r������ ^ [��������� 2���� r�� =�s�����f�g . V F�W�X |�}�������� 2�d�e���� , ��� 9 ^ [������ ��� 2 Y�Z�������[ .h�� ��� 9 ^ [������ ��� r�� =�s�������� , ����]� �¡�¢�£ [ ] ��������2�¤�¥�h�i�j ^�¦ . §�¨�©�ª«�¬ L�I®K¯
(FT) ° 2 GBP/USD ±�² =�s�h�i�³�´ ^�¦ , µK¶ j 6�·�¸�¹ 2�����º�» , ¼I½ j ^ [����� ��� ��� ¸�¹ 2�<���¾ .

2 ¿ÁÀÁÂÁÃÁÄÁÅÇÆÉÈÉÊÇËÉÌÉÍÇÎÉÏÉÐÇÑÉÒ
«�¬�Ó�Ô 5�Õ A×Ö S ��Ø�Ù 2�Ú�Û Ó�Ô , Ü�Ý o Õ�t�u�Þ�ß�à�á b�c�â�ã , ä�Õ�t�u�å j�æ�ç�è�é�P�ê��ë ß b�c . T q Ü�Ý o 6�5 p�ì�í ��� L�î�ï�ð 9�ñ�ò ,

� 5 p ����ó ç Õ ��ô�õ�ö L�÷�ð 9�ø�â , � �ù�ú j «�¬ Ý�û�ü�ý � 2 “ þ d ” U “ ÿ������ ” ����� . Mandelbrot ��å���	�����
�� j������¾�2�� p ,

� ~ 9 ª�^ [������ ��� ï�� «�¬ Ý�û 2�������� F�G . ����©�ª�^ [������ ������� r�� 2���� F�G , ?=�������ñ�ò r�� `�a 2 � ³ .

2.1 �������� ��� �� M (Ω , FH , FH
t , PH) !�"�° 2 ^ [������ � BH = {BH

(t,ω), t > 0}, " H , FH
t = σ{BH

s , s ≤
t}, # FH

T = FH . m�$�] r�� `�a�w�% ��&�' :

1) `�a�5�(�)�* , + D�E�, ª�å�- , (�.�ü , #�6 � p O�P�Q�R ;

2) ��n0/ 2 ( b�c�P � rd U�n q P � rf 1 5�2 [ ;

3) 3�þ�] D�E�4�5 t06 2�7�8 , (�9  7�8 , 3�þ 4�5�Ù�J;: (�< � ¾ U L�M 7�8 ;

4) r�� ��� ��= F�G ��� ^ [������ � , + t
L�ï ��>�? q > r�� ��= F�G {St : t ≥ 0} p b�c H ¾�@�

Q
� ��� % � ^ � :

dSt = µStdt+ StσdBH
t , 0 ≤ t ≤ T, S0 = S (1)

" H : St A�B r�� 2 ��= ��� ; µ A�B r�� 2 ü�ý � ; σ A�B r�� ����C � � ; BH
t A�B  �¡�¢�£ [ å H ∈

(1/2, 1)
2 ^ [������ � .

2.2 D�E�F�G�H�I�J�K�L�M�N
Nuzman U Poor[12] ~ 9�� } ^ [������ ��O�P H 2 |�}�������� 2 Y�Z =�>���Q , ��]�^ [������ �h�i�j

Lamperti’s
��R�æ�ç�j�S�2 A ó � .

|�} Y�Z =�>�2���Q
, m�$ W�X d�e���� .T�U

1
'

BH
T å� �¡�¢�£ [ H ∈ (1/2, 1)

2 ^ [������ � , V [ω1]t å
|�}�������� 2 � ��W�X #�YX

[ω1]t =
{

ω ∈ Ω
∣

∣BH
s (ω) = BH

s (ω1), ∀s ∈ (−∞, t]
}

.
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2
'

BH
T å� �¡�¢�£ [ H ∈ (1/2, 1)

2 ^ [������ � , [ω1]t å
|�}�������� 2 � ��W , FH

t =

σ
(

BH
s , s ≤ t

)

, V�g E
[

BH
T

∣

∣FH
t

]

(ω1) å BH
T

|�}��������
FH

t

2 Y�Z =�>
.h M 1

�
[ω1]t å

|�}�������� 2 � ��W , V BH
T

|�} ��@�i
[ω1]t

Y�Z ^ ��j�k :

E
[

BH
T

∣

∣FH
t

]

(ω1) = BH
t +

∫ t

−∞
g(T − t, s− t)dBH

s (ω1) :=BH
t +

_
µT,t

V ar
[

BH
T

∣

∣FH
t

]

(ω1) = E
[

(

BH
T −E

[

BH
T

∣

∣FH
t

])2 ∣
∣FH

t

]

(ω1) = ρH (T − t)
2H

:=
_
σ

2

T,t

" H ,

ρH =















sin(π(H − 1/2))

π(H − 1/2)

Γ (3/2 −H)
2

Γ (2 − 2H)
, H 6= 1

2

lim
H→1/2

sin(π(H − 1/2))

π(H − 1/2)

Γ (3/2 −H)
2

Γ (2 − 2H)
, H =

1

2

(2)

l�m
1
'

S̃s = Ss |[ω1]t (s > t) A�B � �� M (

[ω1]t , σ ([ω1]t) , P̃
)

° 2 Y�Z�F�G , F (s, S̃s) å � } s

Õ�n B�C 7�o�# � } S̃s p n B�C 7�o 2 ��[ , V � � ú î :

F (T, S̃T ) = F (t, S̃t) +

∫ T

t

∂

∂s
F (s, S̃s)ds+

∫ T

t

µ (s)
∂

∂x
F (s, S̃s)S̃sds+ σ

∫ T

t

∂

∂x
F (s, S̃s)S̃sdB̃

H
s +

ρHHσ
2

∫ T

t

(s− t)2H−1 ∂2

∂x2
F (s, S̃s)S̃

2
sds (3)

" H , ρH

2���q % � (2) r B .s g�2�´ ½ut�v�t�w�� { [13].h M 2
Y�Z�F�G

S̃T = ST |[ω1]t (s > t)
2�x�< ������[ å :

f(x) |[ω1]t =
1

x
√

2πv
exp

(

− (lnx−m)
2

2v

)

1[x>0] (4)

" H : 1[·] å B ¾ ��[ , m = lnSt + (rd − rf )(T − t) − 1
2ρHσ

2 (T − t)
2H

, v = ρHσ
2 (T − t)

2H
.y�z p � (3)

H
, { F (s, S̃s) = ln S̃s, V ln S̃T = ln S̃t +

∫ T

t µ (s) ds− 1
2ρHσ

2 (T − t)
2H

+σ
(

B̃H
T − B̃H

t

)

.

· L { m = Ẽ
(

ln S̃T

) :
v = Ẽ

(

ln S̃T −m
)2 U _

µT,t =
∫ t

−∞

(

sin(π(H−1/2))
π (t− s)−H+1/2

∫ T−t

0
xH−1/2

x+t−s dx
)

·
dBH

s (ω1), V�þ :

m = Ẽ
(

ln S̃T

)

= E
(

ln S̃T

∣

∣FH
t

)

(ω1) = lnSt +

∫ T

t

µ (s) ds− 1

2
ρHσ

2 (T − t)2H + σ
_
µT,t (5)

v = Ẽ
(

ln S̃T −m
)2

= E

[

(

ln S̃T −m
)2 ∣
∣FH

t

]

(ω1) = ρHσ
2 (T − t)

2H
.

m�$�|�} p � �� M (

[ω1]t , σ ([ω1]t) , P̃
) H

, ~ ln S̃T ∼ N (m, v), V S̃T ∼ N (M,V ), " H
M = em+ 1

2 v = Ste
∫

T

t
µ(s)ds+σ

_
µ T,t , V = e2m+2v − e2m+v = S2

t e2
∫

T

t
µ(s)ds

(

eρHσ2(T−t)2H − 1
)

.�����������
, Ü�Ý o�������� U���þ St � ( b�c Ý�û�5�� ��2 . � ��� $ 2�=�> v�������� , +

E
(

S̃T

∣

∣FH
t

)

= Ste
∫

T

t
µ(s)ds+σ

_
µT,t = E

(

Ste
(rd−rf )(T−t)

)

= Ste
(rd−rf )(T−t). SKT , m�$ æ�ç :

∫ T

t

µ (s) ds+ σ
_
µT,t = (rd − rf )(T − t) (6)

� �
(6) � X � (5)

HKî + æ�ç






m = lnSt + (rd − rf )(T − t) − 1

2
ρHσ

2 (T − t)2H

v = ρHσ
2 (T − t)2H

(7)

� � î + æ�ç S̃T

|�} ��@�i
[ω1]t

2 Y�Z�������[ å (4)
� r B .

2.3
T������ J���M������� r�� =�s�������� ,

º�< ^ [������ ����|�}�������� 2 Y�Z�������[ , m�$�7�? æ�9 ^ [��������� ��� r�� =�s�2�������� .
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T M 1 t(t ∈ [0, T ])
L�ï ��� r�� =�s�2���ö V (St,K, T, t, σ, rd, rf , H, ϕ) SK? � t G�«�¬ � :



































V (St,K, T, t, σ, rd, rf , H, ϕ) = ϕ[Ste
−rf (T−t)N(ϕd1) −Ke−rd(T−t)N(ϕd2)]

d1 =
ln(St/K) + (rd − rf )(T − t) +

σ2ρH

2
(T − t)2H

σ (T − t)
H √

ρH

, d2 = d1 −
√
ρHσ (T − t)

H

ρH =
sin(π(H − 1/2))

π(H − 1/2)

Γ (3/2 −H)
2

Γ (2 − 2H)

(

H 6= 1

2

)

, ρH = lim
H→1/2

sin(π(H − 1/2))

π(H − 1/2)

Γ (3/2 −H)
2

Γ (2 − 2H)

(

H =
1

2

)

(8)

" H : ±�² =�s ϕ = +1, ±� =�s ϕ = −1; N(·) å�® = ^ � 2�¯�° ��[ .y�z p b�c H ¾�±�õ�² , t
L�ï 2���� ±�² r�� =�s�2���ö +�å T

L�ï�Y�Z =�>���ö�2�³ � , � �
V (St,K, T, t, σ, rd, rf , 1) = e−rd(T−t)E[(ST −K)+|FH

t ]

= e−rd(T−t)
(

E[ST 1[K≤ST <∞]|FH
t ] −K ·E[1[K≤ST <∞]|FH

t ]
)

= I1 + I2

" H : I1 = e−rd(T−t)E[ST 1[K≤ST <+∞]|FH
t ], I2 = Ke−rd(T−t)E[1[K≤ST <+∞]|FH

t ]. ´IS W � 2 | S̃T

2 ���
��[�µ þ � (4)

2 _ � , · L P ª ��i � R lnx = u U (u−m)/
√
v = z, V�þ

I2 = Ke−rd(T−t)

∫ ∞

k

1

x
√

2πv
exp(− (lnx−m)2

2v
)dx = Ke−rd(T−t)

∫ ∞

ln k

1√
2πv

exp(− (u−m)2

2v
)du

= Ke−rd(T−t)

∫ ∞

ln k−m√
v

1√
2πv

exp(−z
2

2
)dz = Ke−rd(T−t)N (d2)

©�ª W�¶�2 t�� , ��{ lnx = u ?�! (u−m− v)/
√
v = z, V�þ

I1 = e−rd(T−t)

∫ ∞

k

1√
2πv

exp

(

− (lnx−m)
2

2v

)

dx

= e−rd(T−t)

∫ ∞

ln k

1√
2πv

exp

(

− (u−m)
2

2v

)

exp(u)du

= e−rd(T−t)

∫ ∞

ln k

1√
2πv

exp

(

− (u−m)2

2v
+ u

)

du

= e−rd(T−t)+m+ v2

2

∫ ∞

ln k

1√
2πv

exp

(

− (u−m)
2 − 2uv + v2 + 2mv

2v

)

du

= e−rd(T−t)+m+ v2

2

∫ ∞

ln k

1√
2πv

exp

(

− (u−m− v)
2

2v

)

du

= e−rd(T−t)+m+ v2

2

∫ ∞

ln k−m−v√
v

1√
2πv

exp

(

−z
2

2

)

dz = Ste
−rf (T−t)N(d1)

·
V (St,K, T, t, σ, rd, rf , H, 1) = Ste

−rf (T−t)N(d1) − Ke−rd(T−t)N (d2),
P ª�±�² - ±��¸ ��� Ó æ�ç����

±� r�� =�s p t
L�ï 2����

.¹ °�r � , m�$�7�? æ�ç�º�» L�ï 2 r�� =�s�������� (8).
����´�¼

.
� ������� 7�?�± 9 ^ [������ ��� r�� =�s���� ¸�¹Iµu½ Ô 2 G-K ¸�¹�¾�8�¿�À�Ý���`�a H 2������� ��� . ½ Ô 2 G-K ¸�¹ H ,

=�s�2�����Á�Â
T − t þ � ,

��Â
T , t Ã Ö ( � ,

� p ^ [������ � H ,
=�s

2���ö 6�Y Â T U t þ � ,
� #IS } ��� ����2���� µ þ � � ��¾ , Ä�T =�s�2���ö�Å�Â Hurst

Ó [
H þ�

. ��8�¾ e���Æ�<�³�Ç�È�É . Ê�%�þ @�A ç�=ÌË T ��· ,
��Í�iÌË 6�· 2 ±�² =�s , Õ A Í�iÌË å t1, ä�ÕA Í�iÌË å t2, " H t1< t2, ��# & � @�o 2 Hurst £ [ ö H 6���· . T L , ~�Î�Ï�½ Ô 2 B-S

=�s����
, 7

?�ß æ�� $ p ·�Õ A�L�ï�Ð t(t1< t2< t < T ),
� µ þ���· 2�=�s���ö , Ñ�5IS } Hurst

Ó [
H
2 6�· , Òæ�� $ p ^ [������ ��� 2�=�s���ö 6�Õ�Ó . ��Ô�8�¾ e���ñ�ò�Õ�2 Ý�û ��� ��� H r � p 2���= � ��¾ .

2.4 Ö�×�Ø�Ù���Ú T������ J�Û�Ü
µK¶ ������� (8) U�Ý�Þ 2 Garman-Kohlhagen r�� =�s�������� , m�$�7�?�± 9���� (8)

ñ�ò�j r��
2  �¡�¢�£ [ ] =�s�����2�¤�¥ . S }�«�¬ Ý�û 2������¾ , Ò æ " p Õ N�L�M /u� C è ²�ß �  ,  �¡�¢
£ [ ® ñ�ò�j «�¬ Ý�û 2 ��à Ö � ¶�¾ ,

� u�m�$ h Õ�á�^�¦� �¡�¢�£ [ ] =�s���ö H 2�¤�¥ .
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T M 2

r�� =�s�2���ö�Â  �¡�¢�£ [ H
2������ Ó 7�? A�B å :

∂V

∂H
=

1

2
ϕ

[

Ste
−rf (T−t)N ′(ϕd1)

√
ρHσ (T − t)

H

(

ψ (1 −H) − ψ

(

H +
1

2

)

+ 2 ln 2 + 2 ln(T − t)

)]

(9)

" H , ψ A�B Psi
��[

(Digamma
��[

), #�{ τ = T − t, V�þ � u 2�¾�â :

1) ] } ±�² =�s ,
X

τ ≤ 1
L

, V�þ ∂V
∂H < 0, ∀ H ∈

(

1
2 , 1
)

.
X

τ > 1
L

, V � p�ã A H̃C ∈ (1/2, 1),

Ò æ






























∂V

∂H
> 0, H ∈

(

1

2
, H̃C

)

∂V

∂H
= 0, H = H̃C

∂V

∂H
< 0, H ∈

(

H̃C , 1
)

2) ] } ±� =�s ,
X

τ ≤ 1
L

, V�þ ∂V
∂H > 0, ∀ H ∈

(

1
2 , 1
)

.
X

τ > 1
L

, V � p�ã A H̃P ∈ (1/2, 1),

Ò æ






























∂V

∂H
< 0, H ∈

(

1

2
, H̃P

)

∂V

∂H
= 0, H = H̃P

∂V

∂H
> 0, H ∈

(

H̃P , 1
)

y�z � u���]�±�² =�s�2�È _ ��ä ´ ½ , ] } ±� =�s ª W�¶�2 t���7 ´ . S }
∂V (St,K, T, t, σ, rd, rf , H, 1)

∂H
= Ste

−rf (T−t)N ′(d1)
∂d1

∂H
−Ke−rd(T−t)N ′(d2)

∂d2

∂H

= Ste
−rf (T−t)N ′(d1)

∂
(√
ρHσ(T − t)H

)

∂H´
∂
(

ρHσ
2(T − t)2H

)

∂H
= ρHσ

2(T − t)2H

(

ψ (1 −H) − ψ

(

H +
1

2

)

+ 2 ln 2 + 2 ln(T − t)

)

����Ú�< ��[ ß�����V�| (9)
� p ϕ = 1

L ú î
. · L S } Digamma

��[ p ��q�å Ù } - L 5�æ ��çè�é�2�ê ��[
, r�? X H ∈ (1/2, 1)

L
, ψ (1 −H) − ψ (H + 1/2) 5�æ ��ç�è�ë ,

·
max {ψ (1 −H) − ψ (H + 1/2)} < lim

H→1/2
[ψ (1 −H) − ψ (H + 1/2)] = ψ (1/2) − ψ (1) = −2 ln 2

��� ��[ 2�ç�è�¾ + æ���� ú î .

3 ìîíÁ¿îï
å j�ð�� ¸�¹ 2�¾ 8 : ¼I½K �¡�¢�£ [ ] =�s���ö�2�¤�¥ ?�!�¿�À�����¸�¹ 2�<���¾ , m�$ � [ ö�³�´ñ ^�^�å�ò A á�ó . ô�Õ A á�ó�Ô�5�©�ª «�¬ L� ®K¯ (FT) ° GBP/USD

=�s�2�õ�ö `�a [ ��h�i�³�´
^�¦ . V F µ ¶�½ Ô ¸�¹�U�^ [������ ��� ¸�¹ 2�����º�»�Â�³�Ç  ��2�÷�ø G�� � ñ�ò ¸�¹ 2�¾ 8 . �=�s 5 Å þ�ò A�ù ç�= #�ú i���� å 1.21 û�^ 2 ±�² =�s ,

��� ��� [ � | GBP/USD r�� 2�C � � å
9%, USD

2�P � å 4.93%, EUR
2�P � å 2.71%.

��� r�� 2 ��� [ � ,
P ª R/S ü���ß æ  �¡�¢�£ [

H=0.618. · L ��� GBP/USD
2 r�� ��� � 1.213 û�ý ç 1.218 û�ý ��� L , ©�ª�6�· ��� ¸�¹�þ�ü�ræ�º�» % A 1 r B . A 1

H
, PG-K

:
PC-R-R( ^�å 4000 á )

:
PM-C( ¸�ÿ 100000 � )

:
PF-B ^�� A�B ©�ª

Garman U Kohlhagen[2]
2 r�� =�s���� ¸�¹ : p���� ��� ¸�¹ :�� ¢���	�¸�ÿ�U���� 2 ^ [������ � ¸�¹

þ�ü 2�º�» , #�ª Pactual A�B =�s�2 `�a  � . S A HK[ � 7�?�± 9 ½ Ô ¸�¹ 2�����º�»�Â�=�s�2�³�Ç�ÈÉ þ�¶ Ù d�ø , Garman U Kohlhagen
2 r�� =�s���� ¸�¹ : p���� ��� ¸�¹�?�! � ¢���	�¸�ÿ 1 3�þ�
��«�¬ Ý�û 2������¾ , � ��è�
�=�s�2���ö .

� ©�ª���� 2 ^ [������ � ��� ¸�¹ æ�ç�2�=�s���ö�Â�³�Ç��ö §�å ì�� , ��^�¼I½ j r�� `�a 2 ^ [ ¢ ¾ , · L v�¼I½ j ��� ~ 9�2 ¸�¹ 2�<���¾ .



e 6 � ����� , � : �������� �¡�¢�£�¤�¥�¦���§�¨�©�ª 73


1 ����������������������� GBP/USD ������������������ �! ( "�# : $�% )

¥�¦ ( &�' ) T − t( ( ) PG-K PC-R-R PM-C PF-B Pactual

1.213 0.241 2.670 2.688 2.675 2.299 2.305

1.214 0.240 2.728 2.746 2.755 2.357 2.349

1.215 0.250 2.786 2.805 2.804 2.415 2.408

1.216 0.220 2.846 2.865 2.855 2.475 2.459

1.217 0.195 2.906 2.925 2.929 2.535 2.564

1.218 0.208 2.966 2.987 3.003 2.596 2.604

³�´�) ô p�* á�ó�Ô�+�^�¦� �¡�¢�£ [ ]�, s�����º�»�)�¤�¥ . m�$���]�-�· )  �¡�¢�£ [ , p�r����
1.2
ç

1.3 .�/ ����0 , þ�ü�, s�)���� %�1 1 r B . 2 ��3 v� �¡�¢�£ [ ]�, s�����)�¤�¥�4�5�)�Õ�) Ý
û —— r�� )�é�6���ë�7 .

8 ��9�: : rd = 4.95%, rf = 2.71%, K = 1.21, T − t = 3/12, σ = 0.09;
1 <�=�>�����?�@�A�B�C�D�%�E�F�G�H�I�J�K�DML�NO�P�Q

, R�S�T�U�,�V�W�X�,�Y�Z�[�\�]�^�_�`�a�b�c�d�e�V�f�g�h�`�a�i�j , k 2 l�m�n�W�X�e�Y�Z
[�\�]�^�_�o�b�`�a�b�p�q�e�V�h�f�g�r�s�i�j .

8�t 9�: : rd = 4.95%, rf = 2.71%, K = 1.21, σ= 0.09;
2 <�=�>�u�v�w�x�J�y�z�?�@�A�B�C�{�|�}�H�IMF�G�JMK�D�LMN~������ h������ Q������������ h���f���������� ��� [6] Z ��� [7] ����h � _�����������p�q�e

V���f���� ( ����� A)
O���� �

.
� ��¡ ����f�����¢�£�¤�¥ , ��f�¦�§ (8)

����¨
ρH(T − t)2H ©�ª n��

f�¦�§ (10) « h T 2H − t2H . ¬��® ��¯�° h , ±���f�¦�§ (10) « , e�V�h�f�g�� T , t, H ²´³¶µ�· , ¸��
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f�¦�§ (8) « , e�V�h�f�Æ�� T − t Z H Ç�· . ¬�È�É�Ê�Ë�Ì�Í�Î ~�Ï i�j . Ð�Ñ�Ç�Ò�����e´Ó T Ô�Õ�h�e
V , ¸�b�Ö�× t

� ��Ø
, Ù�Ú���f�¦�§ (10) Û�Ü , Ý T 2H − t2H Þ�ß�à (H >0.5), á�¸�â�ã G-K ����Û�Ü

h�f�Æ . ¸���f�¦�§ (8) « , ä å ρH æ�ç H h�è à ¸�é�ê ( ��k 3), ë�ì�í�b (T − t)2H Ô à , î�ä å ρH

h�ï�ð�ñ , ò�� ρH(T − t)2H ó�ô�õ à , á�¸�ò���ä (8) §�Û�Ü�h�e�V�f�Æ Þ�ß�ö�÷ G-K ����Û�Ü�h�f�Æ .

ä å�ø�ù�h G-K ����� B-S ��� P  , ú�ø�û�n�ü�ý�h ~���þ�ÿ , ë�ì ó É������ ¯ e�V�h�f�Æ , î�� ó�ô� ã õ â , ����f�¦�§ (10) ��ø�ù�h G-K ������f�����Ç � à h�	�
 , ¸���f�¦�§ (8)
��¯�° h , o�b�¦�§

(8) ����n�[�\�]�^�_ H �e�V�f�Æ�h���� , ¬ � É�È���Ì�������h���������`�a «�����±�h�Õ�e�µ�·�ñ .O�P�Q����
t=0.1 � , ����e´Ó T ± [1, 10] � `�a , [�\�]�^�_ H ± [0.51, 1] � `�� ,

��� Û�Ü���� G-K

¦�§! ¦�§ (8) Z�¦�§ (10) "�e�V�f�g�h�����#�$ T − t, ρH(T − t)2H Z T 2H − t2H Ñ�k 4 ��% . á�k�&
¢���'�#�$ T 2H − t2H æ�ç Ç�(�e�h�è�)�*�^�_�+�s�,�-�è à , ¬���#�$ T − t h�è�)�-�.�µ�/�0�â , á�¸
����n���f�����h�1�Ë�ñ .

2
3 ρH E43 2 2

4 T = t, ρH(T − t)2H , T 2H
− t2H E43 2

5 n�687�����#�$ T − t, ρH(T − t)2H Z T 2H − t2H �²´³¶��f�����h���� , ��9�R�S ��� T ∈ [0.1, 10]

� H ∈ [0.51, 0.99], :�;�<�_ � � 5 : St = 1.218, rd = 4.95%, rf = 2.71%,K = 1.21, σ = 0.09, t = 0.1,
���

= ¨
G-K ¦�§! ¦�§ (8) ��¦�§ (10) Û�Ü�p�q�e�V�h�f�Æ , Û�Ü�����Ñ�k 5–7 ��% . á�Û�Ü�����¢�£�c�m> e�V���e´Ó T Z�[�\�]�^�_ � à b , ����¦�§ (10) Û�Ü�h�e�V�f�Æ�â�â � ã G-K ����h�Û�Ü���� , ¸��

��¦�§ (8) Û�Ü�����h���� ó î�?�¥�n���h�����h�Õ�@�A�ñ�¸�� Þ�ß�ö�÷ G-K ��� .

2
5 B4C G-K D4E4F4G�u�v�w�x�J�y�z 2

6 B4C4H�} (8) F4G�u�v�w�x�J�y�z
?�@�A�B�C�{�|�}�H�I�F�G�J�K�D�L�N ?�@�A�B�C�{�|�}�H�I�F�G�J�K�D�L�N
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2
7 B4C4H�} (10) F4G�u�v�w�x�J�y�z�?�@�A�B�C�{�|�}�H�I�FMG�J�KMD�L�N

4 \^]
����_�` n � _�����������a�§�p�q�e�V�h���f���� ,

= ¨
GBP/USD p�q�e�V�h ~�Ï _�� O�� n ~��þ�ÿ

, b ��c n�[�\�]�^�_��p�q�e�V�f�g�h���� ,
� � n � _�����������p�q�e�V ¡ � ó o�h���f�¦�§ ,¨ _�Æ�Ð�$�687 n ����d m�����h ¯�° ñ . ¸���±���f�¦�§ (8) «�e H = 1/2, Ý�� ��� 2 h���f�¦�§ ��Pf h , ¬�g87 n ��� ��f�¦�§�h�h�i�ñ , o�b���687 n���������j ��� _���������h P ��]�Ð .= ¨�� _���������Ö�k�l�m�����h�`�a�û�n�± P ��n�.�o � £�p�����Ç���q O , î ��r � °�s ����t�uv Ç�w�ã G-K ��� °�s�x�y ,

5�z a�����¸ O�� h�ü�ý ����{ ì���¥ ~ Ç�m�| , ������« v Ç�}�~���h ��5
£�������h���� � ����#�� . ��£�����Ç�� O�P�Q q O Z���Ê ,

= ¨�� h���ñ °�s�x�y�� ��f�e�V���±���� ,� Ñ�����Ç������ ����5 ��h���� � ��#�����|���e�V���f °�s ,
5 e�V���f d�� n � h�������� .

�^�
A

��� ��� [6] Z [7],
= ¨���� h�����¢�����a�§�p�q�e�V�h���f�¦�§ .���

3
[7]  �¡ Ç�¢�� FH

T ¢�£�h�¤���V�¥ Z(T, ω) ∈ L2(P̂H) ± t ∈ [0, T ] h�f�Æ�¢�£�g�% 5 :

Z(t, ω) = e−r(T−t)ẼP̂H
[Z(T, ω)|FH

t ]

:�« ẼP̂H
[Z(T, ω)|FH

t ] g�% Z(T, ω) ±�£�. P̂H ��·�å FH
t h�¦�§�¨�e�© [7].���

4
[7]
�

f
��P ��ª�« E[f(BH

T )] <∞ h�¬�_ , Ý�  �¡ t ≤ T ú�Ç���9�§�$��® ,

E[f(BH
T )|Ft] =

∫

R

1
√

2π(T 2H − t2H)
exp

(

− (x−BH
T )2

2(T 2H − t2H)

)

f(x)dx.

¯��
3
� _���������� , t(t ∈ [0, T ]) b�Ö�° � f�g 5 K  ±�8����²�����³�q ����5 rd Z rf  ±´���q5

σ h�a�§�p�q�e�V�h�f�g V (St,K, T, t, σ, rd, rf , H, ϕ) ä���n�µ�Ë�� :






V ∗(St,K, T, t, σ, rd, rf , H, ϕ) = ϕ[Ste
−rf (T−t)N(ϕd∗

1
) −Ke−rd(T−t)N(ϕd∗2)],

d∗
1

=
ln(St/K)+(rd−rf )(T−t)+ σ2

2 (T 2H−t2H )

σ
√

T 2H−t2H
, d∗2 = d∗

1
− σ

√
T 2H − t2H

(10)

:�« N(·)
5 Ê�¶ � ��·�¸�¬�_ .¹�º e _

B
H

t =
µ+rf−rd

σ t+BH
t , Ý B̂H(t)

{ ì 5 P̂H ��h � _�������� , ����<�} ��� [7] � ° 1.5 '
ST = St exp

(

σ

(

_

B
H

T −
_

B
H

t

)

+ µ (T − t) − 1
2σ

2
(

T 2H − t2H
)

)

. e :

d′2 =
ln(K/St)−(rd−rf )(T−t)+ 1

2 σ2(T 2H−t2H)+σ
_
B

H

t

σ , � ¯ � ° 4 � ¨ 1[·]
© g�%�ñ�¬�_ , Ý�Ç :

ẼP̂H
[1[ST >K]|FH

t ] = ẼP̂H
[1[

d′
2<

_
B

H

T <+∞
](

_

B
H

T )|FH
t ] =

∫ ∞

d′
2

1
√

2π(T 2H − t2H)
exp



− (x−
_

B
H

t )2

2(T 2H − t2H)



dx
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=

∫

_
B

H

t −d′
2√

T2H−t2H

−∞

1√
2π

exp

(

−z
2

2

)

dz = N(d∗2) (11)

e B∗H
t =

_

B
H

t − σt2H , ä � & Girsanov ¦�§�'���± (Ω , FH) o�h�£�. P ∗
H ò�� B∗H

t

5
P ∗

H ��h � _
������� . e Z(t, ω) = exp(σ

_

B
H

t − σ2

2 t
2H), Ý ST = Ste

(rd−rf )(T−t)Z(T, ω) »�� ¯ � ° 3 Z�� ° 4 �
ẼP̂H

[ST 1[ST >K]|FH
t ] = Ste

(rd−rf )(T−t)ẼP̂H
[Z(T, ω)1

[d′
2<

_
B

H

t <+∞]
(

_

B
H

t )|FH
t ]

= Ste
(rd−rf )(T−t)ẼP∗

H
[1[d′

1<B∗H
T

<+∞](B
∗H
T )|FH

t ]

= Ste
(rd−rf )(T−t)

∫

B∗H
t −d′

1√
T2H−t2H

−∞

1√
2π

exp(−z
2

2
)dz = Ste

(rd−rf )(T−t)N(d∗1) (12)

:�« , d′1 =
ln(K/St)−(rd−rf )(T−t)−σ2

2 (T 2H−t2H )+σ
_
B

H

t

σ .

á�¸������ ° 3 Z�� ° 4 h�� s ,
�

(11)  (12) § © |�¢�' t b�Ö�h�a�§�c�d�p�q�e�V�h�f�Æ 5
V (St,K, T, t, σ, rd, rf , H, 1) = e−rd(T−t)ẼP̂H

[(ST −K)+|FH
t ]

= e−rd(T−t)
(

ẼP̂H
[ST 1{ST >K}|FH

t ] −K · ẼP̂H
[1{ST >K}|FH

t ]
)

= S(t)e−rf (T−t)N(d∗1) −Ke−rd(T−t)N(d∗2)

e�¤���V�¥ Z(T, ω) = (K − ST )+, o ° ¢�"���a�§�c�¼���p�e�V�± t b�Ö�h�f�g .
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