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基于定向技术距离函数的投入产出型Malmquist 指数
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(四川大学 工商管理学院 ,四川 成都 610064)

摘要 : 　指出了传统 Malmquist 指数所存在的两个局限并对其进行了修正. 修正后的 Malmquist 指数不仅
考虑以非径向的定向技术距离函数取代径向的投入Π产出距离函数 ,而且考虑了规模收益 ,从而使得
Malmquist 指数测量更准确 ,同时还测度了影响生产力进步的两个因素 :技术进步和技术效率.
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Abstract: 　The paper indicates two limitations of traditional Malmquist index , and modifies the definition and

measures of Malmquist index. The modified Malmquist index not only uses nonradial directional technology distance

function instead of radial output or input distance function but also takes scale returns into consideration , so measures

of Malmquist index are more accurate. Also it presents the measures of two factors : technical change and technical

efficiency change which have effect on productivity growth.
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1 　引言
1953 年 ,瑞典经济学家和统计学家 Sten Malmquist 在 Trabajos de Estadistica 上发表文章 ,提出了用于分

析消费的定量指数 —Malmquist 指数 ,该指数通过输入距离函数来比较两个或更多的消费群体 ,以其中一

个消费群体的无差异曲线作为参考集. 其后 Caves ,Christensen 和 Diewert (1982) 将 Malmquist 的思想用于分

析生产力增长 ,提出了 CCD 模型[1 ] ,从而极大地丰富了生产力增长的测算方法. 随着生产力增长理论研究

的发展 ,Malmquist 指数也不断地变化. BJUREK(1994 ,1996)提出不同于 CCD 模型的 Malmquist 指数[1 ] ,该指

数表示为 Malmquist 输出数量指数与 Malmquist 输入数量指数的比值 ,同期 F¾re 等 (1994) 提出基于规模收

益不变的 (FGNZ) Malmquist 指数[1 ]
,考虑到 CCD 模型忽略了规模收益的影响 , Grifell 和 Lovell (1995) 提出了

( GL) Malmquist 指数[1 ]
,Ray 和 Desli (1997) 又提出了与 FGNZ方法分解不同的 (RD) Malmquist 指数[1 ]

, Grifell

和Lovell (1999)通过对 Malmquist 指数改进 ,使之在指数本身的准确性和因素分解方法的经济解释方面又

更进了一步.

值得提出的是 ,上述的 Malmquist 指数研究都隐含有这样一个前提 :首先假定一种规模收益特征 ,其结

果可能会错误估计规模收益对生产力增长的影响 ,以致会直接影响 Malmquist 指数测算的准确性.

其次 ,上述 Malmquist 指数都是基于产出或投入的距离函数 ,仅考虑投入或产出的变化 ,而两种距离函

数下所测算的结果通常又不一致 ,甚至迥然不同. Chambers ,Chung 和 F¾re (1996a ,b ,1998) 提出定向技术距

离函数[2 ] ,该函数是 Shephard 径向距离函数[3 ] 的推广 ,可以处理投入与产出同时变化的情况 ,在传统的径



向型投入Π产出距离函数基础之上 ,提出了非径向的新思路.

本文把规模收益因素考虑到 Malmquist 指数的测算中 ,同时借鉴投入和产出同时变化的定向技术距离

函数的思想 ,提出一种新的 Malmquist 指数测算方法 ,该方法修正了 Malmquist 指数 ,并提出了技术进步和

技术效率两个因素的测量方法 ,并辅以经济解释.

2 　定向技术距离函数
令 x ∈R

N
+ 为输入向量 , y ∈R

M
+ 为产出向量 ,则生产可能集定义如下 :

T = ( x , y) :产出 y 能用投入 x 生产出来

图 1 　单投入单产出定向技术距离函数

　　假设生产可能集 T 满足 :

1) 闭集.

2) 输入Π输出可自由处理性 ,如果 ( x , y) ∈T , x′≥x , y′≤y

那么 ( x′, y′) ∈T.

3) 如果 ( x , y) ∈T 且 x = 0 ,那么 y = 0.

4) (0 ,0) ∈T 是可行的.

5) T 是凸集[4 ]
.

Chambers ,Chung 和 F¾re (1996 a , b ,1998) 提出定向技术距离

函数定义 :

D ( x , y , gx , gy ) = max{β: ( x - βgx , y +βgy ) ∈ T} ,

其中 ( gx , gy ) ≥0 为给定的方向向量 ,β是常数. 以单投入单产

出、规模收益不变情况说明 ,其经济解释如图 1 所示.

规模收益不变的生产可能集中的某一点 A ,沿方向 ( - gx , gy ) 逼近生产前沿面 T ,与前沿面的交点为

B ,显然 ,定向技术距离函数是表示在给定方向下 ,被观测点对生产前沿面偏离的测度 ,偏离越小 ,离生产

前沿面越近 ,该点的生产率水平越高 ,则 B 点坐标为 ( x
0

- D ( x , y , gx , gy ) gx , y
0

+ D ( x , y , gx , gy ) gy ) .

3 　定向技术距离函数下决策单元的规模收益特征
首先解释 4 个 N 维密度变量λ的集合 :

LAMV = λ: ∑
j

λj = 1 ,λ ≥0 , 　LAMNI = λ: ∑
j

λj ≤1 ,λ ≥0 ,

LAMND = λ: ∑
j

λj ≥1 ,λ ≥0 , 　LAMC = {λ:λ ≥0} ,

　　LAMV 中的凸性条件 ∑
j

λj = 1 表示可变的规模收益[5 ]
,LAMNI中 ∑

j

λj ≤1 和 LAMND中 ∑
j

λj ≥1 分别表

示非增的规模收益 (nonincreasing returns to scale) ,非减的规模收益 (nondecreasing returns to scale) [5 ]
,LAMC 表

示规模收益不变 (constant returns to scale)的情况[5 ]
. 考虑有决策单元集{ ( Xj , Yj ) : j = 1 ,2 , ⋯, N} ,输入向量

Xm ×N ,产出向量 Ys ×N ,假设输入向量和产出向量为非负 ,定义不同规模收益下的定向技术距离函数 :

定义 1 　规模收益不变条件下的定向技术距离函数可表示为 :

�DC ( x , y , gx , gy ) = max{β: Xλ ≤ x - βgx , Yλ ≥ y +βgy ,λ ∈LAMC } ;

　　规模收益递减条件下的定向技术距离函数可表示为 :

�DNI ( x , y , gx , gy ) = max{β: Xλ ≤ x - βgx , Yλ ≥ y +βgy ,λ ∈LAMNI } ;

　　规模收益递增条件下的定向技术距离函数为 :

�DND ( x , y , gx , gy ) = max{β: Xλ ≤ x - βgx , Yλ ≥ y +βgy ,λ ∈LAMND }.

　　根据 Hirofumi Fukuyama (2003)提出的在定向技术距离函数下判断规模收益的准则 :

定义 2 　对于任意决策单元 ( Xj , Yj ) :
[5 ]

1) 如果 �DNI ( x , y , gx , gy ) < �DND ( x , y , gx , gy ) ,则该决策单元是规模收益递减的 (DRS) .
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2) 如果 �DNI ( x , y , gx , gy ) > �DND ( x , y , gx , gy ) ,则该决策单元是规模收益递增的 ( IRS) .

3) 如果 �DNI ( x , y , gx , gy ) = �DND ( x , y , gx , gy ) ,则该决策单元是规模收益不变的 (CRS) .

4 　定向技术距离函数下的 Malmquist 指数及其测算方法
Shephard(1970)产出距离函数定义为 : D ( x , y) = min{θ: ( x , yΠθ) ∈T} , T 是生产可能集. 显然产出距

离函数只是产出向量径向变化 ,没有考虑投入和产出同时变化的情况 ,而定向技术距离函数解决了投入和

产出同时变化的非径向投影问题. 此外 ,Caves 等人 (1982)提出的 CCD 型 Malmquist 指数忽略了规模收益的

影响 ,F¾re 等论证了 CCD 型 Malmquist 指数无法准确测算 Malmquist 指数 ,其原因是假设规模收益可变 ,因

此他们提出了 FGNZ型 Malmquist 指数 ,该指数定义基于距离函数在规模收益不变的生产可能集上 , Grifell

和Lovell 的实证研究表明 ,尽管 FGNZ型 Malmquist 指数可以准确测量生产力进步情况 ,可是它不能准确测

量生产力进步的影响因素. 也就是说包括 Ray 和 Desli 提出的 RD 型 Malmquist 指数 ,总共这 5 种 Malmquist

指数都有一个共同的缺陷 ,没有充分考虑规模收益对生产力进步的影响.

定义 2 提供判断任意决策单元在不同时期规模收益特征的方法 ,已知了特定时期决策单元的规模收

益特征 ,就可以选择该规模收益特征下的定向技术距离函数计算 Malmquist 指数. 考虑 CCD 模型[1 ] 中

Malmquist 指数的定义思路 ,修正后的 Malmquist 指数定义如下 :

定义 3 　t 期 Malmquist 指数定义为 :

M
t ( x

t
, y

t
, x

t +1
, y

t +1 ) =
�D t
α ( x

t +1
, y

t +1
, gx , gy )

�D t
α ( x

t , y
t , gx , gy )

=
�D t
α ( x

t +1
, y

t +1
, gx , gy )

�D t +1
α ( x

t +1
, y

t +1
, gx , gy )

·
�D t +1
α ( x

t +1
, y

t +1
, gx , gy )

�D t
α ( x

t
, y

t
, gx , gy )

(1)

图 2 　t 期 Malmquist 指数

其中下标α为变量 ,表示由定义 2 确定的规模收益特征. ( x
t

,

y
t ) , ( x

t + 1
, y

t + 1 )分别表示 t , t + 1 时期生产可能集内某一点 ,若

定向技术距离函数的上标为 t ,则在计算时采用 t 期的生产可能

集 ;若为 t + 1 ,则采用 t + 1 期的生产可能集.

式 (1)中以生产可能集中两决策单元 ( x
t + 1 , y

t + 1 ) 、( x
t , y

t ) 在

t 期的定向技术距离函数的比值表示生产力变化 ,以同一个决

策单元 ( x
t + 1

, y
t + 1 )在 t 期和 t + 1 期定向技术距离函数的比值表

示生产前沿面的移动 ,即技术进步因子 (technical change) ,又以

( x
t + 1 , y

t + 1 ) 、( x
t , y

t )在对应时期定向技术距离函数的比值表示

决策单元效率的变化 ,即技术效率变化因子 (technical efficiency

change) .式 (1)表明 t 期Malmquist 指数可分解为两个影响因素 :技术进步因子 (technical change)和技术效率

变化因子 (technical efficiency change) .分别用 TECH和 EFFCH 表示如下.

TECH =
�D t
α ( x

t +1 , y
t +1 , gx , gy )

�D t +1
α ( x

t +1
, y

t +1
, gx , gy )

, (2)

EFFCH =
�D t +1
α ( x

t +1
, y

t +1
, gx , gy )

�D t
α ( x

t , y
t , gx , gy )

. (3)

　　图 2 表示规模收益不变条件下 t 期 Malmquist 指数、TECH 和 EFFCH 的几何意义. 方向 g 表示 ( - gx ,

gy) . 点 a ( xa , ya )表示 t 期的输入2输出向量 ( x
t

, y
t ) , d ( xd , yd ) 点表示 t + 1 期的输入2输出向量 ( x

t + 1
,

y
t + 1 ) ,生产可能集分别为 T

t 和 T
t + 1

,于是

b = a + �D T
t ( xa , ya , - gx , gy ) g = a + �D T

t ( a , g) g ,

c = a + �D T
t+1 ( xa , ya , - gx , gy ) g = a + �DT

T+1 ( a , g) g ,

e = d + �D T
t ( xd , yd , - gx , gy ) g = d + �D T

t ( d , g) g ,

f = d + �D T
t +1 ( xd , yd , - gx , gy ) g = d + �D T

t+1 ( d , g) g .
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则 :

M
t ( x

t
, y

t
, x

t +1
, y

t +1 ) =
e - d
b - a

,

TECH =
e - d
f - d

,

EFFCH =
f - d
b - a

.

　　定向技术距离函数是表示在给定方向下 ,被观测点对生产前沿面偏离的测度 ,偏离越小 ,离生产前沿

面越近 ,该点生产率水平越高 ,在 (1) 式中 ,以 ( x
t + 1

, y
t + 1 ) 与 ( x

t
, y

t ) 在 t 期定向技术距离函数的比值计算

Malmquist 指数 ,则 M
t ( x

t , y
t , x

t + 1 , y
t + 1 ) < 1 表示生产力进步 , M

t ( x
t , y

t , x
t + 1 , y

t + 1 ) > 1 表示生产力退步 ,

M
t ( x

t , y
t , x

t + 1 , y
t + 1 ) = 1 为生产力不变. 同理可知 TECH和 EFFCH 有如下性质 :

性质 1 　M
t ( x

t
, y

t
, x

t + 1
, y

t + 1 ) > 1 ,表示生产力退步 ;

M
t ( x

t
, y

t
, x

t + 1
, y

t + 1 ) = 1 ,表示生产力不变 ;

M
t ( x

t
, y

t
, x

t + 1
, y

t + 1 ) < 1 ,表示生产力进步.

性质 2 　TECH > 1 ,表示技术进步对生产力增长有贡献 ;TECH = 1 ,表示技术进步对生产力增长没有贡

献 ;TECH < 1 ,表示技术进步阻碍了生产力增长.

性质 3 　EFFCH > 1 ,表示技术效率阻碍了生产力增长 ; EFFCH = 1 ,表示技术效率对生产力增长没有贡

献 ; EFFCH < 1 ,表示技术效率对生产力增长有贡献.

定向技术距离函数 �D t
α ( x

t
0 , y

t
0 , gx , gy )用线性规划 (4)求得 :

maxβ

s. t . ∑
N

j = 1

λj y
t
rj ≥ y

t
r0 +βgy

r
, r = 1 , ⋯, s ,

∑
N

j = 1

λj x
t
ij ≤ x

t
i0 - βgx

i
, i = 1 , ⋯, m ,

λ ∈LAMα ,α = ND , NI ,或 C.

(4)

同理 �D t + 1
α ( x

t + 1
0 , y

t + 1
0 , gx , gy )可通过线性规划 (5)求得 ,

maxβ

s. t . ∑
N

j = 1

λj y
t +1
rj ≥ y

t +1
r0 +βgy

r
, r = 1 , ⋯, s ,

∑
N

j = 1

λj x
t +1
ij ≤ x

t +1
i0 - βgx

i
, i = 1 , ⋯, m ,

λ ∈LAMα ,α = ND , NI ,或 C.

(5)

而在求 �D t
α ( x

t + 1
0 , y

t + 1
0 , gx , gy )时 ,生产可能集由 T

t
= { ( x

t
, y

t ) : ( x
t
1 , y

t
1 ) , ⋯, ( x

t
0 , y

t
0 ) , ⋯, ( x

t
N , y

t
N ) }变化到

T
t

= { ( x
t

, y
t ) : ( x

t
1 , y

t
1 ) , ⋯, ( x

t + 1
0 , y

t + 1
0 ) , ⋯, ( x

t
N , y

t
N ) } ,可通过线性规划 (6)求得.

maxβ

s. t . ∑
N

j = 1 , j ≠0

λj y
t
rj +λ0 y

t +1
r0 ≥ y

t +1
r0 +βgy

r
, r = 1 , ⋯, s ,

∑
N

j = 1 , j ≠0

λj x
t
ij + λ0 x

t +1
i0 ≤ x

t +1
i0 - βgx

i
, i = 1 , ⋯, m ,

λ ∈LAMα ,α = ND , NI ,或 C.

(6)

5 　数值例子
为了说明本文方法的有效性 ,考虑单投入单产出的情况 ,取 g = (1 ,1) ,数据如表 1 所示.

根据定义 2 判断各决策单元在不同条件下的规模收益情况如表 2、3、4 所示.
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最后计算 t 期 Malmquist 指数、技术进步因子、技术效率因子 ,得结果见表 5.

表 1 　决策单元投入产出数据

DMU 1 2 3 4 5 6

( xt , yt ) (3 ,3) (4 ,9) (6 ,18) (10 ,22) (8 ,5) (8 ,16)

( x
t + 1 , y

t + 1 ) (315 ,6) (5 ,15) (7 ,21) (10 ,3) (6 ,7) (7 ,17)

表 2 　( x
t + 1

, y
t + 1 )在 t 期的规模收益

DMU �D t
NI ( x

t + 1 , y
t + 1 , gx , gy ) �D t

ND ( x
t + 1 , y

t + 1 , gx , gy ) RS

1 1. 125 0 IRS

2 0 0 CRS

3 0 0 CRS

4 6. 75 6 IRS

5 2. 75 2 IRS

6 1 1 CRS

表 3 　( x
t + 1

, y
t + 1 )在 t + 1 期的规模收益

DMU �D t + 1
NI ( x

t + 1 , y
t + 1 , gx , gy ) �D t + 1

ND ( x
t + 1 , y

t + 1 , gx , gy ) RS

1 1. 125 0 IRS

2 0 0 CRS

3 0 0 CRS

4 6. 75 6 IRS

5 2. 75 2 IRS

6 1 1 CRS

表 4 　( x
t

, y
t )在 t 期的规模收益

DMU �D t
NI ( x

t , y
t , gx , gy ) �D t

ND ( x
t , y

t , gx , gy ) RS

1 1. 5 0 IRS

2 0. 75 0 IRS

3 0 0 CRS

4 0 2 DRS

5 4. 75 4 IRS

6 2 2 CRS

表 5 　Malmquist 指数、技术进步因子、技术效率因子

DMU Malmquist 指数 TECH EFFCH

1
0
0

0
0

0
0

2
0
0

0
0

0
0

3
0
0

0
0

0
0

4
6
0

1
6
0

5 015 1 015

6 015 1 015

如表 5 所示 ,决策单元 1、2、3 生产力没有发生变化 ,决策单元 4 是生产力退步的 ,决策单元 5、6 是生

产力进步的 ;技术进步因子计算结果显示 ,所有决策单元的技术进步对生产力进步没有贡献 ;技术效率因

子结果列显示 ,决策单元 1、2、3 的技术效率对生产力进步没有贡献 ,决策单元 4 技术效率阻碍了生产力增

长 ,决策单元 5、6 对生产力进步有正的贡献.

6 　结论
经济增长理论始终是经济学家关注的热点 ,关于生产力进步的测量分为基于生产函数的参数法和以

DEA 为工具的非参数方法. 参数法的发展背景是从新古典增长理论过渡到新增长理论 ,新古典增长理论

假设规模收益不变 ,新增长理论的假设中含有规模收益递增 ,这都没有客观说明规模收益的本质对生产力

进步的影响. 以 DEA 为工具的非参数方法 ,尽管在方法本身具备优越性 ,可是仍然没有合理解决规模收益

对生产力进步测量的影响. 因而本文提出的方法至少有两个贡献 :

1) 把规模收益考虑到生产力进步的测量中来 ,使得测算生产力进步的 Malmquist 指数更加准确 ,同时

也保证了其分解部分 :技术进步因子和技术效率因子的准确性 ;

2) 传统意义下 Malmquist 指数的测算都是投入或产出单方面变化的情况 ,这样导致从投入角度和产

出角度测算的值不一致 ,把定向技术距离函数引入 Malmquist 指数的定义 ,就可以测算投入和产出同时变

化的情况 ,使 Malmquist 指数测算生产力进步更加有意义.

在判断出决策单元的规模收益特征后 ,选择准确的定向技术距离函数计算 Malmquist 指数 ,数值例子
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的结果显示 ,该指数合理解释了决策单元生产力变化的情况 ,并且其分解因素 :技术进步因子 ( TECH) 和技

术效率变化因子 ( EFFCH)也能够解释技术进步和技术效率变化对生产力进步的影响情况 ,这对非参数的

生产力进步测算方法是一个重要补充.
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