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Coordinate the disrupted supply chain based on self-organized criticality

and extreme value theory
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Power Co., LTD, Shanghai 200135, China; 3. Wuxi Electric Power Co., LTD, Wuxi 214061, China)

Abstract Research the supply chain consisting of one supplier and one retailer. Coordinate the disrupted

supply chain with transfer contract when supplier has been disrupted. To make the supplier recover capacity

from the disruption as soon as possible, the retailer affords some transfer payment. With the self-organized

criticality and extreme value theory, establish the probability of disruption. Set up the two stage model

for the disruption according to the time sequence of disruption. Show the conditions the transfer payment

should satisfy to coordinate the disrupted supply chain.
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 ã�� Ú�Ih�hâ��hæ�� 0�����6���� . �� �¡�¢�£�¤hþhÿ��hÚhô�¥ é�¦�§ þ�¨�#%$ [1],

¡�¢�¤�©hÚ ��ª�«�¬ éhðhñ 	��£�¤hÚ öh÷ [2], ¡�¢�®h��¯�°�±�²�³�° é�!�´ þhÿ���µhõ [3] ) . Xiao )�¶
¥ î�·�¸ ®hæh×��hæhûhühýhÿ�¹�º�
 Ï 	�
 ã�� Úhþhÿ�� , »�¼ 6 ¥ î�·�¸ ®hæh× ðhñ�½ Õ�¾ �hÍ � é�¿�À

 Ï 	�
 ã�� Úhþhÿ�� [4−8]. º�Á�)�Â�Ã 6�Ä�Å�Æ�Çøå�È�É�Ê�Ë ¹�º ¿�À 	�
 ã�� ýøÚhþøÿ�� [9], Ì�Í ���6�Î 
�Ï Ê�Ë ý� �Ð ¿�À 
 Ï 	�
 ã�� Úhþhÿ�� [10].ã ��Ñ ,

5�6�Ò ¹�¥ î�·�¸ ®hæ�> , Óh��# � ßhàhá�¡�¢�Ô�Õ�Ö�×�Ø�ÙhÚ «�¬ Þøÿ  
 Ï 	�
 ã�� Úhþ
ÿ�� . Ú� �Û�Ü�Ý , Nokia

½ ô�A�ÞhÚhþhÿ��h× ½�ß�à�á # ÏhÐ ��â Û�ã � ë�ä , å�º Nokia æ é�ç�è�é�ê
þhÿ�� , ë�� � � L þhÿ�� ! þ�Ø�ì , 
hþhÿ�� ¿ æ�® ��í�î þhÿ��hÚ ÏhÐ ��â [11]. Ford × Mexico Ú ½ ôï Þhþhÿ���ð è�ñhÐ�ò�óhÍ , Ford ô�õhÑ�ö�÷�ø�ù�ú���ô�õ�� � � L ë�ChÚhþhÿ�� ! þ�û�ü�Ø�ý ,

é�þ�ÿ��
þhÿ�� ����������� [12]. â�Ñ��hÚ�Ú���� é���	 , 
��Óh��#�¡�¢�Ö�×�Ø�Ù�®hæøÞ ¿�ÀøÐhÏ 	�
 ã�� Úhþ
ÿ�������E� , ��������������� 6 þhÿ���#fÚ�Ö�×�Ø�Ù�®hæhÚ������������ , �� ���� [10] ��� 6 ×�
 Ï
	�
 ã�� =�Ý é  =�� , þhÿ��hÚ������������ , ��� Ý�?� ����M ðhñ�½ Õ�¾ � Ú�Ö�×�Ø�Ù�®øæ �!� ¿�À

 Ï 	�
 ã�� Úhþhÿ��hÚ ��� . �hù .hì � ��� Ú�A�P�= ½ .

	�
 ã������ Ú�"�P�= ½�.  �Ð�#hÕ�	�
 ã�� × ½�ÆhÍ�$ � 
 Ï Ú�%�& . 	�
 ã���½�'�( ��
 Ï %�&�)
�����hÒhÚ�*�P , ù��hÕ 6�Ò ¹ ½�' Ú�%�&�+�, «�- " é #hÕ�	�
 ã�� 
 Ï Ú�%!& , ��	�
 ã�� Ú�
 Ï %�&
)!�����øÒøù ½øì!. *�P �!/ ®!0�¹!1øÖ!2!� (Extreme value theory)

�������
. 3!�!4!5 (!687:9!;!<= *�> (Self-organized criticality) ?�@�+�A�B�C $�D�E�F�G ��H�I�J , K�L $�D�G�F 1/f M�N , O G�F L�CP�Q

(Power law) R�S�T�U�*�V , W�I�X�1�Y�2�Z�[ G�\�]�^�_ U�`�a�b�?�c�d�e�f�K�U�g�L�hji�d�k�?�lm
, n�o�p�q�r�?�s�t�u�v�2�?�w�x�y�z�{�| . o�}�~j����d F���7�9�; 2�Z�����1�Y�2�Z�t���K�s�t�u�c
d�e�f�?�w�xj��?���� .

3��j�����j��U���s�t�� , U�������� 9�� ?�s�t�u , s�t�����������c�d�e�f�? \�]�� �!A�B!�����
?���[ . 3��j��������s�t�����������?���U�s�t�� , �������� �k�¡�¢�£�����¤�¥j¦�§�¨�©��� �?���U�s
t�� , n�o�ª�s�t���«���c�d�e�f�q , ������¬������®�¯�s�t�� , K�}�~�°�±�²�³�²�´�R¶µ·²�³�²�¸�¹�A�B
��>�º���[�?�»�f�¼���X!2�?!��� . b�½�¾�¿�L�h�À�Á�R ��Â �!Ã�g . Ä�U�Ã�g , s�t���p�Å�Æ�c�d�e�f�?
d!k!Ç!È!Å!Æ!É!Ê ; Ä!Ë!Ã!g!Ì!c!d!e!f!d!k , �ÎÍ!�!�!�!Ï!K!Ð!Ñ!Ò!Ó � 3 , Ô!�!�!�!Õ!Ö!s!t!�!×!Ø!ÙÚ k�¡ , ÛjÜ�s�t���Ý�s�Þ�ß�à�á , â _ U�g�Ù Ú L�h�ã�Ä�Ë�Ã!g�ä!s�t!�!Ù Ú k�¡ . 3���[ G ����å�¹�d
k�c�d�e�f�s�t�u�?�Þ�ß�à�á�X�æ�t�A�B�?�»�f .

2 çéèëêíìéîéïñðóòóôñõóöó÷ñøóùóúñûóüóýñþóÿóý������ñû����
7�9�;�< =�� > (Self-organized criticality) ��	�
�����£ Per Bak ���Ý G ?�l�� , ������������������ ��@���?���p ��� . K�T������ ��� @��j�������� �d�k"!�#"$��!? 9�% ,

7 d�&�' < =�(�)�* º . K< =�(�) ¼ , + = ?�,�-�. ��/�0�1 @��!d�k"2"2�-"-�? “ 3�4 ” e�f . ��5�T�6�3�4�e�f�K�C�h D�E!F�G
R�H�I�J , K�L�h D�G�F 1/f M�N , O G�F L�C P�Q (Power law) R�S , 7 E98 @���: F�7�9�;�< = > , ;�<
��= , > P�Q R�S�� 7�9�;�< ="� >!?�?"@"A�5 .

7�9�;�< =�� >�$�p�2 7CB!Ú"D �!p�?!U"��a Q , E�â�KF�G µIH�J�K µ:k�L�M�N µIO�P µIQj¦�e!Ô�"R� "S"T�È 1�U!6"V ?!t�� . ����� F�W ��X� �c�d�e�f"Y��
��Í�R�� F�G µZO�P�[�\��]�^�_�`�? , Ô�3���a�b ��6�c�7�9�;�< =�� >�T�U�l���d�S�e�_�f�c�d�e�f�?
w�x .g

Y�h�Z (Extreme value theory) ��i9j�w�x�X�k�d�k ,
B o�U�l�d�k�m 69n 2 \�] ?�o�p�q�r

g�s
qt >�?�u�b�����v�R�w�S�e . n

g
Y�h�Z�w�x�?�x�P�����y G ,

g
Y�h�Z���X�z�X���³�w�x�{�Z�c�d�e�f�? .

}�~ ,

g
Y�h�Z�K�|��¶µ}O�P¶µ F�G µ}~���d��������¶µ ¦ � e�Ô����� 6 '����"��?�t�� .

��Í�c�d�e�f�� 6 d�k�l m X�-�� \!] m"X�2�? � V , ����n�w�x��9��³�y ,

g
Y�h�Z�����z���Í�w�x

c�d�e�f . ��p U�� �
g
Y�h�Z , ������� U ��c�d�e�f�?

g��
R�S"���!Í����"o�p!R�S . ��5���@���� 67:9!;!< ="� > , �"�!�!@"�"<!A!B!L!C P!Q R!S , �!o"�"� G c!d!e!f!?

g"�
R!S , �!U"�!?!�!�"�"� G
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^�_ U�`�a�b�?�c�d�e�f�K�U�g�L�hji�d�k�?�l m , n�o���� � � F�6 ?�s�t�u�v�h�S�e�³�å�¹�s�t�u�?�¿
$ , ����À�Á�Â�I � : ��Ã�c�d�e�f�d�k�?�l m d�Ä \�] #�Å�Ï�K�U�`�?�Æ�Ç c @ .È ¿�?�� , 4�5�~���?�w�x , É�Ê F�G µÌË�Í�[�\¶µÌÎ�[¶µÌ2�Qj¦ µÌH�J�K¶µÌÏ����Ð�¨�[�\�Y E98 @��
Ï�K 7�9�;�< =�� > , O�Ï�K�L�C P�Q R�S [13−15], Ô�Ñ�������A�B 7�9�;�< =�� >�»�f�¼�d!k�c�d!e�f�?
s�t�u�?�å�¹�À�Á . Ò�Ó�����?�c�d�e�f�����y�$ � F"G µIË�Í�["\ µIÎ�[ µI2�Qj¦ µIH�J"K µIÏ���"Ð�¨
[�\���Ô�?�¬���Å�Õ�Ö \�] ����Ð�¨�?�s�t�u�×�e�Ø���¿"$�?�e�f . K�Ò�{�| D , ����Ù _�� ��Þ�ß�à�á�X
æ 0�1 R���Ú�Û�s�t�u�Ü���Ý�Þ�ß�à .

Y 1 = 8 ?�� , W � ��� 6 ?�c�d�e�f�Y���� 0 ��Ñ��"á�â!?�S�e"��� G d!k�?�l m , Äj��ã�©�?�ä�]
��å 6 A�5 E98 ª�c�d�e�f�d�k�L , � 6 ?�æ c @���Y�� 6�7�9�;�< =�� > , U���ç�½�?�è�é�<�� 911 e�f ,

��}�~�p�ê , ����d F�6 ����= 8 É�Ê 911 e�f�?�ë /�ì�í e�f�î�L�C P�Q R�S!? c @ . ��� , Ñ���I�Z�t
�!?!»!f!� : d!k!c!d!e!f!?!@"�"� 687:9!;!< ="� > , T"x!Í � 7IB ["\ , 2"Q ¦ï!e!Ô"�"Ô!?!c!d!e!f
��z���? .g

Y�h�Z���ð�Á���v�h�Z�?�U���R�à , ��Ó�h�U�`�ñ�Ñ�ò�r
g�s
Y�R�S � >�?�h�Z . Ä�î�Ñ�� 6�c ?�`ó î�I�Z���¼ .

��� X1, X2, · · · , Xn ��ô�õ�æ�R�S�?�o�p�q"r�Á"ö , F (x) � Xi ?�l m R�S�Æ�Ç (i = 1, 2, · · · , n), ÷
Yn = max(X1, X2, · · · , Xn), ��� Yn ?�R�S�Æ�Ç�� :

FYn
(y) = Pr{Yn ≤ y} = Pr{X1 ≤ y, X2 ≤ y, · · · , Xn ≤ y} = [F (x)]n (1)

n�ø (1) ����y G , ª 0 ≤ F (x) < 1, lim
n→∞

FYn
(y) = 0; ª F (x) = 1, FYn

(y) = 1. n�o FYn
(y) ?

g��
R�S���ù�º�R�S . � Fisher-Tippett

g��
`�h , x Yn ú�û º�q�?�o�p�q�r Zn = Yn−bn

an

?
g��
R�S ��ü �

ù�º�R�S . ��� ú�û º�q , ×�Z�ñ�Ñ�Ç�5�ß�Ì�R�S���ý�� , ª n B�þ�2�L ,

g��
R�S 6 ��¼ 3 ��H�ø : Gumbel

R�S (I ½ ), Frechet R�S (II ½ ), Weibull R�S (III ½ ).

K�A�B 7�9�;�< =�� >�?�@��j��d�k�?�c�d�e�f , Ä�d�k�ÿ�Å N d ú Å R( O�c�d�e�f�? \�] ) ��h�?P�m�c @�� N = cR−D. ����K�����v�?���Õj� , ú Å�ß�2�Y�d�ß�-�Y�R���� rmax, rmin. ÷ X = ln R, �
� 6 N = ce−DX , ��+ xmin = ln rmin.

� ÿ�Å�Þ�º � l m , 7���� 1 � X ?�R�S�Æ�Ç�� :

F (x) = Pr{X ≤ x} =

∫ x

xmin

ce−Dtdt
∫

∞

xmin

ce−Dtdt
= 1 − e−D(x−xmin) (2)

� �
g
Y�h�Zj��?�ß�2���_�±�?�`�h , ������`�ø (2) ?

g
Y�R�S�?

g��
H�ø�p�����Í�� ½�?�	�
�R�S ,

W�Ö���� 1 �
g
2�Y�?

g��
R�S��Í :

G(x) = exp{− exp[−α(x − µ)]} (3)

ø (3) ����Ç α µ µ ��� 0 ��ß�-�Ë��e���` . ��Þ�³�= , ��� 6 n ��L�h�Ñ�� ( ��� n � ) ?�������Õ ,

K�����L�h�Ñ��ji�����U��j��Í!��c!d�e!f ( ����Ï�� ) ��³�?�ß�2 \�]������ ( ������[ F�� T�� ��� �
[���Ç ), ����� � ? \�] x�Ç�� xi(i = 1, 2, · · · , n),

� Ä�¾�¿���Á���ö : x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xi ≤ · · · ≤ xn. x
Í xi, Ï�K E[G(xi)] = i

n+1 .
�

i
n+1 $�p G(xi) ?� �v , ¯�f (3) ø :

i

n + 1
= exp{− exp[−α(xi − µ)]}

O − ln(− ln i
n+1 ) = α(xi − µ).

� n ������Y���� 1 � n ��!�>�S�# ,
B q�����Ç���ß�-�Ë��e�v�"���Ç α µ µ, n�o�������U�� � �

(3) ø�[ G æ c ?
g��
R�S . ����s�t�u D ?�s�t�������#���?�ß�2 “

���
” e�f�?�a�b�� r0( ����s�t���?

¢�$���þ�#���%�ß�2�Ï����& ��� F�G �& ), ����ª “
���

” e�f�%�a�b ^�_ r0 L , < / ��Ô�c�d�e�f ( '( s�t���� � ��2 \�] %�e�f ), n�o ( s�t���%�Ø���¿�$���³"X�2)% \!] . ��c�d�e�f ( '�a�b ^�_ r0 %��� e�f ) K�U�g�L�hji�d�k�%�l m �!��Ù _ (3) ø�[�* , p�+�,�S�- , .�Ñ���o�q�%�R�wj������l m p p,/
:

p = 1 − G(ln r0) = 1 − exp{− exp[−α(ln r0 − µ)]} (4)
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3 9;:;<;=;>
b 1 = 8 .�Ñ���w�x�%�c�d�e�f�s�t�u�b�½j� , ?���@�h�Ã�g�%�æ c�A�B .

C
1 DFEFGFDFHFIFJFKFLFMFNFHFIFDFEFOFP

Q
1 R , τ0 +�S�T�U�V�.�W�X�Y�Z�X�[)\�])^)_�`)W�X)Y)Z�%)X�[)a)b�c)d�W)X)Y�Z)e�f)g)h�i)j�kl g�_�`�m�n , o�p�q�r�U�s�W�X�Y�Z�g�_�t , k�u�v�w�U�x�y�z|{}s�~���U�s�W�X�Y�Z�g������ . τ ��S�T

U�V���X�[�W�X�Y�Z�\�� , ����������[�����������g��)� . t ��S�����V�^�������W�X�Y�Z)g�T)U�V)���
����[�� ( ��� τ), s�T�U�V�g�������� , ��a� �¡�����V�^�T�U�V���¢�g�z)£�¤�¥)^�T)U�V�¦)T�g)§�¨�z© {«ª�w�� . C(τ0, τ) ��S���W�X�Y�Z�X�[�� , T�U�V�^�����[�������g)f)¬ , �® τ0 ¯ τ °�± . θ ��S��
��V���T�U�V�����[�������²��´³ (τ), µ�¶�����X�[�g�·�µ�¸�¹�f�¬ (Backorder cost). º�»�·�µ�¸�¹�f�¬
¯ X�[�W�X�Y�Z�������V�g)¼�½)¾)¿�°)± , ��a�À�ª θ Á�Â�Ã�Ä�Å , Æ�Ç�È�É�Ê�Ë�Ì�Í , Ê�Ë�Î�Ï�Ð�Ñ�ª�^
f(θ). θ Ò���Ó�Ô�Õ�Ö�T�U�V�����W�X�Y�Z�\���Ä�f�×�r�g�Ò .Ø�Ù

1
∂C(τ0,τ)

∂τ
≤ 0,

∂2C(τ0,τ)
∂τ2 ≥ 0. Ú�À�ª�Û´Ü C(τ0, τ) Á τ g´Ý�Ð�Ñ , ��������Þ�����ß�g�����f�¬

Þ�à , á�Â�â τ g�c�ã , C(τ0, τ) ä�å�g�æ�Ï�å�� .Ø�Ù
2

∂C(τ0,τ)
∂τ0

≤ 0,
∂2C(τ0,τ)

∂τ2

0

≥ 0. Ú�À�ª�Û´Ü C(τ0, τ) Á τ0 g´Ý�Ð�Ñ , p�ç�T�U�V���Ó�É�Õ�Ö�k l�è
à�g�_�`�m�n , é�ê�Ó�Ô�Õ�Ö�g�����f�¬�ë è ã , ì�á�Â�â�_�`�m�n τ0 g�c�ã , ����f�¬ C(τ0, τ) ä�å�g�æ
Ï�Ä�í .Ø�Ù

3
∂g(τ0)

∂τ0
≥ 0,

∂2g(τ0)
∂τ2

0

≥ M , î´R g(τ0) ��S�_�`�m�n�^ τ0 ��T�U�V�X�[�g�f�¬ . M ^�ï�ð�í�g�ñ
Ñ�a�ò�ó�ô�õ�ö�÷ùøûú�Ð�Ñ�^´Ý�Ð�Ñ , Ú�À�ª��´Ü g(τ0) Á τ0 g´Ý�Ð�Ñ .

3.1 ü�ý�þ�ÿ����������������	�
 ����W�X�Y�Z�g�T�U�V ¯ ����V� �f�Á�É����´R�T�U� ( ����������� ), �����´R�T�U��g
Ó�É�Õ�Ö���ô�_�`�m�n τ0 ¯ Ó�Ô�Õ�Ö���ô������)� τ . º�»��´R�T�U��g����)�)a�Ì)f���Õ)Ö , �������
U�Ú ��� Ç�Ó�Ô�Õ�Ö�������� ( ����Ä�Å�Á τ) �� .

s�»��´R�T�U��j�! , Ó�Ô�Õ�Ö�W�X�Y�Z�g�X�[�"�#������[�g�f�¬�^
min

τ
C1(τ0, τ) = C(τ0, τ) + θτ (5)

$�%
(5) g�É�Õ�"�Ñ���» 0: ∂C1(τ0,τ)

∂τ
= ∂C(τ0,τ)

∂τ
+ θ=0⇒ ∂C(τ0,τ)

∂τ
= −θ.

��� % (5) g�Ô�Õ�"�Ñ�ì�&�'�À�ª 1⇒ ∂2C1(τ0,τ)
∂τ2 = ∂2C(τ0,τ)

∂τ2 ≥ 0.

��a���ô�������� τ U�(�ï
∂C(τ0, τ)

∂τ
= −θ (6)

)�*
1 ��î�+�,�-�.�Ä�g�/�Z�0 , p�ç�Ú��������´R�g�����V�µ�¶�����¸�¹�·�µ�f�¬ θ ä�í , é�ê�Ú��

������g���ô�������� τ U�Ú�c�d .1�2 p�ç θ ä�í , 3�4 % (6), ∂C(τ0,τ)
∂τ

U�Ú�c�ã , º�» ∂2C(τ0,τ)
∂τ2 ≥ 0 á ∂C(τ0,τ)

∂τ
≤ 0, 3�4�5�6´Ý�Ð�Ñ

g�7�8 τ 9�:�c�ã .;�<
1 Û Ü p)ç)Ú�������� º »)W)X)Y)Z�"�#)g)µ)¶)�)�)¸)¹)·)µ)f)¬)ä)å , é)ê)Ú����)^�=)�)f)¬

��ã , °�>�¨���������[�� , Ç�j�"�#�î���ô���������0�? .
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î�b ��	 �´R�T�U����Ó�É�Õ�Ö�g���� τ0, c�� θ Á�Â�Ã�Ä�Å , á��g�Ê�Ë�Î�Ï�^ f(θ). Ó�É�Õ�Ö��´R
T�U��gùøûú�Ð�Ñ�Á

min
τ0

C2(τ0, τ) = g(τ0) + pEθ[C(τ0, τ) + θτ ] (7)

î R p � S T U V � Ó Ô Õ Ö X�[ W�X Y�Z g�Ê�Ë , Ú Òede� ¬ef � Ó 1 g Ìehei gejeke�e� . Eθ[C(τ0, τ)+

θτ ] ��S�p�ç�Ó�Ô�Õ�Ö�X�[�W)X�Y)Z , é�ê���c�\�� , �´R�T�U��Ó�Ô�Õ�Ö�X)[�g)f�¬)²�l . s % (7) � τ0

g�É�Õ�"�Ñ�ì $ î���» 0:

∂C2(τ0, τ)

∂τ0
=

∂g(τ0)

∂τ0
+ pEθ

[

∂C(τ0, τ)

∂τ0
+

∂C(τ0, τ)

∂τ

∂τ

∂τ0
+ θ

∂τ

∂τ0

]

m�n�%
(6)

⇒
∂C2(τ0, τ)

∂τ0
=

∂g(τ0)

∂τ0
+ pEθ

[

∂C(τ0, τ)

∂τ0

]

= 0 (8)

s % (7) ��Ô�Õ�"�Ñ :

∂2C2(τ0, τ)

∂τ2
0

=
∂2g(τ0)

∂τ2
0

+ pEθ

[

∂2C(τ0, τ)

∂τ2
0

+
∂2C(τ0, τ)

∂τ0∂τ

∂τ

∂τ0

]

(9)

3�4�À�ª 3,
%

(9) í�»�� , ��a��´R�T�U��Ó�É�Õ�Ö�k l g���ô�_�`�m�n τ0 U�(�ï
∂g(τ0)

∂τ0
+ pEθ

[

∂C(τ0, τ)

∂τ0

]

= 0 (10)

)�*
2 p�ç�Ó�Ô�Õ�Ö�W�X�Y�Z�X�[�g�Ê�Ë p ä�í , é�ê���ô τ0 ä�í .1�2 3�4)À)ª 2, ∂C(τ0,τ)

∂τ0
≤0, �)a E[∂C(τ0,τ)

∂τ0
] ≤0, �)a)Â)â p ä)í , pEθ[

∂C(τ0,τ)
∂τ0

] c)ã ( o)Ñ ), �
∂g(τ0)

∂τ0

ä�í , ��p τ0 ä�í .;�<
2 Û´Ü , p�ç���Ó�É�Õ�Ö�q�V�_�²�Ó�Ô�Õ�Ö�X�[�W�X�Y�Z���r�7�ä)å , é�ê�^�s�_�`���r���t�g�W

X�Y�Z , ���Ó�É�Õ�Ö�U�Ú�k l�è à�g�_�`�m�n . Ç % (4) ��a� �� , Ê�Ë p
l ��»�u�Ñ α { µ { r0, î´R α { µl ��»�a�]�v�Ï�W�X�Y�Z�X�[�g�w�x ¯�y b , j r0

l ��»�T�U�V�g�z�{�r�¨ .

3.2 |�}�þ�ÿ����������
��Ú�x�~´R , È�� ��	 T�U�V�����W�X�Y�Z�������k�(�ï)����V)g���� . Ú�x�~ ¯ 3.1 R�x�~�.�È����

»�¬�x�~´R�T�U�V ¯ ����V�Ç����ûg�&�����X�ô�õ���� gùøûú�Ð)Ñ , ��^�=���T�U����� ( ¬�f´R�g�T�U�
����Á���������Ã�q�0 , Ì�������T�U��g�������� ¯ �´R�����T)U�)g�����������È , Ç�j�Ì�������T�U
���r�ð�=���������ô ), ����V���T�U�V�¦�T�������� t, a�²�����T�U�V�g���� τ0 ¯ τ . ¬�g�Ì���r�ð��� Ì���T�U��=���������=���������ô�� , ������� t U�Ú�(�ï�g�/�Z .Ø�Ù

4
∂2C(τ0,τ)

∂τ2 − ∂2t
∂τ2 ≥ 0. À�ª 4 Û´Ü���ä�å�s t \�� , T�U�V�g���f�¬�Ð�Ñ Cs � :�(�ï´Ý�Ð�Ñ�g�7

8 . ������	 Ó�Ô�Õ�Ö�Ì���T�U��=�������g�/�Z , c�������r�� 1.���
1 À�ª�����V�^�T�U�V�¦�T�s�������� t, p�ç�Ì���T�U����W�X�Y�Z�X�[���g�Ó�Ô�Õ�Ö�=���s��

����ô ( ��Ì���T�U�´R�g�T�U)V�g���� τ ®��´R�T�U�´R�T�U�V�g������)È ), é�ê�������� t U�(�ï�g
/�Z�Á ∂t

∂τ
=−θ.1�2 ����� t g���¿�0 , T�U�V�Ó�Ô�Õ�Ö�����gùøûú�f�¬�Ð�Ñ�^

min
τ

Cs = C(τ0, τ) − t (11)

� % (11) s τ g�É|{ Ô�Õ�"�Ñ , ì $ É�Õ�"�Ñ���» 0,

∂Cs(τ0, τ)

∂τ
=

∂C(τ0, τ)

∂τ
−

∂t

∂τ
= 0 (12)

∂2Cs(τ0, τ)

∂τ2
=

∂2C(τ0, τ)

∂τ2
−

∂2t

∂τ2
(13)

º�» ∂2C(τ0,τ)
∂τ2 − ∂2t

∂τ2 ≥ 0, ��a ∂2Cs(τ0,τ)
∂τ2 ≥ 0. ��a�Ì���T�U�´R�g�T�U�V���Ó�Ô�Õ�Ö�g���������U�(

ï
∂Cs(τ0, τ)

∂τ
= 0 ⇒

∂C(τ0, τ)

∂τ
=

∂t

∂τ
(14)
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o�© % (6) ¯ % (14), ��ª�« ∂t
∂τ

=−θ ��Ì���T�U��=������ , c���Ì���T�U�´R�g�T�U�V������)W�X
Y�Z���k l g���������g���� τ ¯ �´R�T�U����¿�0�g�������È .

î�b ��	 ^���Ó�É�Õ�Ö�T�U��=�������g�/�Z , c�������r�� 2.���
2 À�ª�����V�^�T�U�V�¦�T�s�������� t, p�ç�Ì���T�U����W�X�Y�Z�X�[�]�g�Ó�É�Õ�Ö�=���s��

����ô ( ��Ì���T�U�´R�g�T�U�V�g���� τ0 ®��´R�T�U�´R�T�U�V�g�������È ), é�ê�������� t U�(�ï�g
/�Z�Á ∂t

∂τ0
= 0.1�2 T�U�V���Ó�É�Õ�Ö�s�» τ0 ����gùøûú�Ð�Ñ�^

min
τ0

Cs(τ0, τ) = g(τ0) + pEθ[C(τ0, τ) − t] (15)

s % (15) � τ0 g�É|{ Ô�Õ�"�Ñ ,
$ É�Õ�"�Ñ���» 0,

∂Cs(τ0, τ)

∂τ0
=

∂g(τ0)

∂τ0
+ pEθ

[

∂C(τ0, τ)

∂τ0
+

∂C(τ0, τ)

∂τ

∂τ

∂τ0
−

∂t

∂τ0
−

∂t

∂τ

∂τ

∂τ0

]

(16)

,�^ ∂C(τ0, τ)

∂τ
=

∂t

∂τ

��a (16)
%

=
∂g(τ0)

∂τ0
+ pEθ

[

∂C(τ0, τ)

∂τ0
−

∂t

∂τ0

]

= 0 (17)

∂2C(τ0, τ)

∂τ2
0

=
∂2g(τ0)

∂τ2
0

+ pEθ

[

∂2C(τ0, τ)

∂τ2
0

+
∂2C(τ0, τ)

∂τ∂τ0

∂τ

∂τ0
−

∂2t

∂τ2
0

−
∂2t

∂τ0∂τ

∂τ

∂τ0

]

º�À�ª 3⇒ ∂2C(τ0,τ)
∂τ2

0

≥ 0. o�© % (10) ¯ % (17) � � , « ∂t
∂τ0

= 0 � , Ì���T�U��Ó�É�Õ�Ö�_�`�m�n��
��®��´R�T�U��g�_�`�m�n�������È . Ò � Û´Ü�g�Á , ∂t

∂τ0
= 0 ì�.�¬��â t ® τ0 ��± , ��® , p�ç�T�U�V�Ó

É�Õ�Ö�_�`�m�n���¶ , é�ê�����V�g���������°�0�?�g�¯�° , ��ö�÷�±�±�Á�²���¯�°�Á�³�´���r�ð�ò)ó����
��� τ (�ï�����V�ß���g�]�¦�\�µ , ��a t ® τ0 \���g�±�¶�Á�d�� τ ³�´�·�¸�g , j t ® τ0 \���¬�¹�ì��º�» ±�¶ (

Q
2).¼�½ r�� 1 ¯ r�� 2 ��ª , «�����V�s�T�U�V�g���������Ð�Ñ t (�ï 1) ∂t

∂τ
= −θ; 2) ∂t

∂τ0

= 0 � , Ì��
T�U����a�=�������¾�¾ , c���Ì���T�U�´R�g�T�U�V�s�» τ0 ¯ τ g���� ¯ �´R�T�U�´R�g�T�U�V�g����
��È .��	 (�ï�r�� 1 {}r�� 2 g�Ð�Ñ t g�¿�����= % ,

��	 a�0�Ð�Ñ : t = a− θτ , î´R u ≥ a ≥ θτ , u Á����
V�g�ò�À�Á�' . Ú�Ð�Ñ�Â�:�(�ï ∂t

∂τ
= Ã θ, ∂t

∂τ0

= 0, Ä�Å�W�X�Y�Z�X�[�� , «�����V�g θ ×�r�\�� , �������
τ Þ�Æ , t Þ�ã , ��Ú�Ð�Ñ���a�s�T�U�V�Ç�f���������[���g�È�É . a

l ��®�����V ¯ T�U�V�Ê�Ë�Ì�Ë�r�¨�g
s´o , a Ò�g�í�ã�ì�.���������T�U��g�f�¬ , ��Á�����T�U�V ¯ ����V����ûg�f�¬ .

Ò � Û´Ü�g�Á : Í�:�Ç Q 1 ¸�  , t g�×�r�Á�� τ ×�r�\�] , ������Ó�Ô�Õ�Ö�W�X�Y�Z�X)[�����k)×�r
τ , Ç�j�Î�Ï���k�3�4�Ð�Ñ t = a− θτ Ð�Ñ � � t. ����Ò�Ó�Ô�¡´R , ����V���a ��� ¯ T�U�V�=�f t = a− θτ

g���Õ , :���s�T�U�V�������� T , c���É�Ö�° T 6= t, ����T�U�V�����[���� ( c�� τ ×�Ø�×�r ), :���Ù
Ñ , Ú�Û�d�Û�Ü�g�¤�¥�Ý�Þ�à�Û�Ü�g�������� , Ñ�ß�Á |T − (a − θτ)|. Ä�É�����à�g�j�k�Á�����T�U�V����
[���\�� , ����V�3�4���Õ t = a − θτ ��r���������g�£�ß .

á
2 t â τ0 ãDäDåDæ á

4 çéèéêéë
À�ª����´º�É���T�U�V ¯ É��)�)��V�ì�f)g)T�U� , T�U�V���Ó�Ô�Õ�Ö���r��)��W)X�Y)Z . o�p�Û , T

U)V)g�q�í�³�î)ú�ï)�)a�ð�z 12 ñ�ò�ó)g���� , �)¬�v�ô ( �)Ó)É)Õ)Ö ), T)U)V)ì�.�ª�õ)¬�v)Ï ( Ó)Ô)Õ
Ö ) Á�ö�÷�X�[ 12 ñ�a�µ�ò�ó , ��Á���a�_�Ð�g�Á���Ú�ø�ù 12 ñ�ò�ó�X�[�g�Ê�Ë�ú�ã , ��Á�É�û�X�[ , �
r�ü�T�U�V�g�[���ý�¸�þ���g���� , o�p�q�í�ÿ������ , �������|{ q�í�ª�w�	�
�"�#���k���'���� . ^�c�ã
W�X�Y�Z�ü�T�U�V�ý�¸�g�h�i , p�ç�É�û�X�[�W�X�Y�Z (12 ñ�a�µ�ò�ó ) � , T�U�V���a�����g�����[�� , T
U�V���v�ô���� n É�r�g�_�`�m�n τ0( o�p�`���`�ò�y�z ). À�ª�T�U�V���¬�v�ô�×�Ø�s�����a�] 10 v�²�� ,
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 v�X�[�g���þ���g “ .�& ” Y�Z ( o�p���s�©���g�ó�¨ , ����.���� 12 ñ�g�ó�¨�a�b�W�X�Y�Z , � 12 ñ�a
µ�ò�ó ) g�������Ï . ¬��´R�Ì���������������V)g��)���)� t ®�.������������ t � , T�U��g�����f�¬
a�b�����f�¬�²�l|{ T�U�V�g���ô�������� τ , ��Ó�É�Õ�Ö�T�U�V�g���ô�_�`�m�n τ0. À�ª���±�z�� ¯ u�Ñ
p�� 1 ��S .

C(τ0, τ) = 5 + 10τ2
0 − 10τ0 + 10τ2 − 10τ + 20τ0τ, θ Æ�Ç [0, 10] µ�g�����Ì�Í , g(τ0) = 10τ2

0 , t = 4− θτ.

1) Ð�Ñ�¬�v�Ï�X�[���� 12 ñ�ò�ó ( ��W�X�Y�Z ) g�Ê�Ë .��� 3�4 − ln(− ln i
n+1 ) = α(xi − µ) ��Ð�u�Ñ α { µ g�í�ã . ¬��´R n = 10.

$
−αµ = β, é�ê���Ð�x

~�Ä�^ − ln(− ln i
n+1 ) = αxi + β.


 � 1 R�g�Ñ�4�����Ç�ã���í�g�����	�à�����p�� 2 ��S .

��'���ã�Ô�����Ð�� � α = 1.93, β = −1.44.
m�n�%

(4): p = 1−G(ln 12) = 1− exp{− exp[−α(ln 12−

µ)]} = 0.16.

2) Ì�Í ��	 ��� ¯ .���������������T�U����f�¬ .Q
3 R���/�����Ì�����S�.���� t ( ����] ) ¯ ��� t � ( ����� ) g�T�U������g���f�¬ ( ����Ó�É�Õ

Ö�g�_�`�m�n�f�¬ g(τ0), Ó�Ô�Õ�Ö�����f�¬ C(τ0, τ) a�b�����V�¸�¹�·�µ�f�¬ θτ). Ç Q 3 ��a� �� :

(a) p�ç�W�X�Y�Z�e�f�g�����V�¸)¹�·)µ�f)¬ θ ©�ã , é�ê�.���� t ��T�U������f�¬�©� . ²�Á´º�»
p�ç�.���� t, T�U�V���Ó�É�Õ�Ö�g�_�`�m�n τ0 ÷�©�ã , Ç�j�Ó�É�Õ�Ö�T�U������_�`)m�n)g�f�¬�©�ã , Ó
Ô�Õ�Ö�����T�U�V�������� τ ©�Æ , ��Á´º�» θ ©�ã , Ó�Ô�Õ�Ö�T�U������f�¬�ä�å�ì�. Ü�Â , Ç�j�"�# θ

©�ã�� , .���� t ��T�U������f�¬�©� .

(b) « θ ©�í�� , .���� t ��T�U������f�¬�©�! . ²�Á´º�»�p�ç�.������������ t, Ó�Ô�Õ�Ö�T�U�V�g
������� τ ÷�ä�å . º�» θ ©�í , ��a�Ó�Ô�Õ�Ö�g�f�¬�Â�������� τ g�ä�å´Ü�Â�µ�" , ��a�����Ó�É�Õ�Ö�T
U�V�_�`�m�n�f�¬ g(τ0) ©� , ��Ó�É�Õ�Ö�®�Ó�Ô�Õ�Ö�f�¬�� ¯�# ©�! , Ç�j�"�# θ ©�í�� , .���� t ��T�U
�����f�¬�©�! . $

1 %'& 10 (')'*'('+','-'.'/'0'12'3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 104'2'3 \'5DW'6'7'8'9 (r) 10.1 9.0 10.5 9.6 7.6 12.4 13.1 9.1 9.7 11.0$

2 :';'<'='0'12'3 \'5DW'6'7'8'9 (r) 7.6 9.0 9.1 9.6 9.7 10.1 10.5 11.0 12.4 13.1

x = ln r 2.03 2.19 2.21 2.26 2.27 2.31 2.35 2.40 2.52 2.57

y = − ln(− ln i

n+1
) –0.87 –0.53 –0.26 –0.01 0.24 0.50 0.79 1.14 1.61 2.35

(c) .��)� t �)®��)� t ��� o , ²�l��)f)¬)ß>! .

Ò�Ó�µ , .���� t ��²�l���f�¬���» 1.9, ��� t ��²�l
��f�¬���» 1.6. ²�Û´Ü�d���������� , ×�Ò�r�ð�� ��?@ �=������ , ²�l���f�¬�0�? .

3) Ì Í � 	 � � ¯ . � � � � � � � ? @BA g �
ô���������C�D���ô�g�E�F�m�n .

����������������C�� ��? @�A Ó�Ô�Õ�Ö���ô����
��� τ = 0.46− 0.042θ, .�������������� τ = 0.48, Ç
j)�>C) ���.��)�)�)�)�)�)� ,

? @>A>G ���)ì�. ��	
��� A�G ·�µ�¸�¹�H�¬ , I�«���� t � , ��ô�������� τ

Â)â θ
G ä)å>I�0�? , ²)Á º »)p)ç)�)�)�)�)ä)å , é

ê ? @>A �>C>J � G �)�)�)�>K)ã , � ? @>A °�>)¨)�
������L�� .

á
3 M'N'&'<'O'P'Q'R'S'T'U'V

Ó�É�Õ�Ö ? @�A�W�X�G E�F�Y>Z τ0, ������®�.�������������� , Ì���Á 0.1 ¯ 0.02, ²�Û´Ü��������
r�ð�� ��? @�A °�>�¨���[�\�]�^�\�L�_�`�ë�a�b�c�d G E�F�ï�e�Y�Z , I�f�g�h�i�\�L�[�\�]�^�j�k�l�mG�W�X Y�Z .
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5 {}|}~
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����������������������� . �������� �¡�¢�£�¤¦¥¨§�©�ª�«�¬��®�¯ ��°�±�² ^�� ± ��³�´ , µ�j�¶�·�®
¯ ��¸�¹ ����º�����¶�»�����º ¹ ��������¼������ , µ�j�½�¾ ��¿�À ������Á���Â�Ã�Ä�Å���Æ�����º�Ç�iÈ�É

, Ê�Ë�Ì�½�¾ � ����Í�Î>Ï>Ð��>Â>Ã�Ä>Å�Ñ>Ò . Ó�Ï�Ô�Õ���g , 1) Ö�× ¹�Ø�Ù�Ú�°�±�²�Û>± �>Ü ,
¿�À

����Ý�Þ�ß�à�á�Ö�â�ã�������g�ä�Ò�å�æ ( ç�è�é�ê ), ë�������ì�í ¿�À ����Ý�Þ�ß�à�á�Ö . î�ï�ð ¹ ���ñ � ¿�À ��Ê�f�ò�������ó�ô�õ�Ý�Þ�ß>à�á�Ö , ë�����é�ê�f�â�ö���� , ÷�ø���ù�ú�û�ü�ý�Ç�i�þ�ÿ�����g��� ¡���®�¯���ò . 2) Ö�× ¹�Ø�Ù���ñ ����� ¿>À � , ÷�� ñ ��d�� ¿�À � , 	�
 ñ ��d���������Ü , ���È�É�± � °�±�²�Û Ü�������º���Â�Ã�Ä�Å�Ñ�Ò��������g�� ± ����� , ��g���� ����� ��®�¯���ò .
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