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群组 AHP 判断矩阵的一种有效集结方法
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摘要 : 　针对群决策中判断矩阵的集结问题 ,提出了一种基于 m 阶简单无向连通图理论的正互反型判
断矩阵的集结方法. 在给出了该算法的具体步骤的同时 ,通过算例分析 ,说明了该方法的实施过程及其
有效性.
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Abstract : 　To solve the aggregation problem of the judgement matrices in Group Decision2Making , An improved

aggregating method about the reciprocal matrices is presented , which is based on the theory of the m2th power graph of

simple undirected connected graph. Finally the applied steps of the proposed approach are described and numerical

examples are given to illustrate the effectivity of the method.
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1 　引言
层次分析法[1 ]作为多目标多因素决策的有效方法 ,被广泛应用于能源系统分析、城市规划、经济管理、

教育管理、科研成果评价、社会科学等众多领域. 为了使决策具有广泛的代表性 ,提高决策的有效性和准确

性 ,一个复杂的系统通常需要由多个决策者参与决策 ,通过对决策者给出的判断矩阵进行集结最终获得一

个合理的决策. 因此 ,群组决策中 AHP 判断矩阵的集结问题成为 AHP 理论研究和应用中需要解决的问题

之一[2 ] .

目前关于群决策问题的集结方法有很多 ,大体上分为直接集结个体排序和集结个体判断矩阵两大类.

关于个体排序的集结方法以文[3 ,4 ]中所提方法为主 ;关于个体判断矩阵的集结问题则一般根据不同类型

和同种类型两种情况分开讨论. 对于不同类型判断矩阵的集结通常采用预先将其进行一致化处理的方法 ,

近年来 ,有关这方面的研究已引起了重视 ,并取得了一些研究成果[5 ,6 ]
;对于同种类型判断矩阵的集结 ,以

对不确定性问题的研究见多[7～9 ] ,其中多以模糊数、区间数等为主要讨论内容 ;关于确定性判断矩阵集结

问题的研究 ,文[10 ]通过考虑随机变量的均值和方差所包含的信息 ,利用统计的方法来集结个体判断矩

阵 ,而常用的方法是由 Saaty 提出的加性集结方法和乘性集结方法[11～13 ]
. 虽然文 [3 ]指出了乘性集结方法

的优良性 ,但由此所得的判断矩阵往往不能满足一致性的要求 ,这就需要决策者重新参与判断矩阵的调整

工作 ,然而完成这项工作并不容易. 那么能否从每个判断矩阵出发 ,从中寻找规律 ,剔除那些有偏差的判

断 ,最终得到不再需要进行一致性调整的综合判断矩阵呢 ?

本文从这一角度出发 ,利用连通无向图的相关理论 ,提出了一种确定群组决策综合判断矩阵的方法 ,



并进行了相应的算例分析 ,指出了该方法的有效性.

2 　预备知识
211 　关于图的基本理论

定义 21111[14 ] 　简单图 　称 G =〈V , E〉为简单图 ,如果 G 中无环 (两端点相同的边称为环) 并且无平

行边.

定义 21112[14 ] 　连通图 　称无向图 G =〈V , E〉为连通图 ,如果 G 中每一对不同的顶点之间都有一条

路.

定义 21113[14 ] 　树 　称无向图 G =〈V , E〉为一棵树 ,如果 G 是一个无圈连通无向图.

定理 21111[14 ] 　T 是一棵树 Ζ T 中无环 ,且任何两个不同的顶点之间有且仅有一条路.

212 　AHP互反型判断矩阵及其一致性

定义 21211[1 ] 　一致矩阵 　称 A = ( aij ) n ×n为完全一致性矩阵 ,如果对 Π i , j , k ( i , j , k = 1 ,2 , ⋯, n) ,都

有 aij = aik·akj成立.

一致性正互反矩阵的性质[1 ] :

1) 若 A 一致 ,则 A
T 也一致.

2) A 的每一行均为任意指定的另一行的正数倍.

3) A 的最大特征根λmax = n ,其余特征根皆为零.

4) 若 A 的属于λmax的特征向量为 w = ( w1 , w2 , ⋯, wn ) T
,则 : aij =

wi

wj

( i , j = 1 ,2 , ⋯, n) .

5) A 的归一化右主特征向量 w = ( w1 , w2 , ⋯, wn ) T 就是它的排序权向量.

基于上述性质 ,我们容易发现 ,一个完全一致的正互反矩阵可由它的某一行 (或列) 完全确定. 结合图

的相关理论 ,熊立在文[15 ]中进一步指出 :

定理 21211[15 ] 　对于任意一个 n 阶正互反矩阵A ,从 A 中任选 ( n - 1)个满足条件 Ⅰ的元素 ,就能构造

出一个完全一致的矩阵. 其中 :

条件Ⅰ:这 ( n - 1)个元素中的任意一个元素都不能由其它 ( n - 2)个元素导出.

文[15 ]在给出上述命题的相关证明的同时 ,指出了这样的一个事实 :

满足条件Ⅰ的 ( n - 1)个元素对应着一个没有回路的连通无向简单图 G
3

. 其中 ,顶点和边的对应关系

如下 :

1) 元素 aij的下标 i , j 分别对应于 G
3 中的两个顶点 V i 和 V j .

2) 元素 aij对应于图 G
3 中两顶点 V i 和 V j 的一条关联边 eij .

3 　群组决策中正互反型判断矩阵的集结方法
为了便于下面的讨论 ,这里先给出群组决策的一般性结构. 设有 m 位专家对 n 个决策方案进行评判 ,

其中 E = { E1 , E2 , ⋯, Em }为专家决策群体 , S = { S1 , S2 , ⋯, S n }为候选的决策评价方案. 设第 k 位专家 Ek

的评价判断矩阵为A
( k)

= ( a
( k)
ij ) n ×n , 其中 , k = 1 ,2 , ⋯, m ; i , j = 1 ,2 , ⋯, n .

由于专家权重的不同可以转化为专家人数的不同[16 ]
,我们不妨假设各决策者的权重是相同的. 为了

获得一个较为合理的决策 ,需要充分考虑各决策者给出判断矩阵所反映的一致性信息. 为此 ,首先构造一

个等级偏差矩阵 E = ( eij ) n ×n ,其中 eij = ∑
1 ≤s < t ≤m

�a ( s)
ij - �a ( t)

ij ( s , t = 1 ,2 , ⋯, m) . �a ( s)
ij 代表决策者 Es 认为方

案 S i 和 S j 相比较时所反映出的重要性等级. 以 1～9 标度为例 ,标度系统总共存在 17 个不同的标度值 ,分

别对应着 17 个不同的等级 ,用自然数将这些等级依次进行编号 ,其对应关系如下 :

�a ( s)
ij =

k + 8 a
( s)
ij = k ( k = 1 ,2 , ⋯,9)

10 - k a
( s)
ij =

1
k

( k = 2 ,3 , ⋯,9)
, 　S = 1 ,2 , ⋯, m , (1)
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容易证明 : eij = eji ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n) ; eii = 0.

易见 ,等级偏差矩阵 E 比较恰当地反映了决策者所给出的不同判断矩阵间的不一致性信息.

为得到正互反型的综合判断矩阵 ,通常采用乘性综合的方法 ,但此时可能需要进行复杂的一致性调整

工作才能得到较为满意的决策. 本文认为 ,在专家判断认真程度足够高的前提下 ,一致性调整的工作是可

以避免的. 基于定理 21211 的理论 ,依据等级偏差矩阵 E 中所提供的一致性信息 ,我们可以从决策者判断

矩阵 A
( k) 中挑选出判断尽可能一致的元素 ,进而用以构成一个完全一致的综合判断矩阵 A

3 . 具体步骤如

下 :

Step 1 :对决策者 Ek 所给出的正互反型判断矩阵A
( k) ( k = 1 ,2 , ⋯, m) 进行一致性检验. 将未通过满意

一致性检验的矩阵反馈给相应的决策者重新判断 ,直至达到满意指标的要求为止.

Step 2 :依据 (1)式确定出整个决策过程的等级偏差矩阵 E.

Step 3 :从等级偏差矩阵 E 中依次挑选出等级偏差最小并且符合条件Ⅰ的 ( n - 1)个元素 e
3
ij .

Step 4 :从 A
( k) ( k = 1 ,2 , ⋯, m)中将与 e

3
ij 对应位置相同的元素取出 ,记为 a

( k) 3

ij .

Step 5 :利用加性或乘性综合方法对已取出的 ( n - 1)组元素 a
( k) 3

ij 进行集结 ,将集结结果记为 a
3
ij .

Step 6 :利用经过综合得到 ( n - 1)个 a
3
ij 建立综合判断矩阵A

3
= ( a

3
ij ) n ×n ,使用和法或 EM 法对其进行

方案最终排序.

4 　算例分析
例 1[15 ] 　假设由四位专家给出的判断矩阵分别为 :

A
(1)

=

1 7 5 4

1Π7 1 1 1Π2

1Π5 1 1 1Π3

1Π4 2 3 1

, 　　A
(2)

=

1 6 7 5

1Π6 1 1 1

1Π7 1 1 1

1Π5 1 1 1

,

A
(3)

=

1 6 8 4

1Π6 1 1 1Π2

1Π8 1 1 1

1Π4 2 1 1

, 　　A
(4)

=

1 3 2 1

1Π3 1 1Π2 1Π3

1Π2 2 1 2

1 3 1Π2 1

.

　　分析 :首先 ,通过计算可知各专家所给出的判断矩阵均通过一致性检验. 根据 (1)式可确定等级偏差矩

阵如下 : E =

0 12 20 12

12 0 3 6

20 3 0 9

12 6 9 0

. 于是 ,初步确定判断一致性程度较高的三个元素为 : a
( k)
23 , a

( k)
24 , a

( k)
34 ( k = 1 ,

2 ,3 ,4) ,按照定理 21211 中的对应关系 ,作出其对应的无向连通图 (图 1) .

图 1 图 2 图 3

由于图 1 中存在回路 V2 —V3 —V4 —V2 ,不符合条件

Ⅰ中的要求 ,因此需要对选定的三个元素进行调整. 使用

破圈法的思想 ,首先去掉回路中等级偏差较大的元素

a
( k)
34 ,此时可以补入的元素有 a

( k)
12 和 a

( k)
14 ( k = 1 ,2 ,3 ,4) .

由此得到两个水平相当的三元组 a
( k)
23 , a

( k)
24 , a

( k)
12 ( k = 1 ,

2 ,3 ,4)和 a
( k)
23 , a

( k)
24 , a

( k)
14 ( k = 1 ,2 ,3 ,4) ,其对应的无向连

通图如图 2 和图 3.

针对图 2 中的情况 ,可从 A
( k)

= ( a
( k)
ij ) n ×n ( k = 1 ,2 ,3 ,4)中提取三组元素如下 :

a
( k) 3

23 = 1 ,1 ,1 ,1Π2 ; a
( k) 3

24 = 1Π2 ,1 ,1Π2 ,1Π3 ; a
( k) 3

12 = 7 ,6 ,6 ,3 ,
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　　采用加性集结方法 ,得 : a
3

23 = 7Π8 ; a
3

24 = 5Π12 ; a
3

12 = 11Π2. 进而可构造完全一致性判断矩阵 : A
3

=

1 11Π2 77Π16 55Π24

2Π11 1 7Π8 5Π12

16Π77 8Π7 1 10Π21

24Π55 12Π5 21Π10 1

,利用 EM 法对之进行排序得归一化排序向量为 : W = (015476 , 010996 ,

011138 ,012390) T .

按照同样的方法 ,可求得图 3 所对应的方案排序为 : W = (016490 ,010773 ,010883 ,011854) T .

以上两种情况所对应的结果均与原文中所给出的专家排序 S1 > S4 > S3 > S2 完全相同.

例 2[17 ] 　假设由九位专家给出的判断矩阵分别为 :

A
(1)

=

1 7 5

1Π7 1 1

1Π5 1 1

, 　　A
(2)

=

1 6 3

1Π6 1 1Π2

1Π3 2 1

, 　　A
(3)

=

1 8 5

1Π8 1 1Π2

1Π5 2 1

,

A
(4)

=

1 5 1

1Π5 1 1Π2

1 2 1

, 　　A
(5)

=

1 9 5

1Π9 1 1Π2

1Π5 2 1

, 　　A
(6)

=

1 9 3

1Π9 1 1Π3

1Π3 3 1

,

A
(7)

=

1 6 1

1Π6 1 1Π3

1 3 1

, 　　A
(8)

=

1 9 6

1Π9 1 1Π3

1Π6 3 1

, 　　A
(9)

=

1 9 6

1Π9 1 1Π4

1Π6 4 1

.

　　依据文中所给出的方法 ,采用乘性综合的方法集结一致性较好的信息 ,最终可得方案排序向量为 W

= (017071 ,010949 ,012174) T ,而原文中经过一致性调整后所给出的排序向量为 : W = (017520 ,010786 ,

011694) T . 大量的实践证明 ,本文的方法是行之有效的.

5 　结论
本文给出了综合群组判断矩阵的一种新方法 ,通过提取专家判断中尽可能一致的信息 ,构造出一个完

全一致的综合判断矩阵. 这种方法直观、合理、有效 ,便于进行方案排序 ,而且避免了一致性调整这项复杂

工作的进行. 当然 ,该方法还有许多需要进一步探讨和扩展的地方 ,作者将在以后的研究中继续加以完善.
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