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基于整数编码遗传算法的均匀设计表构造
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摘要 :　均匀设计的核心问题是均匀设计表的合理构造 ,其实质是一个以某类均匀度为目标的优化问
题.将寻优能力极强的遗传算法引入该构造过程使均匀设计表的自动构造成为可能.研究结果表明 ,与
方幂生成向量法 ,正交设计扩展法 ,拉丁方法以及门限接受法等常用方法相比 ,基于整数编码遗传算法

的均匀设计表构造法可获得各种混合水平 , n较大的 Un ( q
s ) ( q≤n)表 ,且计算精度高 ,速度快 ,稳定性

好 ,并易与其它智能算法相结合 ,具有较高的应用价值.
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Abstract :　The key point of the uniform designs is the reasonable construction of uniform designs tables. The process

of constructing a uniform designs table is actually an optimization problem with the object of certain uniform index. The

genetic algorithm ( GA) with excellent optimizing ability is introduced to solve the problem , which tries to make it

possible to construct a uniform designs table automatically. The result of studying shows that , compared with prime

power generating2vectors methods ( PP2GVM) , extended orthogonal designs ( EOD) , Latin hypercube (LH) and

threshold accepting ( TA) , the methods of generating2vectors based on integer2coded genetic algorithm ( IGA2GVM)

has characters of good stability , high calculating precision and efficiency. With the value of application , IGA2GVM

can be used to construct any large2scale2n Un ( q
s ) ( q≤n) with any levels , and can also be combined with some

other intelligent optimization approaches.
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1　引言
试验选优是进行复杂大系统优化的一种常用方法 ,而传统的试验设计常以随机方法或定态形式形成

信息样本空间 ,其表达的精度完全依赖于随机数的均匀性和独立性.目前较为广泛应用的试验设计方法主

要有正交设计 (orthogonal designs)和均匀设计 (uniform designs , UD) ,它们都是部分试验法[1～4 ]
.其中均匀设

计自王元、方开泰 1981年提出以来 ,无论在理论上还是在实践中都得到了充分的研究和发展[5～13 ] ,并在我

国的航空航天、电子、医药、化工、纺织、冶金等领域取得了丰硕的成果和巨大的社会经济效益 ,得到了国内

外同行的高度重视.均匀设计方法基于数论中的一致分布理论 ,借鉴了“近似分析中的数论方法”这一领域

的研究成果 ,将数论和多元统计相结合 ,是属于蒙特卡罗方法的范畴.虽然与正交设计一样同属部分试验

方法 ,但均匀设计更着重在实验范围内考虑试验点散布均匀以通过最少的试验来获得最多的信息 ,因而试

验次数比正交设计法明显减少 ,这使得均匀设计特别适合于多因素多水平的试验和系统模型完全未知的
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情况 ,它已成为统计试验设计的重要方法之一.

一般文献所给的均匀设计表数量不多 ,且各表的水平数和因素数都较小 ,试验者大多只能在有限的均

匀设计表及其使用表中查用 ,不仅无法得到任意试验点数 n、因素数 s和水平数 q的均匀设计表Un ( q
s ) ( q

≤n) ,而且使用起来极为不便 ,更不利于试验设计的程序化运行 ,这极大制约了均匀设计这一优良设计方

法在更广阔应用领域的拓展.鉴于此 ,有必要根据均匀设计原理和方法进行均匀设计表的自动构造.目前

常用的构造方法有方幂生成向量法 (prime power generating2vectors method , PP2GVM) 、正交设计扩展法

(extended orthogonal designs ,EOD) 、拉丁方法 (Latin hypercube , LH)和门限接受法 (threshold accepting , TA)

等[3～5 ] ,这些方法各有优点及不足.构造均匀设计过程实质上是一个求解某均匀度指标极值的优化问题 ,

因此可以考虑将寻优能力很强的基于整数编码遗传算法 (integer2coded genetic algorithm , IGA)与生成向量

法 ( GVM)相结合进行均匀设计表的构造 (即 IGA2GVM) ,这就是本文的基本思想.

2　构造均匀设计表的生成向量法
设一个要进行 n次试验的实验 ,含 s 个因素 ,它们各自取 q ( q≤n)个水平 ,则均匀设计表为 Un ( q

s )

( q≤n) ,为方便 ,这里取等水平 q = n .该设计方案 Un ( n
s )可用一个 n行 s列的矩阵表示 ,并称这一矩阵为

均匀设计的方案阵.方案阵的每一行代表一次试验 ,每一列代表一个因素 ,各列是{1 ,2 ,⋯, n}的一个置换

(即 1 ,2 ,⋯, n的重新排列) ,每个元素代表在每次试验中对应因素所取的水平值.从几何角度看 ,如果我

们将每个因素用一个坐标轴表示 ,因素的水平值变为对应的坐标值 ,则一个 s因素 n水平的均匀设计方案

又可用散布在 s维欧氏空间中[1 , n ]
s 立方体内的 n个点表示.均匀设计方法的目的就是在试验区域内生

成均匀散布的信息样本 ,使试验者能有效地实现对搜索空间进行信息提取 ,从而得到 s维空间 ( c
s )上的具

有统计意义的最大概率点.过去的 20多年中 ,生成向量法一直是构造均匀设计表的常用方法之一[3～9 ]
,其

构造过程简述如下.

由数论的知识可知 ,对于给定的正整数 n ,小于 n且与 n互素的自然数共有 m =φ( n)个 ,这里φ( n)

是著名的 Euler函数 ,即任一正整数 n存在惟一的素数分解 n = p
r
1

1 p
r
2

2 ⋯p
r
t

t ,则φ( n)由下式确定 :

φ( n) = n 1 -
1
p1

1 -
1
p2
⋯ 1 -

1
pt

. (1)

令 Иn = { h1 , h2 ,⋯, hm }为一个包含 m个元素的正整数集合 ,其中任一元素 hj < n ,且 hj 和 n的最大公约

数为 1.同时令 uij = ihj (mod n) ,这里 (mod n)是同余运算 ,则 U = ( uij )是一个大小为 n×m的均匀矩阵U2

矩阵.给定 s < m ,则 U2矩阵取任意 s列组成的矩阵仍为 U2矩阵 ,共有
m

s
个大小为 n×s这样的子阵 ,各

子阵组成的向量 hj = ( hj
v1

, hj
v2

,⋯, hj
vs

) , v1 , v2 ,⋯, vs ∈{1 ,2 ,⋯, m}称为该均匀设计的生成向量.

由于对给定的因素数 n和水平数 s ,可产生
m

s
种均匀设计方案的 U2矩阵 ,而方案的选择不同 ,试验

的效果也大不一样 ,因此有必要给出评价各设计方案好坏的指标 ,即均匀性度量指标 ,也称均匀度函数.均

匀度越小表示方案的均匀性越好 ,常用的均匀度函数有 :偏差 D , L2 2偏差 D2 ,修正 L2 2偏差 MD2 ,中心化

L2 2偏差 CD2 ,对称 L2 2偏差 SD2 和可卷 L 2 2偏差 WD2 等
[3 ,4 ,10～12 ]

,文献 [ 4 ]对这 6 个偏差值进行了分析比

较 ,认为 MD2 , CD2 , SD2 和 WD2 较为合理 ,不失一般性 ,取 CD2 为度量指标 ,将 uij变换到 xij = (2 uij - 1)Π

2 n ,则 CD2 可由下面简化式获得 :
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. (2)

　　由于一个生成向量 hj 只能唯一地确定一个 n水平的均匀设计方案U
3
n ( h) ,故构造均匀设计实质就是
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以 hj 作为自变量 ,在共有
m

s
个组合中寻找均匀度函数最好的子阵 U

3
n ( n

s ) ,就得到最优均匀设计的一个

近似解 ,因此它是一个组合优化问题.当 m、s较大 ,如 n = 31 , s = 14时 , m =φ(31) = 30 ,则比较
30

14
≈1×

109 (文献[4 ]为 3×1021有误)个设计的工作量还是较大的.为此文献[4 ]通过寻找 U2矩阵生成元 a的方法

以减少需考察的生成向量数 ,即方幂生成向量法 (PP2GVM) .但 PP2GVM的向量选取过程较复杂 ,同时在生

成元 a对 n的次数判断上耗费大量计算时间 ,甚至可能由于幂乘数值过大造成内存溢出 ,因此有较大的

局限性.

3　基于 IGA的均匀设计表构造
如前所述 ,均匀设计过程实际是一个等价于以某种均匀度函数为目标的组合优化问题 ,因此可以引入

寻优能力很强的基于整数编码遗传算法 ( IGA)来求解.关于 IGA算法的优良性已有许多研究[14 ,15]
,这里不

再赘述.下面简述 IGA2GVM构造均匀设计表步骤.

目标函数即求均匀设计方案中心偏差 CD2 ( h)最小

min CD2 ( h) ,　h ∈ Иn . (3)

　　步骤 1　优化个体编码.由前知 ,生成向量集合 Иn = { h1 , h2 ,⋯, hm }由 n唯一确定 ,令正整数集合 J

= {1 ,2 ,⋯, m} ,J 的元素与 Иn 中元素一一对应 ,则每个生成向量 hj = ( hj
v1

, hj
v2

,⋯, hj
vs

) , v1 , v2 ,⋯, vs ∈

{1 ,2 ,⋯, m}对应于 J 的一个子集构成的正整数数列 p = ( jk | jk ∈J , k = 1 ,2 ,⋯, s) , p即为遗传算法的一个

个体 ,则 jk 为该个体的第 k个基因段 ,通过这样的编码 ,使得遗传算法对生成向量集合 Иn = { h1 , h2 ,⋯,

hm }的各种组合 ,转换为对个体 x的基因段进行各种遗传操作过程.

例如 n = 21、s = 5时 ,由欧拉函数得 m =φ( n) = 12 ,则 И21 = {1 ,2 ,4 ,5 ,8 ,10 ,11 ,13 ,16 ,17 ,19 ,20} ,对

生成向量 h′= {2 ,5 ,16 ,17 ,19}这里编码为 p′= (2 ,4 ,9 ,10 ,11) .

步骤 2　父代群体初始化.设群体规模为 M ,利用均匀随机数易产生 s个不大于 m且互异的正整数并

将其按升序排列 ,即得到一个个体 ,这样的个体共产生 M个以作为父代群体.

步骤 3　父代群体适应度评价.将个体解码为相应的生成向量 hj 并利用 uij = ihj (mod n)和 xij = (2 uij

- 1)Π2 n得到该个体的分布矩阵 xij ,将其代入式 (2)即得该个体的均匀度函数 CD2 ( h) ,个体的 CD2 ( h)值

越小 ,表示该个体的适应值越高 ,基于此将遗传算法的适应度函数定义为

F =
1

[ CD2 ( h) ]
2

+ 01001
(4)

式中 01001是为了避免 CD2 ( h)值为零时出错而设的经验值.

步骤 4　选择操作.对父代群体按适应度进行依概率 Ps 选择和依概率 Pex精英保留
[15 ] ,共获得 Ms 个

子代个体.

步骤 5　杂交操作.即在 M个父代个体中依杂交概率 Pc 任取两个体进行单点 (或多点)交叉操作 ,杂

交后新个体内的基因应保持互异并按基因值以升序排列.

步骤 6　变异操作.对 M个父代个体进行依概率 Pm 变异操作 ,同样应保持新个体的基因互异并对基

因值按升序排列.

步骤 7　演化迭代.由步骤 4至步骤 6得到 Ms + 2 M个子代个体 ,按适应度降序排列 ,并取前 M 个个

体作为新的父代群体 ,算法进入步骤 3 ,进入下一轮次的演化 ,直到指定的演化代数 Np .

以上构成了 IGA2GVM求解均匀设计表优化的全过程.

4　试验结果
现试用 IGA2GVM进行均匀设计表的优化构造 ,这里取群体规模 M = 100 ,进化代数 Np = 10 ,精英个体
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保留概率 Pex = 011 ,选择概率 Ps = 018 ,杂交概率 Pc = 1 ,即采用全体杂交 ,变异概率 Pm = 0105 ,经试验获

得了任意 n、s组合的最优生成向量 ,表 1给出了部分试验结果 ,为方便比较将文献[ 4 ]的设计方案也一同

列入表内.

表 1　不同方法构造 Un ( n
s )的中心化偏差 CD2 值及生成向量

n
s = 4 s = 5

PP2GVM IGA2GVM PP2GVM IGA2GVM

21 0. 0917 (1 5 8 19) 0. 0912 (2 5 8 20) 0. 1310 (1 4 10 13 16) 0. 1309 (2 5 8 17 20)

22 0. 0808 (1 5 7 13) 0. 0761 (6 8 10 22) 0. 1157 (1 3 5 7 13) 0. 1052 (2 13 14 15 17)

23 0. 0745(1 7 18 20) 0. 0744 (3 5 16 22) 0. 1088 (1 4 7 17 18) 0. 1086 (2 7 14 15 22)

24 0. 0679 (1 11 17 19) 0. 0631 (1 13 18 23) 0. 1422 (1 5 7 13 23) 0. 1422 (1 5 11 17 19)

25 0. 0672 (1 6 11 16) 0. 0671 (3 13 18 23) 0. 0946 (1 6 11 16 21) 0. 0946 (3 8 13 18 23)

26 0. 0700 (1 5 11 17) 0. 0699 3 (1 11 17 19) 0. 1049 (1 3 5 11 17) 0. 1048 3 (3 5 7 17 25)

27 0. 0670 (1 8 20 22) 0. 0670 (2 13 17 19) 0. 1013 (1 8 20 22 23) 0. 1013 (4 10 11 14 26)

28 0. 0703 (1 9 11 15) 0. 0703 (13 17 19 27) 0. 0993 (1 9 11 15 23) 0. 0993 (1 11 15 23 25)

29 0. 0606 (1 8 17 18) 0. 0605 3 (8 9 14 17) 0. 0901 (1 7 16 20 24) 0. 0900 3 (4 5 13 22 28)

30 0. 0559 (1 17 19 23) 0. 0531 (15 18 19 21) 0. 1301 (1 7 11 13 29) 0. 1188 (1 6 13 14 27)

　　注 : 3栏中 IGA取 M = 300、Np = 30以提高优化效果 .

由表 1的试验结果可知 :

1) IGA2GVM能够以较小的群体规模 M 和较少的进化代数 Np 得到不劣于 PP2GVM的均匀设计表 ,计

算快速、结果稳定 ,并且通过适当增大 Np、M可进一步提高计算精度 ,当然计算时间相应有所增加.

2) PP2GVM的向量选取过程较复杂 ,在生成元对 n的次数判断上耗费大量计算时间 ,甚至由于幂乘数

值过大造成内存溢出 ,而 IGA2GVM无须进行生成元判断 ,且理论上可以生成一切 s ≤n的均匀设计表 ,当

n较大 (如 n > 50)时该法的优越性体现更明显.

3)因为具有等价的均匀设计表往往不唯一 ,而过去文献中一般仅给出一个 ,且多含有不可实施的试验

点、因子与水平组合 , IGA2GVM可以同时获得若干个等价试验方案 (这里仅示例一个) ,给试验者以更大的

备择空间.

众所周知 ,遗传算法的搜索效率与其初始样本点的分布有很大的关系 ,而一般遗传算法的初始样本均

匀布点依赖于随机数的均匀性.为了比较这里给出了 s = 2 , n 分别等于 9、29时 , IGA2GVM与均匀随机数

的布点结果 ,见图 1～图 4.

( n = 9 , s = 2 , CD2 = 010614)

图 1　IGA2GVM布点结果

( n = 9 , s = 2 , CD2 = 010671)

图 2　均匀随机数布点结果
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( n = 29 , s = 2 , CD2 = 010205)

图 3　IGA2GVM布点结果
　

( n = 29 , s = 2 , CD2 = 010440)

图 4　均匀随机数布点结果
　

由图 1～图 4知 : ①IGA2GVM分布点群充分体现了均匀分散性 ,且不会产生重复试验点 ,而均匀随机

数的分布则相对杂乱、缺乏均匀性. ②IGA2GVM的每个样本点集不仅有一维和二维投影空间上的均匀性 ,

还有任意 s维投影空间上的均匀性.与均匀随机数相比 ,在固定样本大小的前提下 IGA2GVM使样本的经

验分布能很好地整体逼近样本空间总体的分布.试验还说明随着 n、s 增大 , IGA2GVM均匀性明显好于均

匀随机数的分布.

5　结语
本文提出的基于整数编码遗传算法的均匀设计构造法 ,根据均匀设计原理和方法可以自动生成任意

因素水平的均匀设计表 ,这为均匀设计方法拓展更大的应用空间提供可能.例如 ,可以将均匀设计方法与

现代智能优化算法如遗传算法、人工神经网络、模拟退火算法等相结合以增强优化性能.
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