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一种新的信息系统属性约简算法
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摘要 :　在分析目前已有基于 Rough Set的属性约简算法后 ,给出了一个新的度量属性重要性的计算公
式 ,分析了该计算公式的性质 ,然后给出了一个时间复杂度为 max{ O (| A| | U| log| U| ) , O (| A | 2 | U| ) }的
快速属性约简算法 , 最后用一个实例说明了算法的有效性.
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Abstract :　After analyzing the attribute reduction algorithm based on Rough Set that has arisen at present , a new

formula for measuring the importance of attribution was given , and the property of this formula was analyzed. Then a

new algorithm for attribution reduction was provided. The time complexity of the provided algorithm is max{ O (| A | | U

| log| U| ) , O (| A| 2 | U| ) }. At last , the efficiency of the new algorithm was illustrated with an example.
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1　引言
粗糙集理论[1 ,2 ]是一种新的处理模糊和不确定知识的数学工具 ,其主要思想是在保持信息系统的分类

能力不变的前提下 ,通过属性约简 ,导出问题的决策或分类规则 ,广泛地应用于机器学习、决策分析、过程

控制、模式识别和数据挖掘等领域[1 ,2 ]
.

信息系统的最佳属性约简是NP2hard问题 ,解决这一问题通常采用启发式搜索方法[3 ]
.文献[4 ,5 ]给出

了较好的启发函数 ,使得属性约简算法的最坏时间复杂度为 O (| A | 3 | U| 2 ) (其中| A | 表示属性的个数 ,| U

|表示信息系统对象的个数) ,文献[6 ]给出了一个最坏时间复杂度为 O (| A | 2 | U| 2 )的属性约简算法 ,使得

算法的复杂度降低一个数量级 ;文献[7 ]通过快速排序方法又将属性约简算法的最坏时间复杂度降为 O (|

A|
2
| U| log| U| ) ;文献[8 ]在研究属性重要性的计算时 ,给出了新的策略 ,使得算法的效率提高 ,但最坏时

间复杂度仍为 O (| A |
2
| U| log| U| ) .本文对文献[ 5 ]的启发函数和属性的重要性计算进行充分分析后 ,给

出了一个新的、较好的、度量属性重要性的计算公式 ,并分析了其性质 ,然后给出了一个最坏时间复杂度为

max{ O (| A | | U| log| U| ) , O (| A | 2 | U| ) }的属性约简算法 ,最后用一实例说明了新算法的有效性.

2　信息系统
定义 211　四元组 S = ( U ,A ,V , f )是一个信息系统 ,其中 U 表示对象的非空有限集合 ,称为论域 ; A

表示属性的非空有限集 ; V = ∪
a∈A

Va ,Va 是属性 a的值域 ; f 表示 U×A →V 是一个信息函数 ,它对一个对象

的每一个属性赋予一个信息值 ,即 Π a∈A , x∈U ,有 f ( x , a) ∈Va ,每一个属性子集 P Α A 决定了一个二

元不可区分关系 IND ( P) :



IND ( P) = { ( x , y) ∈U ×U | Π a ∈ P , f ( x , a) = f ( y , a) } ,

关系 IND ( P) , P ΑA ,构成了 U的一个划分 ,用 UΠIND ( P)表示 ,简记为 UΠP , UΠP中的任何元素[ x ] P =

{ y∈U| Π a∈P , f ( x , a) = f ( y , a) }称为等价类.

令 P , Q ΑA ,记 UΠP = { P1 , P2 ,⋯, Pt } , UΠQ = { Q1 , Q2 ,⋯, QS } ,若 Π Pi ∈UΠP ] ϖ Qj ∈UΠQ使 Pi Α
Qj ,并且 ΠQj ∈UΠQ ] ϖ Pi ∈UΠP ,使 Qj Α Pi ,则称 UΠP = UΠQ ;若 Π Pi ∈UΠP ] ϖ Qj ∈UΠQ 使 Pi Α Qj ,

则称 UΠP为 UΠQ的加细 ,常记为 UΠP Α UΠQ .

引理 211　在信息系统 S = ( U ,A ,V , f ) , Π Q Α P ΑA ,则有 UΠP Α UΠQ .

证明　记 UΠP = { P1 , P2 ,⋯, Pt } , UΠQ = { Q1 , Q2 ,⋯, Qs } ,任取 Pi = [ x ] P ∈UΠP ,则 Pi = [ x ] P = { y |

Π a∈P , f ( y , a) = f ( x , a) } ,由于 Q Α P ,故有 Qj = [ x ] Q = { y| Π a∈Q , f ( y , a) = f ( x , a) }使得 Pi Α Qj .

由 Pi 的任意性知 : UΠP Α UΠQ .

定义 212　设 S = ( U ,A ,V , f )为一个信息系统 , Π P Α A ,若 a∈P使得 IND ( P - { a}) = IND ( P) ,则

称属性 a在 P中是不必要的 ; 否则称属性 a在 P中是必要的.

定义 213　设 S = ( U ,A ,V , f )为一个信息系统 , Π P ΑA ,若 Π a∈P在 P中都是必要的 ,则称 P为独

立的 ,否则 ,称 P为相依的.

定义 214　设 S = ( U , A , V , f )为一个信息系统 , Π P Α A ,如果满足 IND ( P) = IND ( A ) ,且 P为独立

的 ,则称 P为 A 的一个属性约简.

3　属性的重要性分析及其计算
定义 311[5 ] 　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , Π P Α A , UΠP = { P1 , P2 ,⋯, Pt } ,知识 P的信息量定义

为 :

I ( P) = 1 -
1

| U |
2 ∑

t

i = 1
| Pi |

2
.

　　定义 312[5 ] 　设 S = ( U ,A ,V , f )为一信息系统 ,设 P ΑA , Π a∈A - P ,属性 a的重要性定义为 :

si gP ( a) = I ( P ∪{ a}) - I ( P) . (1)

　　下面以表 1所示信息系统说明上述度量属性重要性的公式不能较好地反映信息系统中属性的重要

性.

表 1　信息系统例

U a b c d e

x1 1 2 1 3 1

x2 2 3 1 3 1

x3 1 2 1 3 1

x4 2 3 1 3 1

x5 3 3 3 3 2

x6 1 2 2 1 1

x7 2 3 2 3 2

x8 3 1 3 2 2

x9 3 3 3 3 2

x10 3 1 3 2 2

属性 a将信息系统分为 :{ x1 , x3 , x6 } ,{ x2 , x4 , x7 } ,{ x5 , x8 , x9 , x10 } ;属性 b将信息系统分为 :{ x1 , x3 ,

x6 } ,{ x2 , x4 , x5 , x7 , x9 } ,{ x8 , x10 } ;属性 c将信息系统分为 :{ x1 , x2 , x3 , x4 } ,{ x6 , x7 } ,{ x5 , x8 , x9 , x10 } ;属性

d将信息系统分为 :{ x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x7 , x9 } ,{ x6 } ,{ x8 , x10 } ;属性 e 将信息系统分为 : { x1 , x2 , x3 , x4 ,

x6 } ,{ x5 , x7 , x8 , x9 , x10 }.用公式 (1)计算它们的重要性见表 2.

由表 2可知属性 d 的重要性小于 e 的重要性 ,

从直觉上这是不合理的 ,因为 d 把信息系统分为三

块 ,而 e将信息系统分为二块.从直觉上讲 ,当然希

望属性能将信息系统划分的块越多越好 ,因为这样 ,

属性约简的速度就会更快 ,也较大可能性得到最佳

约简[7 ]
.

另一方面 ,记 UΠA = { A1 , A2 ,⋯, Ak }中的块 A i

( i = 1 ,2 ,⋯, k)为基本块 ,由引理 1可知 ,任何属性

不可能再将 A i 分细 (即将 A i 的元素加以区分) ,即

任何属性不可区分 A i 中的任何两个对象.因此 ,若

有属性在信息系统上的划分中有基本块 ,则基本块

在下一次划分之前可以去掉 (因为不可能再将其细

分) ,这样将 U缩小.
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表 2　表 1中信息系统属性的重要性

a b c d e

重要性 66Π100 62Π100 64Π100 46Π100 50Π100

　　例如在表 1 中 A 将信息系统划分为 : { x1 ,

x3 } ,{ x2 , x4 } ,{ x5 , x9 } ,{ x6 } ,{ x7 } ,{ x8 , x10 } ,有 6

个基本模块.在 d的划分中有 2个基本模块{ x6 } ,

{ x8 , x10 } ,如果选中 d时 ,在 d之后加入任何属性

与 d一起构成的划分中{ x6 } ,{ x8 , x10 }不会再被划细 ,这样 ,{ x6 } ,{ x8 , x10 }在下一次划分时 ,就不必要再被

划分 ,因而 ,可以直接从 U中去掉 ,需要进一步划分的是{ x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x7 , x9 }.这样论域由原来的 10

个对象变为 7个对象了 ,在 7个对象上的划分自然比 10个对象上的划分要简单且容易 ,公式 1是无法能

体现这一性质的 ,因而 ,我们基于如下观点提出一个新的度量属性重要性的计算公式 :要求保证分类的个

数尽量多 ,且尽可能去掉更多的对象.

定义 313　( P的信息量)设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , P Α A ,则 P的信息量定义为 :

γ( P) =
| UΠP |
| UΠA |

+ω
| UP |
| U |

, 其中 0 < ω <
1

| UΠA |
, UP = ∪

P
i
∈UΠP且| P

i
ΠA| = 1

Pi .

　　定理 311　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , P ΑA , UΠP = UΠA Ζγ( P) ≥1.

证明　若 UΠP = UΠA ,显然有γ( P) ≥1 ;当γ( P) ≥1时 ,假设 UΠP≠UΠA ,由于 P Α A ,由引理 211知

UΠA Α UΠP ,即至少存在 Pi ∈UΠP使得 ΠA j ∈UΠA 有 Pi | A j (否则有 UΠA Β UΠP ,从而有 UΠA = UΠP ,这

与假设矛盾) .故| UΠP| ≤| UΠA | - 1 ,从而有

| UΠP |
| UΠA |
≤| UΠA | - 1

| UΠA |
= 1 -

1
| UΠA |

,

而γ( P) =
| UΠP|
| UΠA |

+ω
| UP |
| U|
≤| UΠP|

| UΠA |
+ω<

| UΠP|
| UΠA |

+
1

| UΠA |
≤1 -

1
| UΠA |

+
1

| UΠA |
= 1 ,与已知条件矛盾 ,

故命题成立.

从 P的信息量定义公式可知 :该公式是保证分类的个数尽可能多 ,同时尽可能去掉更多的对象.

定理 312　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 ,若 Q Α P ΑA ,则γ( P) ≥γ( Q) .

证明　由引理 211可知 : UΠP Α UΠQ ,即| UΠP| ≥| UΠQ| ,另一方面显然有| UP | ≥| UQ | ,故有γ( P) ≥

γ( Q) .

定义 314　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , P Α A , Π a∈( A - P)的重要性定义为 : sig P ( a) =γ( P∪

{ a}) - γ( P) .

定理 313　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , P Α A ,若γ( P) =γ( A) ,且 Π a ∈P有 sig P - { a} ( a) > 0 ,则

P为 A 的一个属性约简.

证明　由定理 311和 312即得.

4　属性重要性的计算方法
在文献[5 ]中给出的属性重要性的计算复杂度为 O (| U|

2 ) ,文献 [ 7 ]中给出的属性重要性的计算复杂

度为 O (| U| log| U| ) ,文献[8 ]中的属性重要性的计算复杂度为 O ( n1 log n1 + n2 log n2 + ⋯+ nk log nk ) ,其中

n1 + n2 + ⋯+ nk ≤| U| ,本文中给出一个属性重要性的计算复杂度为 O ( n′1 + n′2 + ⋯+ n′k )的计算方法.

为说明该计算方法 ,先引入如下的定理.

定理 411[7 ] 　设 S = ( U , A , V , f )为信息系统 , P Α A , Π a ∈( A - P) ,则有 : UΠ( P∪{ a}) = ∪
X∈UΠP

( XΠ

{ a}) .

这个定理说明 P∪{ a}在 U上的划分是用 a对划分 UΠP中的每一块上进一步划分得到 ,这样使得划

分可以用增量式方法进行.

定理 412　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , P ΑA , Π a∈( A - P) ,则有 :

UΠ( P ∪{ a}) = { X | X ∈UΠP且 | XΠA | = 1} ∪{ ∪
X∈UΠP且| XΠA| ≠1

( XΠ{ a}) } .

　　证明　由定理 411知 :
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UΠ( P ∪{ a}) = ∪
X∈UΠP

( XΠ{ a})

= ∪
X∈UΠP且| XΠA| = 1

( XΠ{ a}) ∪ ∪
X∈UΠP且| XΠA| ≠1

( XΠ{ a})

= { X | X ∈UΠP且 | XΠA | = 1} ∪ ∪
X∈UΠP且| XΠA| ≠1

( XΠ{ a}) .

　　该定理说明 :在 UΠP上的块 X若满足| XΠA | = 1 ,即 X ∈UΠA 为基本块 ( UΠA 中的块为基本块) ,基本

块在任意属性 a上不可区分 ,因而 XΠ{ a} = X ,这时 , X在 UΠP∪{ a}上不可改变 ,从而不可能导致出现新

的等价类 ,故可从 U中去掉 ,以减少搜索空间 ,同时又不会影响γ( P∪{ a})的值.

定理 413　设 S = ( U ,A ,V , f )为信息系统 , P ΑA , Π a∈( A - P) ,则有 :

γ( P ∪{ a}) =γ( P) +
∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
( XΠ{ a}) - | { X | X ∈UΠP且 | XΠA | ≠1} |

| UΠA |
+

ω
∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
{∪ y | y ∈ XΠ{ a}且 | yΠA | = 1}

| U |
.

　　证明

sigP ( a) =γ( P ∪{ a}) - γ( P) =
| UΠ( P ∪{ a}) |

| UΠA |
+ω

| UP∪{ a} |
| U |

-
| UΠP |
| UΠA |

- ω
| UP |
| U |

=
∪

X∈UΠP且| XΠA| =1
XΠ{ a} + ∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
( XΠ{ a})

| UΠA |
-

| { X | X ∈UΠP且 | XΠA | = 1} | +| { X | X ∈UΠP且 | XΠA | ≠1} |
| UΠA |

+

ω
∪

X∈UΠ( P∪{ a})且| XΠA| =1
X

| U |
- ω

∪
X∈UΠP且| XΠA| =1

X

| U |

=
∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
( XΠ{ a}) - | { X | X ∈UΠP且 | XΠA | ≠1} |

| UΠA |
+

ω
∪

X∈UΠP且| XΠA| =1
{∪ y | y ∈XΠ{ a}且 | yΠA | = 1} ∪ ∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
{∪ y | y ∈XΠ{ a}且 | yΠA | = 1}

| U |
-

ω
∪

X∈UΠP且| XΠA| =1
X

| U |

=
∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
( XΠ{ a}) - | { X | X ∈UΠP且 | XΠA | ≠1} |

| UΠA |
+

ω
∪

X∈UΠP且| XΠA| ≠1
{∪ y | y ∈XΠ{ a}且 | yΠA | = 1}

| U |
.

　　定理 413说明 :任意 a∈( A - P)的重要性可以在γ( P)的基础计算 ,即在 UΠP上计算.它是 UΠP上

增加的等价类个数和在从 UΠP中非基本块分离出来的所有基本块的元素的总个数来决定其属性重要性

的.由定理 413可知 ,计算 sig P ( a)只需计算 XΠ{ a} ( X ∈UΠP且| XΠA | ≠1) ,即 a在 UΠP中的非基本块 X

上的划分.由此得到的等价类增加的个数和分离出来的基本块的所有元素的总个数.

411　下面给出信息系统 S = ( U , A , V , f)中计算 XΠ{ a}的算法

输入 : X ( X∈UΠP且| XΠA | ≠1)和 a∈A - P.

输出 :由 XΠ{ a}导致增加的等价类个数 S21和所有 XΠ{ a}中的基本块的元素 B .

取桶的个数为 t = | X|

Calculate ( X , a)

{for ( i = 1 ; i < | X| + 1 ; i + + )

　将 xi ∈X放入编号为 f ( Xi , a)的桶里 ;

　统计非空桶的个数 ,记为 S ,则增加的等价类的个数为 S21 ;
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　令 B = ª;ΠΠB 存放基本块的元素.

　　for ( i = 1 ; i < S + 1 ; i + + )

　　　判断第 i个非空桶内的元素是否构成一个基本块 , 若是则将其所有元素放入 B ;

}

易知 ,算法 Calculate ( X , a)的的复杂度是 O (| X| ) .

412　下面给出信息系统 S = ( U , A , V , f)的属性约简算法

输入 :信息系统 S = ( U ,A ,V , f )

输出 :属性约简

算法 RedBasedSig()

1) 用快速排序方法计算出 UΠA .

2) R = ª:ΠΠR存放信息系统的属性约简γ( R) = 0 ;

3) 若γ( R) ≥1 ,则输出 R ,否则

4) 对任意 a∈A - R做如下处理 :

a.令 h = 0 ;ΠΠh存放由 UΠR到 UΠ( R∪{ a})增加等价类个数.

B { a} = ª;ΠΠB { a}存放由 UΠR到 UΠ( R∪{ a})增加的所有基本块的元素

b.对任意 y∈{ X| X∈UΠR且| XΠA ≠1| }做如下处理.

调用 Calculate ( y , a) ;

h = h +由 Calculate ( y , a)计算出的增加的等价类个数.

B { a} = B { a} ∪由 Calculate ( y , a)计算出的所有基本块的元素组成的集合.

c.计算 sigR ( a) =
h

| UΠA |
+ω

| B { a} |
| U|

.

5) 记 sigR ( a′) = max
a∈( A - R)

sigR ( a) ,若这样的属性不只一个时 ,则任取其一 ;

γ( R) =γ( R) + sigR ( a′) ; R = R∪{ a′} ; U = U - B′{ a} ;转步骤 3.

413　算法复杂度分析

算法 RedBasedSig()的第一步时间复杂度为 O (| A | | U | log| U| ) ;算法 RedBasedSig ()的第四步中计算

sigR ( a)的时间复杂度 ,是由 412中 Calculate ( y , a)引起.由 Calculate ( y , a)时间复杂度分析知 ,计算 sigR ( a)

的时间复杂度为 : ∑
X∈UΠR| XΠA| ≠1

O (| X| ) = O (|珚UR | ) ,其中珚UR = ∪
X∈UΠR且| XΠA| ≠1

X Α U .因而 ,算法 RedBasedSig()

的第四步的时间复杂度为 O (| A - R| |珚UR | ) .算法从第 3步到第 5步总的时间复杂度为 O (| A | | U| ) + O

(| A - 1| |珚UR
1
| ) + ⋯+ O (| A - RK| |珚UR

K
| ) ( RK为属性约简) ,因而算法最坏的时间复杂度为 O (| A | | U| )

+ O (| A - 1| | U| ) + ⋯+ O (| U| ) = O (| A |
2
| U| ) ,故算法 RedBasedSig()最坏的时间算法复杂度为 max{ O

(| A | | U| log| U| ) , O (| A | 2 | U| ) } .

5　实例分析
以表 1所示信息系统为例说明新算法的计算过程.

由表 1可知 :

UΠ{ a , b , c , d , e} = {{ x1 , x3 } ,{ x2 , x4 } ,{ x5 , x9 } ,{ x6 } ,{ x7 } ,{ x8 , x10 }} ;

UΠ{ a} = {{ x1 , x3 , x6 } ,{ x2 , x4 , x7 } ,{ x5 , x8 , x9 , x10 }}.

故 | UΠ{ a}|
| UΠ{ a , b , c , d , e}|

=
3
6

,
1

| UΠ{ a , b , c , d , e}|
=

1
6

,取ω=
1
10

= 011 <
1
6

, B { a} = ª;

故 sig ª{ a} =
| UΠ{ a}|

| UΠ{ a , b , c , d , e}|
+ 011

| B { a} |
| U|

=
3
6

+ 011
0
10

= 015.

同理可求 sig ª ( b) ,sig ª ( c) ,sig ª ( d) ,sig ª ( e) ,如表 3所示.
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表 3　各属性的重要性

a b c d e

sig ª(·) 0. 5 0. 52 0. 5 0. 53 0. 33

B {·} ª { x8 , x10 } ª { x6 , x8 , x10 } ª

由表 3可得 :sig ª{ d} = max
y∈{ a , b , c , d , e}

sig ª ( y) ,故有 : R = { d} ;γ({ d}) + 0153 ; U = U - B { d} = { x1 , x2 , x3 ,

x4 , x5 , x7 , x9 } ; ∪
X∈UΠ{ d}且| XΠ{ a , b , c , d , e}| ≠1

X = { x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x7 , x9 }.由于γ({ d}) = 0153 < 1 ,故算法转入下

一轮计算.取 a∈A - { d} ,则{ x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x7 , x9 }Π{ a} = {{ x1 , x3 } ,{ x2 , x4 , x7 } ,{ x5 , x9 }} ,由此分离

出的基本块为 :{ x1 , x3 } ,{ x5 , x9 }.故 B { a} = { x1 , x3 , x5 , x9 }.由此导致增加的等价类个数为 2.故 sig{ d} { a}

=
2
6

+ 011
| B { a} |

10
=

1
3

+ 012
4
10

= 0133 + 0104 = 0137同理可求 sig{ d} ( b) ,sig{ d} ( c) ,sig{ d} ( e) ,如表 4所示.

表 4　各属性的重要性

a b c e

sig{ d} (·) 0. 37 0. 19 0. 36 0. 17

B {·} { x1 , x3 , x5 , x9 } { x1 , x3 } { x5 , x7 , x9 } ª

由表 4可得 :sig{ d} { a} = max
y∈{ a , b , c , e}

sig{ d} ( y) ,故 : R = { d , a} ,γ({ d , a}) = 0190 , U = U - B { a} = { x2 , x4 ,

x7 } , ∪
X∈UΠ{ a , d}且| XΠ{ a , b , c , d , e}| ≠1

X = { x2 , x4 , x7 } .由于γ({ d , a}) = 0190 < 1 ,故算法转入下一轮计算.取 b∈A -

{ a , d} ,则{ x2 , x4 , x7 }Π{ b} = { x2 , x4 , x7 } ,由此分离出的基本块为 0.由此导致增加的等价类个数为 0.故

sig{ a , d} { b} = 0.同理可求 :sig{ a , d} { c} = 0120 ,sig{ a , d} { e} = 0120.由于γ({ a , d , c}) =γ({ a , d , e}) = 0190 +

0120 = 1110≥1.故{ a , d , c} ,{ a , d , e}为信息系统的约简.

6　结论
本文提出的属性约简算法 RedBasedSig()与其它算法相比较有以下优点 :1)本算法是目前属性约简算

法中时间复杂度最好的算法 ;2)在本算法中 ,没有用到求核的算法 ,实际上求一个信息系统的核是一个很

费时的算法[4 ]
. 3)在本算法中 ,随着算法的运行 ,被搜索空间 U (对象集)是以最快速度减少 ,从而使算法的

效率得到提高. 4)因为在大多数的属性约简算法中 ,都要求出 UΠA ,如果不记这一步的时间复杂性 ,与其

它一些相关的属性约简算法相比 ,我们的算法在求属性约简过程中的时间复杂度是最好的.
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