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基于偏微分方程的离心泵叶片反设计方法

张人会 杨军虎 李仁年
（兰州理工大学流体动力与控制学院，兰州７３００５０）

【摘要】 为实现离心泵叶片的参数化优化设计，将微分方程分别应用于叶轮的轴面设计及叶片空间曲面的生

成，首先用４次犅犲狕犻犲狉曲线控制叶轮轴面，用偏微分方程方法生成轴面流线及准正交线，其次用偏微分方程的方法

来生成离心泵叶片空间曲面，根据叶片型线方程，利用控制叶片安放角的分布规律来控制叶片边界上点的圆周角

坐标，从而控制微分方程的边界条件，最后达到控制叶片形状的目的。实现了叶片的参数化设计。采用梯度优化

的方法将正问题的计算结果用于反问题中对叶片型线的更新，实现了泵叶片的优化设计。应用实例表明提出的离

心泵叶片反设计方法是可行的。

关键词：泵叶片 优化设计 反问题 偏微分方程

中图分类号：犜犎３１１ 文献标识码：犃

犐狀狏犲狉狊犲犇犲狊犻犵狀犕犲狋犺狅犱狅犳犆犲狀狋狉犻犳狌犵犪犾犘狌犿狆犅犾犪犱犲犅犪狊犲犱狅狀犘犇犈犕犲狋犺狅犱

犣犺犪狀犵犚犲狀犺狌犻 犢犪狀犵犑狌狀犺狌 犔犻犚犲狀狀犻犪狀
（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犉犾狌犻犱犘狅狑犲狉犪狀犱犆狅狀狋狉狅犾，犔犪狀狕犺狅狌犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犔犪狀狕犺狅狌７３００５０，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋

犐狀狅狉犱犲狉狋狅犻犿狆犾犲犿犲狀狋狋犺犲狆犪狉犪犿犲狋狉犻犮狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犱犲狊犻犵狀狅犳犮犲狀狋狉犻犳狌犵犪犾狆狌犿狆犫犾犪犱犲，狋犺犲狆犪狉狋犻犪犾

犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狑犪狊狌狊犲犱狋狅犱犲狊犻犵狀狋犺犲犻犿狆犲犾犾犲狉犿犲狉犻犱犻犪狀狆犾犪狀犲犪狀犱狋犺犲３犇犫犾犪犱犲狊狌狉犳犪犮犲．犉犻狉狊狋犾狔，

狇狌犪狉狋犻犮犅犲狕犻犲狉犮狌狉狏犲狑犪狊犲犿狆犾狅狔犲犱狋狅犱犲狊犻犵狀狋犺犲犿犲狉犻犱犻犪狀狆犾犪狀犲，犪狀犱狋犺犲狀狋犺犲狆犪狉狋犻犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾

犲狇狌犪狋犻狅狀狑犪狊犻狀狋狉狅犱狌犮犲犱狋狅狆狉狅犱狌犮犲狋犺犲狅狉犻犵犻狀犪犾狊狋狉犲犪犿犾犻狀犲犪狀犱犿犲狉犻犱犻犪狀狇狌犪狊犻狅狉狋犺狅犵狅狀犪犾犾犻狀犲狊．

犛犲犮狅狀犱犾狔，狋犺犲狆犪狉狋犻犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狑犪狊狌狊犲犱狋狅犵犲狀犲狉犪狋犲狋犺犲犮犲狀狋狉犻犳狌犵犪犾狆狌犿狆犫犾犪犱犲狊狌狉犳犪犮犲．

犃犮犮狅狉犱犻狀犵狋狅狋犺犲犫犾犪犱犲狊狋狉犲犪犿犾犻狀犲犲狇狌犪狋犻狅狀，狋犺犲犪狀犵狌犾犪狉犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狅犳犱犻狊狆犲狉狊犲犱狆狅犻狀狋狊狅狀狆狌犿狆犫犾犪犱犲

犫狅狌狀犱犪狉狔狑犪狊犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犳狉狅犿狋犺犲犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊狅犳犫犾犪犱犲犪狀犵犾犲狅狀犫狅狌狀犱犪狉狔．犆狅狀狊犲狇狌犲狀狋犾狔狋犺犲

犫狅狌狀犱犪狉狔狏犪犾狌犲狅犳狋犺犲狆犪狉狋犻犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狑犪狊犱犲狋犲狉犿犻狀犲犱．犜犺犲犫犾犪犱犲狊犵犲狅犿犲狋狉犻犲狊狑犪狊

犮狅狀狋狉狅犾犾犲犱犫狔犪犱犼狌狊狋狋犺犲犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳狋犺犲犫犾犪犱犲犪狀犵犾犲犪犾狅狀犵犺狌犫犪狀犱狊犺狉狅狌犱．犜犺犲狉犲犾犪狋犻狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲

３犇犿狅犱犲犾狅犳狆狌犿狆犫犾犪犱犲犪狀犱狋犺犲狆狌犿狆犱犲狊犻犵狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狑犪狊犫狌犻犾狋，狋狅犪犮犺犻犲狏犲狋犺犲狆犪狉犪犿犲狋狉犻犮犱犲狊犻犵狀

狅犳狆狌犿狆犫犾犪犱犲．犜犺犲犵狉犪犱犻犲狀狋狅狆狋犻犿犻狕犻狀犵犿犲狋犺狅犱狑犪狊犻狀狋狉狅犱狌犮犲犱狋狅狉犲犪犾犻狕犲狋犺犲狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狅犳狆狌犿狆

犫犾犪犱犲．犜犺犲犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狅犳狋犺犲犳犾狅狑犳犻犲犾犱狑犪狊狌狊犲犱狋狅狉犲狀犲狑狋犺犲狊犺犪狆犲狅犳狆狌犿狆犫犾犪犱犲．犜犺犲

犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犮犪狊犲狊犺狅狑狊狋犺犪狋狋犺犲狆狉犲狊犲狀狋犲犱犻狀狏犲狉狊犲犿犲狋犺狅犱狅犳犮犲狀狋狉犻犳狌犵犪犾狆狌犿狆犫犾犪犱犲犻狊狉犪狋犻狅狀犪犾．

犓犲狔狑狅狉犱狊 犘狌犿狆犫犾犪犱犲，犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犱犲狊犻犵狀，犐狀狏犲狉狊犲狆狉狅犫犾犲犿，犘犪狉狋犻犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀

收稿日期：２００８ １１ １３ 修回日期：２００８ １１ ２４

甘肃省自然科学基金资助项目（３犣犛０６２ 犅２５ ０３８）

作者简介：张人会，讲师，博士生，主要从事流体机械内部流动、性能及其犆犃犇的研究，犈犿犪犻犾：狕犺犪狀犵狉犺＠犾狌狋．犮狀

引言

随着流动模拟技术的发展，离心泵内流的正问

题研究发展迅速，已经可以实现叶轮内流的全三维

湍流工程计算；但由于反问题的复杂性，反问题的发

展仍非常缓慢。目前，流体机械叶片的工程设计方

法仍然采用传统的一元、二元设计理论［１～４］，而且

设计出的叶轮性能对设计者设计经验有很大的依赖

性。目前虽然有一些研究者在叶轮的优化设计及叶

片的正反问题迭代等方面进行了研究［５］，但是这些

方法仍然存在很大的不足，如叶片几何形状的控制、



修改不便，计算量大及寻优过程中还可能出现局部



最优的情况等。所以发展叶轮快速、便捷的反设计

方法迫在眉睫，本文提出采用偏微分方程（犘犇犈）的

方法来设计离心泵叶片，把离心泵叶片的几何设计

问题转换为偏微分方程的边值问题来求解。

１ 反问题的数学模型

用偏微分方程（犘犇犈）构造曲面的方法最早是由

英国利兹大学的犅犾狅狅狉等人提出的
［６～７］，它是用一

组椭圆偏微分方程来设计曲面。假设在三维空间

中，犡＝犡（狓（狌，狏），狔（狌，狏），狕（狌，狏））表示曲面上

的点，其中狌，狏为参数，而且三维空间上的点满足

犿 阶微分方程

犔犿狌，狏（狓）＝犉（狌，狏） （１）

式中 犔犿狌，狏———以狌，狏为自变量的犿 阶微分算子

犉（狌，狏）———以狌，狏为自变量的函数

（
目前大多采用如下的调和方程

２

狌２
＋犪２

２

狏
）２
犿

犡（狌，狏）＝０ （２）

其中，狌，狏为计算域内的二维曲线坐标。由于该偏

微分方程为平衡态方程，加上边界条件即构成了边

值问题，由偏微分方程知识可知，只要边界条件足够

光滑，则调和方程边值问题的解具有很好的光滑性，

其中参数犪用来控制狌、狏方向的相对光顺率。

离心泵叶片的设计实际上可以看作是一个功能

曲面设计问题，只要给定边界条件通过求解式（２）就

可以构造出叶片曲面。

所以此时叶片设计问题转换为给定边界条件下

的偏微分方程的求解问题，而且叶片设计的关键在

于控制边界条件，使得所生成的叶片曲面具有较好

的水力性能。由于泵叶片的反问题一般都是以叶轮

轴面为基础，对于叶轮轴面的设计可以用４次

犅犲狕犻犲狉曲线来设计前后盖板流线，４次犅犲狕犻犲狉曲线的

５个控制点犘０、犘１、犘２、犘３、犘４，其中犘０、犘１、犘２三

点共线，犘２、犘３、犘４三点共线。由犅犲狕犻犲狉曲线的性

质可知，在首、末控制点处犅犲狕犻犲狉曲线与特征多边形

的两边相切，分别在直线段犘０犘２、犘２犘４上移动犘１、

犘３点来调整流线形状。利用椭圆偏微分方程的网

格技术来离散叶轮轴面生成初始的流线及准正交线

（狕（狌，狏），狉（狌，狏））（图１）。

Δ

２
ξ犻＝犘犻 （３）

而三维空间上的叶片实际上可以表示为犡＝

犡（狕（狌，狏），狉（狌，狏），θ（狌，狏）），所以叶片曲面可表

示为叶轮轴面上关于θ的犿

（
阶微分方程

２

狌２
＋犪２

２

狏
）２
犿

θ（狌，狏）＝０ （４）

边界条件的给定要取决于方程的阶数，通常犿 可取

１，２。犿＝１时，方程为二阶椭圆型偏微分方程，所

构造曲面的为犆０曲面；犿＝２时所构造的曲面为

犆１曲面。取犿＝１

（
，则边界条件能方便地给出

２

狌２
＋犪２

２

狏
）２θ（狌，狏）＝０

θ（０，狏）＝θ１（狏）

θ（狌，０）＝θ２（狌）

θ（１，狏）＝θ３（狏）

θ（狌，１）＝θ４（狌

烅

烄

烆 ）

（５）

如取犿＝２，则微分方程为４

（

阶偏微分方程

４

狌４
＋２犪２

４

狌２狏２
＋犪４

４

狏
）４θ＝０ （６）

其边界条件除满足式（４）给定的第一类边界条件外，

还需给定因变量在边界上犖犲狌犿犪狀狀边界条件，即圆

周角坐标θ在边界上的法向导数。

图１ 叶片的轴面图

犉犻犵．１ 犕犲狉犻犱犻犪狀狆犾犪狀犲狅犳狋犺犲狆狌犿狆犫犾犪犱犲

２ 边界条件及其优化设计

２１ 边界条件的确定

由上述叶片数学模型可知，要设计出叶片曲面，

必须首先给出微分方程的边界条件，也即在叶片边

界上点的圆周角坐标θ值。由叶片的型线方程

犱θ＝犱狊／（狉狋犪狀β）可知，要求前、后盖板上的圆周角的

分布，则必须先求出狉（狊）和β（狊）的分布。由于叶

轮轴面已知，所以叶片边界上的狉（狊）的关系已知，

只要确定前、后盖板流线上的叶片安放角β的分布

即可确定其θ边值。由叶片设计知识可知一般β分

布应单调，这里提出采用如下的分布函数来控制

β犻＝β＋（β２－β１ ［）犘狊犻狊＋（１－犘）
狋犪狀犺（犙狊犻／狊）

狋犪狀犺 ］犙

（７）

其中控制参数犘用来控制非线性度；犙用来控制阻

尼系数，β１、β２可由叶轮的水力设计得到，狊犻、狊可由

叶轮轴面的数值化设计得到，由安放角β的分布及

叶片型线方程积分即可得到θ的分布，所以叶片包

角也由此确定。
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由上述的叶片反问题方法，用二阶椭圆型偏微

分方程方法可以构造出叶片表面，叶片加厚时可以

将该曲面作为叶片的工作面，由该曲面向叶片的背

面加厚，叶片的实际厚度δ可由水力设计按流线给

定，其加厚时可根据其实际厚度δ与圆周厚度狊狌的

关系按圆周厚度进行加厚操作，其中狊狌表达式中轴

面流线与轴面截线的夹角λ可近似用图１所示初始

轴面流线与准正交线的夹角来替代，而且由计算流

体力学中网格理论可计算其夹角λ满足

犮狅狊λ＝
犵１２

犵１１犵槡 ２２

（８）

其中，张量犵＝
犵１１ 犵１２

犵２１ 犵
［ ］

２２

为曲线坐标系的度量张

量［８］，根据已有的叶轮轴面网格（图１）能求出其张

量犵犻犼，所以叶片表面各点的圆周厚度不难求得。根

据上述方法，将得到叶轮叶片工作面和背面的离散

数据点云导入三维造型软件犘狉狅／犈，进行曲面拟合，

即可得到泵叶轮的三维实体造型。

２２ 优化设计

根据上述的数值叶片模型，给定微分方程在轴

面计算域上的边值条件，就能生成三维叶轮实体，

前、后盖板上的边值可由提出的式（７）控制，叶片进

口边在同一轴面上，出口边上圆周角从前盖板到后

盖板线性变化，这样就可以由４个自变量来定义叶

片形状，犡＝［犘狊，犙狊，犘犺，犙犺］
犜。以泵的设计工况点

效率最高为目标函数，为保证设计流量点扬程恒定，

叶片进、出口安放角由水力设计得到。由于η＝

γ狇犎／（犕ω），所以优化问题的目标是确定叶片前、

后盖板流线在进、出口之间最优的安放角分布，使得

其叶片在额定转速时产生的水力损失最小，目标函

数为极小值问题

犐犿犻狀＝１－γ狇犎／（犕ω） （９）

式中的犎、犕 均为数值计算结果，沿着目标函数梯

度的反方向更新设计变量犡。

犡狀＋１＝犡狀－λ犌犡狀犈 （１０）

Δ犐＝犌犜Δ犡 （１１）

设计变量犡＝［犘狊，犙狊，犘犺，犙犺］
犜，其中犘狊、犙狊、犘犺、

犙犺为式（７）中的控制参数，分别用来调控前、后盖

板流线上的安放角分布，沿梯度方向更新设计变量

犡后，再依据前面提出的微分方程的边值问题的数

值解即可达到更新叶片几何形状的目的。目标函数

的梯度矢量犌犜的计算较困难，矢量犌犜有４个分

量，每计算一个分量犌犻（犻＝１，２，３，４）都要修改一次

叶型，并且要计算修改叶片之后的流场，所以计算一

次目标函数的梯度就需要多次求解流场，计算量较

大。泵叶轮内流的计算可采用现有的商用犆犉犇软

件进行流动模拟，计算精度一般均能满足工程要求。

计算模型应用三维不可压湍流犖犪狏犻犲狉 犛狋狅犽犲狊方

程、犚犖犌犽 ε两方程湍流模型、考虑壁面效应，在

近壁处采用壁面函数。这样根据提出的离心泵叶片

的微分方程模型进行犆犃犇实体造型，并将正问题的

计算结果用于反问题中对叶型的修改，实现犆犃犇／

犆犉犇的紧密结合。

３ 算例

运用本文提出的反问题方法，对已完成的水力

模型设计进行反问题计算，其基本设计参数为：犙＝

２００犿３／犺，犎＝２０犿，狀＝１４５０狉／犿犻狀，η＝７９％，依

据上述反设计方法，由泵的水力设计可得到叶轮的

轴面图（图１），叶轮轴面图的生成及其离散均可通

过自编软件程序实现，反问题模型的求解也需编制

计算程序。最后通过求解二阶椭圆型偏微分方程的

边值问题可以构造出叶片的三维实体模型，由该三

维叶片模型也可生成叶片背面剪裁图如图２所示。

利用犉犾狌犲狀狋软件对叶轮内流进行数值计算，得到泵

外特性曲线如图３所示（叶轮１），计算效率对设计

变量犡的梯度，并沿着该梯度方向更新叶片实体造

型，最后得到离心泵性能曲线如图３所示（叶轮２），

得到叶轮的最优设计，计算流程如图４所示。最优

工况点与设计流量点重合，最高效率达到设计要求。

图２ 犘犇犈方法设计出的叶片剪裁图

犉犻犵．２ 犆犾犻狆狆犻狀犵犱狉犪狑犻狀犵狅犳狋犺犲狆狌犿狆犫犾犪犱犲

犱犲狊犻犵狀犲犱犫狔犘犇犈犿犲狋犺狅犱

图３ 初始设计及优化设计后离心泵的性能曲线

犉犻犵．３ 犘狌犿狆狆犲狉犳狅狉犿犪狀犮犲犳狅狉狋犺犲犻狀犻狋犻犪犾犻狕犲犱犲狊犻犵狀

犪狀犱狋犺犲狅狆狋犻犿狌犿犱犲狊犻犵狀
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图４ 离心泵叶轮反设计计算流程

犉犻犵．４ 犉犾狅狑犮犺犪狉狋狅犳狋犺犲犻狀狏犲狉狊犲犱犲狊犻犵犺狅犳

犮犲狀狋狉犻犳狌犵犪犾犻犿狆犲犾犾犲狉

４ 结束语

（１）提出了一种基于椭圆型偏微分方程的离心

泵叶片反问题方法，把离心泵叶片设计问题转换为

数学上的偏微分方程的边值问题，实例研究表明该

提出的方法是可行的。

（２）基于犘犇犈 的叶片设计方法克服了传统设

计方法中叶片几何形状的控制、修改等诸多的不便，

能够实现叶片的参数化设计，克服了传统设计方法

中用烦琐的二维木模图表示三维扭曲叶片时存在的

缺陷。

（３）该反设计方法实现了基于效率目标函数梯

度的优化设计，将正问题的计算结果用于反问题中

对叶型的更新，并将水力机械的水力设计、三维实体

造型及流场的犆犉犇 分析三者紧密结合，实现叶片

反问题的快速求解，数值试验表明该方法是有效的。
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