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基于随机变量相似度的 ICA 方法 
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摘  要：从随机变量(微分)熵的概念出发，定义了随机变量的相似度，讨论了用求相似度极点的方法实现观测数据

线性组合非高斯性 大化，从而串行估计独立分量分析(ICA)模型中的独立分量的原理和算法。对非多项式矩定理

进行了更为一般化的证明，以此定理为根据阐明了以一般的非二次型光滑偶函数的数学期望近似代替相似度的可行

性。给出梯度算法中的符号因子计算公式，避免了现有的相应算法中符号因子计算公式与目标函数之间的矛盾。通

过与极大似然 ICA 方法对比，表明所定义的相似度就是在预白化条件下单个源变量的极大似然函数。 
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Abstract: This paper defines analogy measure of two random variables, and discusses the principle and algorithm 
of maximizing non-Gaussianity of observed data with a linear transformation to estimate independent components 
serially. It also proves the non-polynomial moment theorem by a generalized way, and states the feasibility that 
substitutes the analogy with the expectation of a non-quadratic smooth even function based on the theorem. A 
formula to compute sign of above algorithm is given. The algorithm overcomes the contradiction between the 
objective function and the sign computation formula.Comparing with Maximum likelihood ICA, the analogy is 
Maximum likelihood function of single source under pre-whited.   
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1  引言  

独立分量分析 ICA 方法大致可分成两大类：串

行 ICA 和并行 ICA。串行 ICA 基于独立分量的非

高斯性，逐个分离出非高斯型独立分量。分离出的

各个非高斯型分量之间的相互独立性，是通过使分

离阵(解混阵)中的各个行向量之间保持正交来实

现。这种 ICA 方法允许源变量中 多有一个为高斯

型的。并行 ICA 通过对观测向量的线性变换，使变

换后的观测向量与一个估计的源向量之间的

Kullback 距离 小化，从而得到源向量的一个估计。

而该估计与实际源向量的相似程度(不考虑各分量

标度、正负号和顺序的差异)，与在算法中采用的独

立分量的密度函数的近似程度有很大关系 [1 4]− 。 
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ICA 方法一般包括目标函数和算法(数值解法)
两部分内容。串行 ICA 的目标函数有峰态(绝对值)、
负熵的近似以及一般非线性函数的数学期望等 
等[5,6]。许多 ICA 方法采用非线性函数的数学期望作

为目标函数，原因在于通过合理地选择非线性函数

可以获得良好的韧性[5]。然而，关于这种目标函数在

ICA 中作用机理的研究还不够充分，例如，在应用

中会遇到什么矛盾，它的产生原因等等都尚待研究。

因此有的文献[7]提出应当把类似上述问题作为 ICA
的一个理论问题加以研究。本文将就上述问题展开

讨论。 
考虑基本 ICA 问题，其数学模型为 

=x As                  (1) 

式中 T
1 2[ , , , ]Ns s s=s 是由N 个相互独立的随机变

量构成的向量，称为源向量，其中 多有一个为高

斯分布； T
1 2[ , , , ]Nx x x=x 称为观测向量，它是源

向量的线性混合；A是N ×N 维满秩矩阵，称为混
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合矩阵。ICA 问题的一般描述为：已知N 个混合信

号在其自变量 1,2, ,t N= 各点的观测值，要求解N
个源变量在 1,2, ,t M= 各点的值(或者变化曲线)
和(或)A阵的各元素。对式(1)中的观测向量进行白

化处理。变换后得到的向量 z的各个分量方差皆为

1，且互不相关，并得到式(2)所示模型[5] 

z=z A s               (2) 

式中， =z Vx ，V 为白化矩阵[1]， z =A VA， zA 是

一个正交矩阵。 

2  随机变量的非高斯性及其度量 

绝大多数随机变量的密度函数可以写成如下的

指数形式[4,5]： 

1 2() exp( | | )p c c α⋅ = ⋅              (3) 

其中 1c 和 2c 是常数。α称为特征指数，根据α的取

值，随机变量可分成 3 种类型： 2α = 时，称为高斯

型， 0 2α< < 和 2α > 时，分别称为超高斯型和亚

高斯型。 
 串行 ICA的理论基础是中心极限定理。一般地，

若干随机变量线性组合的分布趋于高斯型。为了估

计式(2)中s向量的一个分量，取向量 z的N 个分量

的线性组合 Ty = w z。在 1=w 的条件下，调整w
的各个分量，可使y 的非高斯性增强，即y 对应的α
远离 2，当非高斯性达到某一极值时，y 为一个独立

分量的估计。 
随机变量的非高斯性可以用峰态及负熵等来度

量。根据所采用的非高斯性量度的不同，形成不同

的串行 ICA 方法[5,6]。本文将要讨论的基于求非线性

函数期望值极点的 ICA 方法，实际上与采用负熵作

为非高斯性的量度有关，为此，引入真负熵及相似

度两个概念。 
随机变量y 的(微分)熵记作 ( )H y ，定义为 
( ) { lg ( )} ( )lg ( )dy y yH y E p y p y p y y= − = −∫    (4) 

在方差相等的情况下，高斯型变量的熵 大。

负熵 ( )J y [5]度量随机变量y 的非高斯性 

gauss( ) ( ) ( )J y H y H y= −         (5) 

其中 gaussy 是与y 具有相同方差的高斯型变量。在保

持 y 的方差不变的前提下， gauss( )H y 是一个常数，

( )H y 越小，则 ( )J y 越大，表明y 的非高斯性越强。

为与负熵 ( )J y 区别，本文称 ( )H y− 为 y 的真负熵，

记作 ( )N y ， 
( ) ( ) { lg ( )} ( ) lg ( ))dy y yN y H y E p y p y p y y= − = − − = ∫

         (6) 

是y 的非高斯性的又一种度量。 
在下面的讨论中，取 

T T T Ty = = = =zw z w Vx w A s q s     (7) 

式中 
T T= zq w A              (8) 

而 
2 T T T T{ } { } 1y E y y Eσ = = = = =w zz w w Iw w (9) 

在式(9)约束条件下，通过调整w的方向，使y
的非高斯性极大化，y 成为s的一个分量 is 的估计，

向量q的第 i 个分量等于 1，其余分量皆为 0。将式

(7)代入式(6)得 
{ }T

T T

T T

T T T

( ) ( ) lg ( )

       ( ) lg ( )d( )

H y H E p

p p

− = − =

= ∫
w z

w z w z

w z w z

w z w z w z   (10) 

可见，在改变w的方向时，随机变量 Tw z的密度函

数 T ( )p ⋅w z 的表达式要随之改变，这使得式(10)难以

计算。为此有以下定义。 
定义  设 ()

Gsp ⋅ 为已知随机变量 Gs 的密度函

数，y 是与 Gs 具有相同方差的随机变量，定义y 与 Gs
的相似度 ( )

GsN y 为 
( ) ( ) lg ( )d

        {lg ( )} { ( )}
G G

G

s y s

s

N y p y p y y

E p y E G y

=

= =
∫

      (11) 

y 的密度函数 ()yp ⋅ 与 ()
Gsp ⋅ 越接近，相似度越大，反

之亦然。 

3  基于相似度的串行 ICA 

假定 2 =1
Gsσ ，并记 () lg ()

GsG p⋅ = ⋅ ， ()G ⋅ 称作参照

函 数 。 Ty = w z 与 Gs 之 间 的 相 似 度 ( )
GsN y =  

T( ) lg ( )d { ( )} { ( )}
Gy sp y p y y E G y E G= =∫ w z 。通过 

求 T{ ( )}E G w z 的极大/极小点，可逐个估计所有的独

立分量。 
3.1 源向量只有亚高斯型独立分量的情形 

假设 ICA 模型中只有亚高斯型独立分量 1s ， 2s
和 3s ，它们的密度函数对应的α分别记作 1α ， 2α 和

3α ，且均大于 2，但具体数值未知。假设选取的 Gs
对应的α值为 Gα 。 1α ， 2α ， 3α 及 Gα 的相对大小如

图 1(a)所示。 
为估计 1 2 3, ,s s s ，应当使 Ty = w z 对应的α值远

离 2α = (使 Tw z的非高斯性增强)，靠近 Gα 。为此，

第 1 次寻优时，在 1=w 的条件下，通过梯度升算

法求 T{ ( )}E G w z 的极大点。可导出梯度算法为[5,6] 
  T{ ( )}E gΔ ∝w z w z            (12) 

/←w w w                   (13) 

式中 ()g ⋅ 表示 ()G ⋅ 的导数。当算法收敛时，有
T *T

1 is= = +w z w z (或 is− )。这里 *
1w 是 T{ ( )}E G w z

的一个局部极大点，下标 1 表示是第 1 次寻优。 is 是

1s ， 2s ， 3s 中的一个。 
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假设把与 *
1w 对应的q记作 *

1q (见式(8))，则 *
1q

的分量只能有一个非零元素 1(或 1− )。否则，
*T *

1 1=w z q s将是几个源信号的组合，它不是“远离”

高斯型的，也不是与非高斯的 Gs 局部 近的，这与
*

1w 是 T{ ( )}E G w z 的一个局部极大点的题设相矛盾。

至于 is 是 1s ， 2s ， 3s 中的哪一个，则是随机的，因

为算法中初始化向量w是随机的。 
第 2 次寻优，需增加一个约束条件 T *

1 0=w w ，

得到的极大点为 *
2w ，对应的q记作 *

2q ，其分量只

能有一个元素为 1(或 1− )，它对应的 *T
2w z是另一

个独立分量的估计。同理，依次得到其余独立分量

的估计。 
3.2 源向量只有超高斯型独立分量的情形 

设s中只有两个超高斯型的独立分量 1s 和 2s ，

它们密度函数的α值分别为 1α 、 2α 。参照函数 ()G ⋅
的选取同上。 1α ， 2α 同 Gα 的相对位置见图 1(b)。 

这里采取梯度降算法求 T{ ( )}E G w z 的极小点，

式(12)修正成 
T{ ( )}E gΔ ∝−w z w z       (14) 

约束条件同 3.1 节。 
3.3 源向量中为混合型独立分量的情形 

见图 1(c)。设s中含有 2 个超高斯型独立分量

1s ， 2s 以及 3 个亚高斯型独立分量 3s ， 4s 和 5s ，对

应的α值分别为 1α ， 2α ， 3α ， 4α 和 5α 。参照函数 ()G ⋅
同上。 

 

图 1 参照函数的 2Gα > 时的 ICA 

可以看出，估计 3s 、 4s 和 5s 时，采用梯度升算

法，估计 1s ， 2s 时，采用梯度降算法，有 
T{ ( )}E gγΔ ∝w z w z    (15) 

式中的 γ 代表正负号。 
在寻优过程中，需判断当前w决定的变量 Tw z

所对应的α值是大于 2 还是小于 2。 
3.4 参照函数G( )⋅ 对应于超高斯分布的情形 

前面的讨论中，所取用的 ()G ⋅ ，对应于亚高斯

分布， 2Gα > 。现在取 ()G ⋅ 对应于超高斯分布，即

2Gα < 。见图 2。这时，估计超高斯型独立分量 1s 和

2s 时，应采用梯度升算法；估计亚高斯型独立分量

3s 、 4s 、 5s 时，应采用梯度降算法。 

 

图 2 参照函数的 2Gα < 时的 ICA 

3.5 梯度算法中正负号的估算 
式(15)中的 γ 可以按下式计算[5] 

Tsgn( { ( )} { ( )})E G E Gγ υ= −w z       (16) 

式中 υ是方差为 1 的高斯型随机变量。 
基于式(16)的一种在线估计 γ 的“自适应”算

法为[5] 
T( ) { ( )}

sgn( )

C G G C

C

Ε υ

γ

⎫⎪Δ ∝ − − ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

w z
     (17) 

3.6 讨论 
前面的讨论实际上是假定参照函数 ()G ⋅ 对应的

Gα 满足 

1 2max{ , , , } 2G Nα α α α> >     (18) 

或者 
 1 2min{ , , , } 2G Nα α α α< <        (19) 

如果不符合上述假定，则会出现下述情况。 
例如，见图 3，假设 2Gα > ，但 3 maxGα α< =  

1 2{ , , , }Nα α α 。为了估计 3α 对应的独立分量 3s ，应

当使 Tw z对应的α值远离 2α = ，采用梯度降算法，

但若将在 3α 附近的 α 对应的 Tw z代入符号判别式

(16)，则算得 1γ = ，这与要求恰好相反，结果与 3α
对应的独立分量 3s 无法估计出来。类似地，当

2Gα < ，但 1 2min{ , , , }G Nα α α α> 时，也会出现符

号因子 γ 的计算值与要求相反的情况。这种矛盾的

解决见 4.2 节。 

 

图 3 1 2 32 max{ , , }Gα α α α< < 的情形 

前面所举的例子中，假定s中各分量的α值互

不相同。若s中含有两个具有同样分布的分量，例

如假设图 2 中的 3 4α α= ，则上述方法仍适用；与

3 4,α α 对应的两个独立分量也是在两次梯度算法中

分别估出的。 

4  非多项式矩定理及其讨论 

前面所采用的非线性函数 () lg ()
GsG p⋅ = ⋅ ，如果

()G ⋅ 不是某一指数型非高斯随机变量的密度函数，

会有什么结果？有以下的定理。 
4.1 非多项式矩定理 

定理 1  设参照函数 () lg ()
GsG p⋅ = ⋅ ， Gs 是方差
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为 1，密度函数为 ()
Gsp ⋅ 的随机变量，对应的 Gα α= ，

则在 1=w 的约束条件下， T{ ( )}E G w z 的局部极点
*w 对应的 *T

is=w z 应满足 
或者{ ( )} { ( )} 0,  0i i iE s g s E g' s− > <     (20) 

证明  约束条件 1=w 可以写成 T 1− =w w  
0 。建立约束条件极值问题的目标函数 

T T( , ) { ( )} ( 1)F E G zβ β= + −w w w w  

设 *w 为 ( , )F βw 的一个极点， ε是w 的小的扰动。

在 *w 处将 *( , )F β+w ε 展成泰勒级数： 

( )

* * T

*
2

T 2
2

*

F( , ) ( , )

1                  
2

w w

w w

F F

F o

β β
=

=

∂+ = +
∂

∂+ +
∂

w w
w

w

ε ε

ε ε ε  

式中依题设 
*T *

*
{ g( )} 2 0

w w

F E β
=

∂ = + =
∂

z w z w
w

 

用 *Tw 左乘上式，并令 *T
is=w z ，考虑到 *T * =w w  

* 1=w ，于是得 
2 { ( )}i iE s g sβ = −  

又 
2

T *T
2

*
T

( ( )} 2

            { }( { ( )} { ( )})

            ( { ( )} { ( )}) ( )

w w

i i i

i i i i

F E g'

E E g' s E s g s

E g' s E s g s M s

β
=

∂ = +
∂

≈ −

= − = −

zz w z I
w

zz I

I I  

式中 ( ) { ( )} { ( )}i i i iM s E s g s E g' s= − 称为 is 的非多项

式矩。上面推导过程近似认为 Tzz 的各元素与 ( )ig' s
是相互独立的，并且利用了题设条件 T{ }E =zz I 。
可见，当 ( ) 0iM s > 时， *w 为极大点；当 ( ) 0iM s < 时，

*w 为极小点。即式(20)成立。              证毕 
4.2 非多项式矩定理的讨论 

(1)参照函数 () lg ()
GsG p c⋅ = ⋅ ± ，c 为常数，其作

用与 () lg ()
GsG p⋅ = ⋅ 是一样的。 

(2)如果参照函数 ()G ⋅ 偏离了 lg ()
Gsp ⋅ ，例如变成

()G ⋅ ，相应地 ()g ⋅ 和 ()g' ⋅ 变成 ()g ⋅ 和 ()g' ⋅ ， ( )iM s 变成

( )iM s ，那么，只要 ( )iM s ， ( )ig s 和 ( )ig' s 仍满足式

(20)， ( )G ⋅ 便是可用的参照函数。研究表明，有多种

非二次型光滑偶函数适合于作为 ()G ⋅ [5]，以下省去

“∧”。  
(3)定理 1 中给出的非多项式矩是指在 { ()}E G ⋅

的极点处对应的随机变量 *Tw z 的矩。由于函数 ()M ⋅
一般是连续的，在极点附近的随机变量 Tw z的非多

项式矩 T( )M w z 应当与 *T( )M w z 具有相同的符号，

因此可以采用 T( )M w z 的符号作为式 (15)中的

γ [5,6]，解决了按式(16)计算 γ 可能遇到的矛盾。于

是式(16)应修正成 

T T Tsgn( { g( )} { ( )})E E g'γ = −w z w z w z  (21) 

相应地式(17)应修正成[5] 
T T Tg( ) ( )

sgn( )

C g' C

Cγ

⎫⎪Δ ∝ − − ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

w z w z w z
     (22) 

(4)非线性函数 ()G ⋅ 不得采用 2 次型函数。因为

若取 2( )G y a by cy= + + ，其中a ，b 和c 是常数，则

非多项式矩 ( ) { ( )} ( ( )} { }y E yg y E g' y bE y= − = +M  
2{2 } {2 } 0E cy E c− = 。可见梯度算法中的 0γ ≡ ，算

法便无法进行。 

5  基于相似度的串行 ICA 算法特点与比较

分析 

5.1 与采用负熵(近似)的 ICA 方法对比 
文献[5]是从负熵的近似

    
目标函数 
{ }T T 2( ) ( { ( )} ( ) )J E G E G υ∝ −w z w z    (23) 

出发，文献[6]是从目标函数 
T( ) { ( )} { ( )}J E F E F υ= −w w x        (24) 

出发， 后都导出本质上与式(15)及式(13)相同的梯

度算法公式。这两种目标函数存在一个共同的问题，

就是不能直接根据它们确定梯度算法中的符号 γ 。 
本文采用相似度作为目标函数，导出梯度算法

公式(15)、式(13)及算法中的符号 γ 计算公式(21)。
从而理顺了目标函数与梯度算法的关系，避免了采

用式(23)或式(24)作为目标函数时可能遇到的矛盾。

另外，文献[5,6]都提出了非多项式矩定理，并给出

了相同的证明方法。本文用更为一般化的方法证明

了该定理。 
5.2 与采用极大似然估计的 ICA 方法对比 

为求解 ICA 问题导出的极大似然函数[5]为 

T

1

1
lg ( ) lg ( ) lg det

n

i i
i

L E p b
M =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑B X B   (25) 

式中B是分离矩阵， ()ip ⋅ 是假想的第 i 个源变量的

分布密度函数，M 是观测向量X的样本个数。这里

分离阵改用正交阵W ，于是式(25)应改写成 

T

1

1
log ( ) log ( ) log det

n

i i
i

L E p
M =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑W W X W (26) 

由于W 阵是正交阵， det 1=W ，因此，求 (1/ )M  
log ( )L⋅ W 极大值问题变成在W 为正交阵的约束条

件下，求式(26)右端第 1 项的极大值问题。如果选

取的假想密度函数 ()ip ⋅ 使得每一个 T{lg ( )}i iE p W z
都大于零，则上式第一项可改写成 

T T

1

{lg ( )} {lg ( )}
n

i i i i
i

E p z E p
=

=∑w W z      (27) 

与式(11)对照可知， T{lg ( )}i iE p W z 就是为第 i 个随

机源变量选取的相似度函数。 
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在极大似然法中， ()iG ⋅ 必须选取得与对应源变

量 is 的分布类型一致，以保证式(26)中第 1 项极大

化。而本文中的 ()G ⋅ 则不受此限制，同一个 ()G ⋅ 可以

用来估计所有的源变量。 

6  结论 

本文定义了两个随机变量之间的相似度。详细

讨论了利用求相似度极点的方法实现 ICA模型中观

测数据(预白化后)线性组合 Tw z 的非高斯性 大

化，从而串行估计各个独立分量的原理和算法。从

更一般的角度证明了独立分量的非多项式定理，以

此定理为依据，阐明了以一般的非 2 次型光滑偶函

数 ()G ⋅ 的期望近似代替相似度的可行性。本文给出

的式(15)、式(13)及式(21)组成的梯度算法，虽然与

现有文献[5,6]等给出的相应公式具有相同的形式，

但导出过程的出发点与文献[5,6]是不同的，从而避

免了该文献中的目标函数与梯度算法中符号 γ 计算

公式之间的矛盾。进一步分析表明，本文给出的相

似度函数相当于在预白化条件下，单个源变量的极

大似然函数。 
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