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基于极大代数法的铝板轧制系统鲁棒性能 
 

胡  扬，桂卫华，叶华文，侯文明 
 

(中南大学 信息科学与工程学院，湖南 长沙，410083) 
 
摘  要：为了优化铝板轧制的时间，提高系统的鲁棒性，以极大代数法和排队论为工具，对铝板多队列轧制系统

进行分析。根据轧机与工件之间的工艺路径规则和加工条件规则，以极大代数法为理论依据建立轧制控制系统的

闭环控制模型，对极大代数法的运算特性进行分析；构造轧制过程的多队列多服务器模型；定义多队列系统中参

数摄动和鲁棒性的概念；用基于极大代数法的串行生产线的闭环线性模型来研究采用不同的铝板轧制队列对系统

稳态周期性能的影响；以轧制过程的最短生产周期为优化目标，运用摄动分析对系统的多个调度队列的性能进行

比较讨论，从而通过周期配置得到铝板轧制的优化调度方案。分析结果表明：基于极大代数法的系统分析能有效

地对调度队列的摄动性进行比较，从而改善了轧制系统的鲁棒性，缩短了系统总运行时间，提高了运行效率。 
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Robustness performance of aluminum plate rolling system based on 
maximum algebra method 

 
HU Yang, GUI Wei-hua, YE Hua-wen, HOU Wen-ming 

 
 (School of Information Science and Engineering, Central South University, Changsha 410083, China) 

 
Abstract: In order to decrease aluminum plate rolling time and enhance system robustness, the aluminum plate rolling 
multi-queue system was analyzed by max algebra theory and queue theory. Based on the technologic route rules and 
process condition rules between machine tools and work pieces, a rolling control system closed-loop model was built up 
by max algebra and the computing character of maximum algebra was introduced. Moreover, multi-server/ multi-queue 
system model for rolling process was built. The concepts of parameter perturbation and robustness were defined. The 
influence of system stable cycle in different kinds of aluminum plates rolling queues was studied by the product lines 
closed-loop model. Taking the minimum production period as the optimal object, perturbation analysis was made to 
evaluate the different queues performances. The results show that the optimal scheduling plan can be obtained on the 
basis of period assignment method. The perturbation performance in scheduled queues can be compared by maximum 
algebra theory. The system robustness is improved and the total system running time is decreased. The system efficiency 
is improved by the scheduling method. 
Key words: maximum-algebra; discrete event dynamic system; robustness; perturbation analysis; optimal scheduling 

                      
 

铝板轧制生产线是一类典型的离散事件动态系

统。关于离散事件动态系统的分析方法有自动机、Petri
网、排队论、极大代数等。自动机方法基于“开关电

路”的思想，通过控制电路开关来调节系统状态的转

变。该方法的思想较为直观，但具体实现却依赖于电

路的硬件组成，系统复杂度较高[1−3]。Petri 网是试图

通过图论的方法来解决离散事件状态转换问题的较好

途径。近年来，在普通 Petri 网的基础上不断衍生出新 
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的分支，如时间 Petri 网、有色 Petri 网。这些都是对

Petri 网方法的完善。但 Petri 网的缺点是随着系统中回

路的增多，Petri 网的复杂度也呈几何级数上升，且该

方法难以与目前较为成熟的现代控制理论相联系[4−5]。

排队论是纯粹按照队列/服务器模型进行分析的方法，

其服务时间与事件启动时间服从一定统计规律。该方

法是分析离散事件动态系统的经典方法，但随着队列

数目的增多，运算复杂度也大大提高[6−9]。 
极大代数法结合了排队论模型的完备性和现代控

制理论中矩阵分析的便利性。通过极大代数中的特殊

运算规则，可把逻辑非线性关系转化为极大代数意义

下的线性关系，为对离散事件动态系统(DEDS)建立形

式简单的代数层次线性模型和定量分析 DEDS 演化过

程的规律开辟了一条可行的途径[10−11]。 
 

1  铝板轧制工艺过程模型与参数 
 
1.1  铝板轧制工艺 

铝板加工总体流程包括：铣面、表面处理、加热、

热轧、粗轧、精轧、退火、表面清洗、检验、包装入

库。其中，粗轧和精轧属于冷轧环节，本文所要研究

的铝板轧制流程包括热轧和冷轧。 
铝板轧制流水线是属于多队列多服务器的排队模

型，这里选取 3 种不同轧制要求的板坯 P1，P2 和 P3
建立排队模型，如图 1 所示[12−14]。 

 

 

图 1  铝板轧制排队模型 
Fig.1  Aluminum plate rolling queue model 

 
各种轧机出口厚度控制参数如表 1 所示，铝板各

轧制工序的作业时间如表 2 所示，板坯 P1，P2 和 P3
初始厚度分别为 25，30 和 35 mm。 
 

表 1  各轧制工序出口厚度 
Table 1  Rolling activities exit gauge in mills 

板坯 dM1/mm dM2/mm dM3/mm 

P1 5 1.0 0.5 

P2 6 0.8 0.4 

P3 6 1.0 0.6 

注：dM1，dM2和 dM3分别为经轧机 M1，M2和 M3后的出口

厚度。 

表 2  铝板各轧制工序的作业时间 

Table 2  Rolling activities working time 

板坯 tM1/min tM2/min tM3/min 

P1 100 35 15 

P2 110 51 14 

P3 20 45 10 

注：tM1，tM2 和 tM3 分别为在轧机 M1，M2 和 M3 上的作业     

时间。 

 

1.2  轧制过程建模 

1.2.1  串行生产线的代数层次模型 

设串行生产线的轧制缓冲区为无限大。基于实际

串行生产线加工过程，有如下 2 个基本假设[15−16]。 

假设 1  每类工件在机床的加工路径和每台机床

对工件的作业时间被确认为是确定的，不考虑可能导

致其变动的各种随机性因素，加工过程是一个确定性

过程。 

假设 2  每台机床前的缓冲区中工件队列的长度

不受限制，不需要考虑系统中的阻塞问题。 

对于串行生产线，其加工过程可以用 n 台机床

M1，M2，M3，…，Mn对 m 种工件 P1，P2，P3，…，Pm

的顺序加工的过程来表征。按照加工工艺路径的规定，

每种工件都要依次经过 n 台机床设备进行加工，而每

台机床都要对 m 种工件依次加工。串行生产线的加工

过程可以是单个批次性的，也可以是多个批次性的。

对于多个批次性的加工过程，所属的批次用 k 来表示，

其中 k=1, 2, …。 

在系统变量(状态，输入，输出)与系统资源(机床

与工件)之间建立对应关系。 

a. 状态变量：对所讨论的串行生产线，xij为状态

变量，定义为：xij 是相对于一个批次加工中，机床

Mj 对工件 Pi 加工活动的最早开始时间。其中，i=1, 

2, …, n; i=1, 2, …, m。 

b. 输入变量：对所讨论的串行生产线，Ua为输入

变量，定义为：Ua是相对于一个批次加工中，第 a 个

资源投入其第 1 个加工活动的开始时间。其中，a=1, 

2, …, n+m。资源的序号按先机床后工件进行排序。 

c. 输出变量：对所讨论的串行生产线，Ya为输出

变量，定义为：Ya是相对于一个批次加工中，第 a 个

资源从加工过程中完全释放的最早时间。其中，a=1, 

2, …, n+m。资源的序号按先机床后工件进行排序。 
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定义加工时间：对所讨论的串行生产线，以 tij表

示加工时间，即 tij 是相对于一个批次加工中，机床

Mj对工件 Pi加工的作业时间与工件 Pi由机床 Mj传送

至下一机床 Mj+1的传输时间之和。 

1.2.2  基于极大代数法的串行生产线建模 

根据加工时间定义，时间矩阵 T 为：  
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系统的开环状态矩阵为： 
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其中：符号“.”表示ε (下同)。 

输入矩阵为： 
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输出矩阵为： 
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铝板轧制系统的开环线性模型为基于上述各实数

矩阵 A，B 和 C 的形式[17−19]： 
 

⎩
⎨
⎧
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+⊕=+

。 )()(
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kCxky
kBukAxkx ，

      (1) 

 

2  轧制系统的摄动分析 
 

2.1  系统参数摄动与系统鲁棒性定义 
系统模型的系统矩阵元素的摄动，将导致系统性

能如周期性稳态参量的变化。对任意 1 个矩阵 T, tij为

矩阵 T 的各个元素，T*为 T 矩阵内各个元素摄动后的

摄动矩阵，(tij)*为矩阵 T*的各个元素。则矩阵 T*的摄

动量规定为如下定义的 1 个标量： 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−= )()(max)( **
ijij ttTρ 。        (2) 

若 λ和 λ*分别为标称系统和其摄动系统在极大代

数上的特征值，则由参数摄动所导致的系统特征值的

摄动量定义为： 

λλλρ −= **)( 。           (3) 

对串行生产线一类的离散事件动态系统，λ 是系

统周期性稳态的主要性能参量。当系统各个参数矩阵

A，B 和 C 的元素偏离标称值而出现摄动时，可以定

量分析和估计由于参数摄动所引起的稳态性能参量 λ
的改变量[20−21]。 

鲁棒性是对一切实用系统的基本要求，直观地说，

鲁棒性是指系统某个性能相对于系统参数摄动的不敏

感性。在铝板轧制系统中，由于系统的内部和外部的

因素，参数的摄动是不可避免的。 
对任一标称系统矩阵 M=(mij)，mij 称为标称元，

若(mij)*为相应的摄动元，则元 mij的摄动量定义为： 

ijijij mmm −=Δ *)( 。          (4) 

若 λ 完全不受 mij 有界摄动的影响, 即对 mij 到

(mij)*的任意有界摄动总保持 λ=λ*成立，则称稳态参量

λ相对于系统矩阵的元素 mij是鲁棒的。鲁棒性准则选

取函数为： 

))/(()()( **
ijijij mmm −−= λλRF 。     (5) 

若RF(mij)=0，则 λ对于mij为鲁棒的；若RF(mij)≠0，
则 λ 对于 mij为非鲁棒的。并且函数 RF(mij)越大，摄

动对稳态参量 λ的影响越大。 
若可摄动元(不为 ε 的元素)mij 的允许摄动范围定

义为围绕标称值 mij 的 1 个最大闭区间 ] ,[ +−
ijij mm ，则

对于所有可能的摄动 ] ,[)( * +−∈ ijijij mmm ，λ 均是鲁棒

的，即 RF(mij)≡0 成立。 
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鲁棒性的度量为稳态参量特征值 λ 相对于可摄动

元 mij的鲁棒性度量，定义鲁棒性的度量如下： 

ijijijij mmmm /)()( −+ −=RM 。       (6) 

鲁棒性度量 RM(mij)越大，对应的稳态参量 λ对可

摄动元 mij的鲁棒性程度越高。 
2.2  铝板轧制系统闭环模型 

串行生产线这一类的离散事件动态系统性能指标

的优化，就是在一定类型的系统输入排列中找到周期

稳态输出的最小特征值 λ*，即求解 λ*=min(λ1，λ1，…，

λi)，并且运用极大代数法求出在最小特征值下所对应

的各项系统演化的性能指标如： ] ,[ +−
ijij mm ，RF(mij)，

RM(mij)。 
如上所述，对于铝板轧制控制系统，其优化调度

就是要找到一个最合适的铝板排队队列，使系统稳态

运行的周期最短，即在待轧铝板的排队种类中找到周

期稳态输出的最小特征值 λ*，并且运用极大代数法计

算分析系统的各项性能指标[22]。 
要对系统的闭环线性模型进行推导和分析，首先

要确定系统的闭环参数矩阵 M，根据反馈常数矩阵的

意义，反馈矩阵中元素 ki表示第 i 个资源从第 k−1 批

加工过程的释放时刻到第 k 批加工过程的最早投入时

刻之间的时间间隔，基于开环参数矩阵的结果，并考

虑到此处 82* AAAEA ⊕⊕⊕⊕= L ，根据所计算的

开环系统模型的各个矩阵值，可以确定出系统的闭环

参数矩阵 M 为：  
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因此，铝板轧制系统的闭环模型为基于上述闭环

实参数矩阵 M 的线性形式： 
 

)1()( −= kk Myy ；k=2, 3, …。       (7) 
 
2.3  排队系统摄动分析 

设铝板轧制的初始输入为 u(1)=(0, 100, 120, 0, 0, 
20)T，顺序是先轧机后铝板，为了运算方便，数据尽

量取整。则系统输出的演化过程经递推得出： 

)1()1()( )1( ykk k−=−= MMyy 。      (8) 

运用式(16)中所示的迭代算法，由初始输入 u(1)，
可以定出初始输出 == )1()1( BuCAy * (625, 670, 635, 

525, 570, 635)T递推求出系统输出，如表 3 所示。 
 

表 3  系统输出仿真结果 

Table 3  System output simulation results 

k y(k)/min 

1 (625, 670, 635, 525, 570, 635)T 

2 (1 230, 1 275, 1 240, 1 130, 1 175, 1 240)T 

3 (1 835, 1 800, 1 845, 1 735, 1 780, 1 845)T 

4 (2 440, 2 485, 2 450, 2 340, 2 385, 2 450)T 

5 (3 045, 3 090, 3 055, 2 945, 2 990, 3 055)T 

6 (3 650, 3 695, 3 660, 3 550, 3 595, 3 660)T 

7 (4 255, 4 300, 4 265, 4 155, 4 200, 4 265)T 

8 (4 860, 4 905, 4 870, 4 760, 4 805, 4 870)T 

 

已知铝板轧制串行生产线中轧制的铝板 P1 的厚

度为 25 mm，P2的厚度为 30 mm，P3的厚度为 35 mm，

在按先轧制 P1，再轧制 P2，后轧制 P3 的排列情况下

得到表 3 中的各输出演化结果，从表 3 中可以得出系

统的特征值 λ=605 min。该值代表在铝板轧制排队队

列为 P1P2P3的情况下，系统输出变量中各变量随系统

演化的时间间隔，也就是这批铝板轧制的生产周期。

由于 3 种铝板共有 6 种排队类别，改变铝板的排列而

且相应改变系统的矩阵参数，再重复 5 次仿真计算，

结果如表 4 所示。 
 

表 4  不同铝板队列的仿真结果 

Table 4  Simulation results for different Al plate queues 

铝板轧制队列 λ/min 

P1P2P3 605 

P2P1P3 605 

P2P3P1 595 

P3P2P1 595 

P3P1P2 611 

P1P3P2 611 

 
从表 4 可以看出，在排列为 P2P3P1和 P3P2P1时得

到轧制周期最小值均为 λmin=595 min，显然，有 2 种

轧制队列 P2P3P1和 P3P2P1在“生产周期最小”这一个

优化性能指标上符合调度要求。 
与生产周期 λmin=595 min 的 2 种排队方式 P2P3P1

和 P3P2P1相应的时间矩阵为： 
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⎥
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给予这 2 个时间矩阵各铝板轧制位置相同的元素

等量的增量摄动，选定摄动后的矩阵为： 
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1349125

),,( 123
* PPPT 。 

 
可见，加工时间矩阵 T 的摄动量： 

 

{ } 10 )( max)( * =−= ijij ttTρ ； 

664),,( 132
* =PPPλ ， 69)( * =−= λλλρ ； 

644),,( 123
* =PPPλ ， 49)( * =−= λλλρ 。 

显然，排列P3P2P1的摄动量 ρ(λ)=49，比排列P2P3P1

的摄动量 ρ(λ)=69 小，这说明排列 P3P2P1的鲁棒性强，

因此，排列 P3P2P1为最优队列。 

 

3  系统性能鲁棒性分析 

 

在排列 P3P2P1 的基础上计算其鲁棒性函数

RF(mij)，进一步对此队列进行性能分析。 

生产周期 λ=595 min，排列为 P3P2P1的情况下的

闭环系统参数矩阵为： 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

510525610510510610
460460560460460560
405415495395395495
510525610510510610
530530630530530630
560570595495505595

M 。 

 
为了保证铝板轧制的质量以及安全性，对矩阵 M

中各元素随机取一定范围(摄动量在 50左右)内的增性

摄动，对系统摄动进行初步分析，有摄动矩阵： 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

564664664564564664
507507607507507607
448461544444444544
564681664564564664
586586686586586686
612618644544551644

*M 。 

 
可得： 
 

=)( ijmRF  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

907.0907.0907.0907.0907.0907.0
043.1043.1043.1043.1043.1043.1
139.165.10000.1000.1000.1000.1
907.0907.0907.0907.0907.0907.0
875.0875.0875.0875.0875.0875.0
942.0021.1000.1000.1065.1000.1

。 

 
该参数矩阵的计算结果可以说明系统轧制时间矩

阵摄动前后的系统矩阵 M 中的对应元素受影响的程

度。计算结果表明，闭环参数矩阵 M 的各标称元在上

述增性摄动情况下的结果是 RF(mij)都不为零，显然 λ
对于各 mij都是非鲁棒的。所以，在此采用的服务时间

增性摄动量已经超出系统鲁棒性能范围。这里需要进

一步计算系统保持鲁棒性能时系统矩阵 M 中所有可摄

动元的允许摄动范围及各位置元素的鲁棒性度量[23]。 
单摄动元增性摄动鲁棒性判据： 对所讨论的一类

离散事件动态系统，设 ε≠ijm 为 qq × 的不可简约系统

矩阵 M 的唯一可摄动元，且摄动为增性的。定义 mij

增性摄动的上界值 m+
ij为： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠−+

=
=

−≤≤

+
。},)()1{(min

 ,

11
jiMk

ji
m

ij
k

qk
ij λ

λ
     (9) 

当且仅当 mij增性摄动值 *
ijm ∈[mij，

+
ijm ]，系统稳

态参量(即特征值)λ 对于元 mij 的增性摄动是鲁棒的，

即有鲁棒性函数 RF(mij)=0。 
根据式(9)，对于 i=j 型可摄动元，确定其允许增

性摄动范围，以使系统的稳态参量(即特征值)λ保持不

变为目标，此处 λ=595，可以定出，对角元型可摄动

元的增性摄动范围 *
ijm ∈[mij，

+
ijm ]为： 

 
]595 ,595[*

11 ∈m ， ]595 ,530[*
22 ∈m ， 

]595 ,510[*
33 ∈m ， ]595 ,495[*

44 ∈m ， 

]595 ,460[*
55 ∈m ， ]595 ,410[*

66 ∈m 。 
 

对于 i≠j 型可摄动元，确定其允许增性摄动范围。

可以先通过计算机计算定出幂矩阵 MK(k=2, 3, 4, 5)，
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再根据式(9)对各个可摄动元定出其允许摄动上限 +
ijm

的值，进而得出其允许增性摄动范围 *
ijm ∈[mij，

+
ijm ]，

为： 
 

]560 ,505[*
12 ∈m ， ]580 ,495[*

13 ∈m ， 

]695 ,595[*
14 ∈m ， ]630 ,570[*

15 ∈m ， 

]580 ,560[*
16 ∈m ， ]685 ,630[*

21 ∈m ， 
]670 ,530[*

23 ∈m ， ]785 ,630[*
24 ∈m ， 

]720 ,530[*
25 ∈m ， ]670 ,530[*

26 ∈m ， 

]695 ,610[*
31 ∈m ， ]660 ,510[*

32 ∈m ， 

]795 ,610[*
34 ∈m ， ]730 ,525[*

35 ∈m ， 

]680 ,510[*
36 ∈m ， ]595 ,495[*

41 ∈m ， 

]560 ,395[*
42 ∈m ， ]580 ,395[*

43 ∈m ， 

]630 ,415[*
45 ∈m ， ]580 ,405[*

46 ∈m ， 

]620 ,560[*
51 ∈m ， ]585 ,460[*

52 ∈m ， 

]605 ,460[*
53 ∈m ， ]720 ,560[*

54 ∈m ， 

]605 ,460[*
56 ∈m ， ]630 ,610[*

61 ∈m ， 

]595 ,510[*
62 ∈m ， ]615 ,510[*

63 ∈m ， 

]730 ,610[*
64 ∈m ， ]665 ,525[*

65 ∈m 。 
 

当系统矩阵 M 中非 ε 可摄动元 mij的同时，增性

摄动限于在各自的允许范围 *
ijm ∈[mij，

+
ijm ]时，可使

系统稳态参量(即特征值)λ保持不变，也就是稳态参量

λ为鲁棒的，即鲁棒性函数 RF(mij)=0。在此基础上，

由式(14)可计算得系统的鲁棒型度量： 

=−= +
ijijijij mmmm /)()(RM  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

167.0267.0197.0206.0167.0033.0
315.0293.0285.0315.0272.0107.0
432.0518.0202.0468.0418.0202.0
333.0390.0303.0167.0294.0139.0
264.0358.0246.0264.0123.0087.0
036.0105.0168.0172.0109.00

。 

 
从仿真结果可以看出，由于 m11没有增性摄动(摄

动前后都是 595)，所以，不用考虑其鲁棒性分析，也

就是其鲁棒性度量 RM(m11)=0；而对于除 m11 外的其

余所有可摄动元，其鲁棒性度量 RM(mij)＞0，对应于

稳态参量 λ对可摄动元 mij都为鲁棒性的；鲁棒性度量

RM(mij)越大，对应于稳态参量 λ 对可摄动元 mij 的鲁

棒性程度越高。由此可见，系统在 mij有较大摄动的情

况下其鲁棒性都比较高。 
经过对所选择的生产周期最小的铝板轧制队列进

行鲁棒性能分析可知，对生产周期 λ=595 min 的排列

P3P2P1，在系统轧制时间有较大改变的情况下仍然可

以获得整个系统的不变的周期稳态输出，从而证明在

6 种排队方式中，该调度方案是最优的。 
 

4  结  论 
 

a. 极大代数法可充分结合排队论和矩阵分析的

方法，实现对多队列条件下的离散事件动态系统的分

析。与其他分析方法相比，更容易通过计算机编程   
实现。 

b. 运用周期配置理论，对铝板轧制系统的周期性

稳态性能进行了摄动分析，通过分析不同队列周期性

稳态参量的鲁棒性。可得出最优队列。这样分析使得

极大代数方法更加贴近于工程实际，考虑了参数漂移

的情形，能较好地处理工程问题。 
c. 针对铝板轧制过程的复杂性，可考虑运用极大

代数法将线性理论与非线性模型及人工智能算法相结

合，减少运算的复杂度，使该方法具有更大的推广   
价值。 
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