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基于可操作性的串联机器人相对传动比优化

杨新刚 黄玉美 杨文栋 史恩秀
（西安理工大学机械与精密仪器工程学院，西安７１００４８）

【摘要】 将串联机器人各关节传动链传动比的确定分解为相对传动比确定和绝对传动比确定，并从可操作性

角度重点研究了前者。分析了条件数可操作性指标的实质，把相对传动比的确定归结为基于驱动空间的可操作性

优化；给出了基于驱动空间全域可操作性的相对传动比优化模型；提出了考虑各动力元件速度驱动能力差异和末

端位姿速度作业要求的优化模型中雅可比矩阵的获得方法。在此基础上对所设计的６自由度机器人的传动系统

进行了相对传动比优化，提高了基于驱动空间的全域可操作性。
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引言

串联机器人机械设计主要包括构型及杆件参数

确定、传动系统设计及结构尺寸确定，机器人的性能

评价贯穿于整个设计过程，一直是国内外学者关注

的主要问题之一。为量化评价机器人运动及动力性

能，学者们提出了可操作性的概念并给出了各种各

样的指标［１～３］。在机器人传动系统设计过程中，各

关节传动链的传动方式确定后，一个重要的问题是

各环节传动比的确定，其是否合理也可采用可操作

性来评价。机器人的可操作性，是指机器人在其工

作空间内沿各方向运动的能力和施加力的能力［４］。

在机器人的各种可操作性指标中，雅可比矩阵类指

标的研究最为广泛［１］



。长期以来，基于雅可比矩阵



的可操作性分析一般都是指关节空间到工作空间的

可操作性分析，可用来进行机器人设计过程中的杆

件尺度参数优化。然而机器人末端的运动一般并不

直接由各关节提供，而是由动力源经过中间传动系

统驱动关节来实现。中间各传动环节传动比的大小

一方面会影响到末端的速度，另一方面会影响到末

端的速度响应特性即可操作性。这种可操作性，不

同于传统意义上的关节空间层面上的可操作性，而

是驱动空间层面上的可操作性。另外，为减小大小

臂和腕部的体积与质量，机器人普遍存在诱导运

动［５］，因而在确定各环节传动比时还应考虑诱导运

动的影响。目前，在关于机器人传动比确定方面还

未见到系统的研究报道［６］。本文假定机器人杆件

参数已经确定，动力源为旋转伺服电动机，传动系统

的结构即传动环节的类型及布置已经确定，以此为

前提对传动比确定的方法进行研究。

１ 基于驱动空间的可操作性

机器人的雅可比矩阵通常被定义为从关节空间

向操作空间运动速度传动的广义传动比，在本文中

用犑狇表示。若把犑狇称为基于关节空间的雅可比矩

阵，则可定义基于驱动空间的雅可比矩阵犑为从驱

动空间向操作空间运动速度传动的广义传动比，可

描述为：狓
·
＝犑犿

·
，其中狓

·
为机器人末端在工作空间

的速度，犿
·
为驱动电动机的角速度。与基于关节空

间雅可比矩阵的可操作性指标相对应，基于驱动空

间雅可比的可操作性评价指标也可采用以下几种：

①犑的条件数犽或条件数的倒数１／犽，通常采用犑

的谱条件数即犮狅狀犱（犑，２）＝μ１／μ狉（其中μ１、μ狉分别

为犑的最大、最小奇异值，故１≤犽≤∞，０≤１／犽≤

１）。②犑最小条件数的倒数：１／犽犿犻狀。③犑的最小

奇异值μ狉。④犑行列式：ε＝ 犱犲狋［犑（狇）犑犜（狇槡 ）］。

设犑的奇异值为μ犻，且μ１≥μ２≥，…，≥μ狉≥０，

犑的奇异值分解为犑＝犝犛狉犞，其中犝、犞 为正交矩

阵，则

狓
·
＝犝犛狉犞犿

·
（１）

则‖狓
·
‖２＝‖犝犛狉犞犿

·
‖２＝‖犛狉犞犿

·
‖２

令犞犿
·
＝狆＝［狆１，狆２，…，狆狉］

犜，由于

‖狆‖２＝‖犿
·
‖２

及 ‖狓
·
‖２＝‖［μ１狆１，μ２狆２，…，μ狉狆狉］

犜‖２

则μ狉‖狆‖２≤‖狓
·
‖２≤μ１‖狆‖２，得

‖狓
·
‖２／μ１≤‖犿

·
‖２≤‖狓

·
‖２／μ狉

令‖狓
·
‖２＝１，则

１／μ１≤‖犿
·
‖２≤１／μ狉 （２）

由式（２）知，在上述各种指标中，最小奇异值指

标μ狉反映的是驱动速度的上限；最小条件数倒数指

标１／犽犿犻狀反映的是机器人操作性最好的情况；条件

数或条件数的倒数指标反映的是在某一位姿下，末

端位姿速度‖狓
·
‖２＝１时所引起的‖犿

·
‖２的最大

值‖犿
·
‖２犿犪狓与最小值‖犿

·
‖２犿犻狀之比，即驱动速度

的变化范围，前者为‖犿
·
‖２犿犪狓／‖犿

·
‖２犿犻狀，而后者

为‖犿
·
‖２犿犻狀／‖犿

·
‖２犿犪狓。由于矩阵行列式的值并

不能代表求逆运算的稳定性，因此用犑的行列式作

为可操作性的指标有一定缺陷［２］。综上所述，条件

数及条件数倒数指标所反映的信息比较全面，而条

件数倒数指标在所有位姿点均为有限值，故本文采

用１／犽作为局部可操作性的评价指标。

设狇
·
为关节速度，定义犑犿为驱动空间到关节空

间的广义传动比，则有狇
·
＝犑犿犿

·
。机器人普遍存在

诱导运动，所以犑犿一般为一对角占优的矩阵，其主

对角元反映的是各关节传动链不考虑诱导运动时的

传动比，非主对角元反映的是诱导运动传动比。由

于狓
·
＝犑狇狇

·
，则基于驱动空间的雅可比矩阵可表示

为

犑＝犑狇犑犿 （３）

一般情况下，犑犿 为一非正交矩阵，因此，

犮狅狀犱（犑，２）≠犮狅狀犱（犑狇，２），这说明基于驱动空间的可

操作性一般不等价于基于关节空间的可操性。因此

在机器人各杆参数给定的情况下，基于驱动空间的

可操作性还受犑犿的影响。同时犑犿中又包含了各

环节传动比的信息，因此在完成关节空间的可操作

性优化决定了杆件尺度参数之后，可通过驱动空间

的可操作性优化以合理分配各关节传动链的传动

比。在机器人设计的过程中，可操作性优化的过程

应该是如上所述的一个递阶优化过程。

２ 相对传动比全域优化模型

各关节传动链传动比的确定包含两部分内容：

一是各环节传动比相对比例的确定即相对传动比的

确定，另一个是各环节传动比具体数值的确定即绝

对传动比的确定，而前者是后者的基础。由式（３）可

以看出，在犑狇给定的情况下，犮狅狀犱（犑，２）只与犑犿中

各元素的相对比例有关，因此基于雅可比矩阵条件

数倒数１／犽的可操作性优化只能决定由犑犿各非零

元素相对比例所代表的相对传动比。

机器人的可操作性指标１／犽＝１／犮狅狀犱（犑，２）的

位姿依赖性很强，因此它所反映的信息是局部的。

从速度角度来看，在末端速度一定的情况下，相对传

动比优化的目标应该是使得在全域内电动机速度的

平均波动尽可能小，从而可通过选择合适的绝对传
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动比使得电动机能工作在较经济的状态，同时也使

得驱动空间的单位位置增量引起的工作空间的末端

广义位置增量在全域范围内的波动尽可能小，从而

为控制精度的提高奠定基础。所以确定相对传动比

的过程可归结为基于驱动空间的全域可操作性优化

问题。为评定机器人在其工作空间内的全域可操作

性，犌狅狊狊犲犾犻狀和犃狀犵犲犾犲狊在应用雅可比矩阵条件数指

标进行各向同性机构设计时，定义了一个平均灵巧

性η作为全域性指标
［７］。基于上述全域可操作性

指标，定义基于驱动空间的全域可操作性指标为

η狕＝
∫狑

１
犮狅狀犱（犑，２）

犱狑

∫狑犱狑
＝犳（狌狓） （４）

式中 狌狓———各环节相对传动比组成的向量

由此，相对传动比寻优模型可表述为

犿犪狓 犳（狌狓） （５）

优化变量：各环节的相对传动比。约束条件：关节活

动范围，已经确定的传动系统结构。

若将在每一位姿点的电动机速度波动范围记为

犾犻＝‖犿
·
‖２犿犻狀／‖犿

·
‖２犿犪狓，则优化目标等价于

（犿犪狓∫狑犾犻犱狑／∫狑犱 ）狑 ，因此优化结果是使全域内犾犻

的平均值尽可能趋近于１，从而使机器人机构从驱

动空间看尽可能接近各向同性。

３ 优化用雅可比矩阵及绝对传动比的确定

犑具有量纲依赖性，当犿
·
及狓

·
的量纲发生变化

时，犑也会发生改变，从而使得犮狅狀犱（犑，２）发生变

化。在进行机器人速度分析时，这一特点对分析结

果影响不大；在采用式（５）模型进行优化时则会影响

到优化的结果。犿
·
与狓

·
的量纲对犑的影响是不同

的，对于各关节都采用旋转伺服电动机驱动而言，犿
·

的量纲是统一的，均为角速度单位，因此其量纲统一

变化时不影响１／犽的值，但若犿
·
各分量选择不同的

角速度单位则会改变１／犽的值。而狓
·
是广义速度，

包含角速度和线速度，二者量纲的不同组合将改变

１／犽的值从而影响到优化结果，因而合理确定狓
·
及

犿
·
的量纲使其与实际相符合是确定优化模型中犑

的前提。

机器人作业的速度要求常以末端的最大线速度

‖狏‖２犿犪狓＝犪及最大角速度‖ω‖２犿犪狓＝犫形式或

末端的平均线速度‖狏‖２犪狏犵＝犪 及平均角速度

‖ω‖２犪狏犵＝犫形式给出。犪、犫为常数并有不同的量

纲，二者反映了所要求的末端角速度与线速度的匹

配关系，因此在相对传动比的优化过程中应体现这

种匹配关系要求。可按照如下两种方法进行处理：

（１）将角速度要求和线速度要求分别处理，由

于

狓
·
＝
狏［］
ω
＝犑犿

·
＝
犑狏犿

·

犑ω犿

熿

燀

燄

燅
·

（６）

则可利用犑狏、犑ω 分别建立位置和姿态的优化

模型：首先基于犑狏建立优化模型，通过优化得到与

末端线速度有关传动环节的相对传动比，在此基础

上基于犑ω建立优化模型，通过优化得到其他传动环

节的相对传动比。这种方法比较适合位置和姿态可

分离的机器人。

（２）把末端线速度和角速度的量纲进行匹配处

理，在此基础上确定作为优化用的犑：保持线速度狏

的量纲不变，ω的量纲以犮＝犫／犪倍的原量纲作为狓
·

各分量的新量纲，这样当狏及ω均为作业要求的最

大值或平均值时，经匹配处理后在量值上‖ω‖２＝

‖狏‖２。这种方法适用的范围广，因此本文采用此

方法处理狓
·
各分量的量纲。

对于关节驱动电动机转速的量纲，其确定应考

虑到电动机速度驱动能力。额定速度高的电动机速

度驱动能力强，而额定速度低的电动机速度驱动能

力相对较弱。设各关节驱动电动机的额定速度分别

为狀１，狀２，…，狀犿（均为同一量纲），则分别取犽犻＝

狀犻／狀１倍的原量纲作为犿
·
各分量新量纲，其中犻＝

１，２，…，犿。

记犽犻犮＝犽犻犮。对于一个６自由度非冗余机器人，

由狓
·
＝犑犿

·
，得

［狏，犮ω］犜＝

犑犳［犿
·

１，犽２犿
·

２，犽３犿
·

３，犽４犿
·

４，犽５犿
·

５，犽６犿
·

６］
犜 （７）

其中

犑犳＝

犑１１ 犑１２／犽２ 犑１３／犽３ 犑１４／犽４ 犑１５／犽５ 犑１６／犽６

犑２１ 犑２２／犽２ 犑２３／犽３ 犑２４／犽４ 犑２５／犽５ 犑２６／犽６

犑３１ 犑３２／犽２ 犑３３／犽３ 犑３４／犽４ 犑３５／犽５ 犑３６／犽６

犑４１／犮 犑４２／犽２犮 犑４３／犽３犮 犑４４／犽４犮 犑４５／犽５犮 犑４６／犽６犮

犑５１／犮 犑５２／犽２犮 犑５３／犽３犮 犑５４／犽４犮 犑５５／犽５犮 犑５６／犽６犮

犑６１／犮 犑６２／犽２犮 犑６３／犽３犮 犑６４／犽４犮 犑６５／犽５犮 犑６６／犽６

熿

燀

燄

燅犮

（８）

以犑犳为式（４）中优化用的犑作为相对传动比寻优的

依据。

在相对传动比确定的基础上，绝对传动比的确

定应满足机器人的末端速度所确定的最大关节速度

要求。在奇异位置附近，会导致某个或某几个的关

节速度很大，因此可依据奇异位置附近的最大末端

速度要求确定这些关节的最大速度，然后根据所选
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电动机的速度来确定这些环节的绝对传动比，再根

据相对传动比确定其他环节的传动比。通常绝对传

动比大的环节可考虑采用较低速电动机以减小传动

链长度或传动件尺寸，这种情况需要重新按式（８）写

出犑犳以式（５）进行优化计算。

４ 算例

基于全域可操作性对所设计的一台６自由度机

器人的相对传动比进行了寻优。机器人外观及传动

系统布置方案如图１所示。

图１ 机器人外观及传动系统布置

犉犻犵．１ 犚狅犫狅狋犪狆狆犲犪狉犪狀犮犲犪狀犱犪狉狉犪狀犵犲犿犲狀狋狅犳

犻狋狊狋狉犪狀狊犿犻狊狊犻狅狀狊狔狊狋犲犿

１．基座 ２．腰部 ３．大臂 ４．末端执行器 ５．腕部 ６．小臂

７．同步带轮 ８．谐波减速器 ９．电动机

为提高机器人末端的精度，在传动系统的设计

上采用了具有高重复精度、小反向间隙的谐波减速

器作为主要减速元件；采用短传动链，并将大传动比

的谐波减速器置于传动链末端。采用犇犎法建立连

杆坐标系，如图２所示，其中Σ０为基座坐标系，Σ犻
为连杆坐标系，狇犻为各关节变量，犪２＝６００犿犿，犪３＝

９０犿犿，犱４＝８１５５犿犿。

图２ 机器人坐标系

犉犻犵．２ 犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狔狊狋犲犿狊狅犳狉狅犫狅狋

为便于分析，对该机器人的传动系统采用图３

描述，与实际机构相对应的在结构上相互独立的各

环节传动比在图中均以一个单独的符号表示。图中

犿
·

犻为电动机转速，狇
·

犻为各关节转速，狌犻为不考虑

诱导运动的各关节传动比；关节４和５之间存在诱

导运动，其传动比为狌４５狌５。文中的传动比为驱动

端速度与末端速度之比。

图３ 传动系统框图

犉犻犵．３ 犅犾狅犮犽犱犻犪犵狉犪犿狅犳犱狉犻狏犻狀犵狊狔狊狋犲犿

设电动机转向以正视顺时针为正，各关节正转

向以图２为准。则可得关节空间到驱动空间的雅可

比矩阵如下：

令狇
·
＝犑犿犿

·
，则

犑犿＝

１／狌１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １／狌２ ０ ０ ０ ０

０ ０ １／狌３ ０ ０ ０

０ ０ ０ １／狌４ ０ ０

０ ０ ０ １／（狌４狌４５）１／狌５ ０

０ ０ ０ ０ ０ １／狌

熿

燀

燄

燅６

为减小腕部尺寸，取狌４５＝－１。以下对狌１、狌２、

狌３、狌４、狌５、狌６的相对比例进行寻优。记基于关节

空间的雅可比矩阵为

犑狇＝［犑狇１犑狇２犑狇３犑狇４犑狇５犑狇６］＝［犑狇狏犑狇ω］
犜

记狊犻＝狊犻狀狇犻，犮犻＝犮狅狊狇犻，狊犻犼＝狊犻狀（狇犻＋狇犼），

犮犻犼＝犮狅狊（狇犻＋狇犼），以狉犪犱／狊为角速度单位，犿犿／狊为

线速度单位，得犑狇各组成部分如下

犑狇１＝

－狊１（犮２３犪３－狊２３犱４＋犮２犪２）

犮１（犮２３犪３－狊２３犱４＋犮２犪２）
熿

燀

燄

燅

０

０

０

１

犑狇２＝

－犮１（狊２３犪３＋犮２３犱４＋狊２犪２）

－狊１（狊２３犪３＋犮２３犱４＋狊２犪２）

－犮２３犪３＋狊２３犱４－犮２犪２

－狊１

犮１

熿

燀

燄

燅０
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犑狇３＝

－犮１（狊２３犪３＋犮２３犱４）

－狊１（狊２３犪３＋犮２３犱４）

－犮２３犪３＋狊２３犱４）

－狊１

犮１

熿

燀

燄

燅０

犑狇４＝

０

０

０

－犮１狊２３

－狊１狊２３

－犮

熿

燀

燄

燅２３

犑狇５＝

０

０

０

犮１犮２３狊４－狊１犮４

狊１犮２３狊４＋犮１犮４

－狊２３狊

熿

燀

燄

燅４

犑狇６＝

０

０

０

－（犮１犮２３犮４＋狊１狊４）狊５－犮１狊２３犮５

－（狊１犮２３犮４－犮１狊４）狊５－狊１狊２３犮５

狊２３犮４狊５－犮２３犮

熿

燀

燄

燅５

设机器人各驱动电动机额定速度相同，各关节

变量取值范围为：－１７５°≤狇１≤１７５°，－１９０°≤狇２≤

１０°，－２４０°≤狇３≤７０°，－３６０°≤狇４≤３６０°，

－１０５°≤狇５≤１０５°，－３６０°≤狇６≤３６０°，末端的要求

速度为：最大线速度‖狏‖２犿犪狓＝２０００犿犿／狊，最大角

速度‖ω‖２犿犪狓＝９狉犪犱／狊。对末端速度量纲规格化

处理：取末端线速度单位为 犿犿／狊，角速度单位为

０００４５狉犪犱／狊，有犑犳＝［犑狇狏２２２２２２２犑狇ω］
犜犑犿。以

犑犳作为式（４）中优化用的犑并按式（５）建立全域内

的优化模型。对上述模型离散化并采用遗传算法进

行寻优，经过８００代后，得最优的相对传动比为：

狌１∶狌２∶狌３∶狌４∶狌５∶狌６＝１∶１６５０６∶１２８９４∶

－０５２２６∶－０４０３４∶０３３３４。优化过程中全域可

操作性η狕变化如图４所示，可以看出，随着优化过

程的进行，基于全域内的可操作性得到逐步改善。

优化前各环节传动比的初选值为：狌１、狌２＝１００，

狌３＝－１００，狌４＝－５０，狌５、狌６＝５０，狌４５＝－１，此时

η狕＝０１４，采用优化后的相对传动比，则η狕＝０２１。

另外，仅就绝对值来说，从优化结果可以看出，相对

狌１而言，狌２、狌３较大，而狌４、狌５、狌６相对较小。一般

情况，因为关节２的负载最大，要求关节２的输出扭

矩也最大，所以关节２的传动比狌２最大。这与许多

具有类似结构的商品化机器人是一致的。例如，按

照安川犕犗犜犗犕犃犖机器人犈犎８０提供的各关节最

大速度数据，若假定各驱动电动机额定速度相同，则

可大致确定犈犎８０机器人各关节的传动比，从而计

算获得：狌２＝１２１７２狌１，狌３＝１０６４５狌１，狌４＝

０７４０６狌１，狌５＝０７４０６狌１，狌６＝０４８６１狌１。可以

看出，相对于狌１而言，狌２、狌３较大，且狌２最大，而

狌４、狌５、狌６相对较小。

图４ 优化过程可操作性均值变化图

犉犻犵．４ 犕犲犪狀犿犪狀犻狆狌犾犪犫犻犾犻狋狔犮犺犪狀犵犻狀犵犻狀狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀

５ 结论

（１）基于驱动空间的条件数或条件数倒数的可

操作性指标反映的是在某一位姿下，末端位姿速度

给定时所引起驱动速度的变化范围，其一般不等价

于基于关节空间的可操性。相对传动比的优化可归

结为基于驱动空间的全域可操作性优化问题。

（２）用条件数倒数构造了全域可操作性指标，并

在此基础上给出了相对传动比寻优模型。

（３）用于相对传动比优化的雅可比矩阵具有量

纲依赖性，须依据末端位置和姿态速度要求及电动

机额定速度的大小来综合确定。

（４）对一台６自由度机器人的相对传动比建立

了优化模型，并采用遗传算法进行了寻优，改善了基

于操作空间的可操作性。本文对于其他坐标运动类

多轴制造装备的传动系统设计也具有一定借鉴的

意义。
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摄像机标定技术研究。通过试验与分析可知，基于

改进的犎犪狉狉犻狊角点提取方法提高网络训练样本集的

数据精度，综合采用归一化、提前终止等多种策略，

合理选择隐层神经元个数和网络训练函数，从而改

善网络的泛化能力，可以显著提高摄像机的标定精

度，并能大大降低传统方法操作的复杂程度，减少坐

标间转换造成的累计误差。本文研究方法可应用于

高精度的三维测量工作。
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