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卡尔曼滤波模型的建立及其在施工变形测量中的应用
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Establishment of Kalman Filtering Model and Its Application in Construction
                          Deformation Measurement

XU Guo-hui,YU Chun-lin

摘要:卜尔曼滤波作为一种动态数据处理方法已在许多测量领域得到应用，就卡尔曼滤波方法在施工变形测量应用中，如何建立

滤波模型和精度评定问题进行探讨，提出解决这些问题的方法，并通过一个实例说明这些方法的有效性。
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    卡尔曼滤波模型是动态测量中进行数据处理的

常用模型，文献[1]从理论上探讨了卡尔曼滤波在变

形测量中的应用方法，但在实际应用中，如何建立具

体的滤波模型仍是一个值得探讨的问题。对于施工
变形测量，由于受现场条件限制，监测点的多余观测

值一般较少，有时甚至没有多余的观测值，因此，在

实际应用中还应考虑如何对监测结果进行精度评

定。本文先介绍卡尔曼滤波方法，然后就上述问题

进行探讨，最后介绍一个应用实例。

    一、卡尔曼滤波

    离散化后卡尔曼滤波模型的典型形式为[121
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状态参数向量的滤波估值X;及其协方差矩阵的递
推公式为
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式(1)为卡尔曼滤波状态参数向量的动态方程，式

(2)称为观测方程。LKIXK分别为第k期监测的观

测向量和状态参数向量，口;_】为动态噪声，△、为观

测噪声，它们均服从正态分布，Oh,;一1为状态转移矩
阵，Bk,几_1是系数矩阵。

    随机模型为

式中，

    Jk=口、，卜，B万(B、,}Qk,&-1B T k(BKtIk,、一;Bk + Y4x)一’(6)
            $k二乙*一Bjk.、一1 (7)

上述各式中，on。和口ok分别表示Qn‘和。:。的先验
值，.}k为卡尔曼滤波增益矩阵，ek为预测残差向
量，其协方差矩阵为
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    二、滤波模型的建立

    在变形测量中，常用的卡尔曼滤波模型为(a -

用和(。一a一Y)模型〔’〕，这两种模型都是将监测点
的变形位移过程看成是一个随机过程。所谓(a-

酌滤波模型，是认为在变形测量过程中，监测点位
移速度的均值是不变的，并在滤波中将监测点的位

置及其位移速度作为状态参数，将位移加速度视作

动态噪声，其动态方程为

?-l]ru
tk_l xk-1

其中，Qnk, QA,分别为。‘和△;的协方差矩阵。状
态参数向量的一步预测值Xk.k-l及其协方差阵
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(a一R一Y)滤波模型则是认为在变形测量过程中，

监测点位移加速度的均值是不变的，滤波中将监测
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点的位置及其位移速度和加速度都作为状态参数，

将加速度变化率视作动态噪声，其动态方程为 k二
k P F, lsk

(11)
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去t3 式中，n、为第k期滤波观测值的个数，口、为$k的权
逆矩阵，由式(8)计算。这时状态参数向量滤波值的
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式中，xk, vk, a*分别为监测点的坐标、位移速度和

加速度，d2k-1为动态噪声，Lk-1表示时间。
    在变形测量中，观测方程一般是已知的，观测噪

声的随机模型也可通过一定的方法获得，较难确定

的是状态参数的动态方程及动态噪声的随机模型。

在样本观测值较多的条件下，一般是先假定状态参

数的动态方程为式(9)或式(10)，然后根据样本观测

值按时间序列分析方法对动态噪声日*_，的自相关

函数进行统计检验[31，以确定假定的动态方程是否
合适。但在施工变形测量中，总的监测期数一般不

是很多，这时可采用一种较简单的分析方法，即:在

经过若干期监测‘总监测期数的告一告)后，先计算
出监测点各期的坐标位置以及相邻两期之间坐标位

移的速度、加速度和加速度变化率，然后对监测点各

期间的位移速度和加速度进行分析(例如通过作图

进行分析)，并按照节省参数的原则建立动态方程。

当各期的速度在其平均速度的两侧波动变化，无明

显的增、减速迹象时，采用(( GC一R)模型，并根据各期
的加速度估算出动态噪声的方差;当各期的速度有

增、减速迹象，而其加速度无明显的增、减速迹象时，

则采用(。一R一r)模型，并根据各期加速度的变化
率估算出动态噪声的方差。

    三、精度评定

    当精确已知观测噪声和动态噪声的随机模型

时，式(s)之第2式就是状态参数的协方差矩阵，这

时不需要专门进行精度评定。但在实际应用中，所

采用的先验值口。和a△与其实际值P。和P△可能
不完全一致，有时可能相差甚远，这时Q。和0‘的
含义与其说是协方差矩阵不如说是权逆矩阵更为适

当，相应地式(s)中的口*就是戈*的权逆矩阵，而不
是R、的协 差矩阵，因此有必要计算单位权方差

az的估计值，以便获得状态参数估值的协方差矩

阵，

    对于第k期滤波，单位权方差 za可按下式估

计[31

协方差矩阵P*为

                    口、

显然，若 2̂6k=1，则P*二

二ak口* (12)

Pk，这时说明滤波所采用的

先验值0。和P:与其实际值Q。和PA吻合得较
好。

    在施工变形测量中，n、往往较小，这时按式

(11)求得的砚可能不稳定。理想的方法是通过平
滑求得各期状态参数向量的平滑值，并根据平滑后

的残差向量来估计 za，但平滑计算较复杂，其计算

量也很大。为了简化计算，同时消除6k值的不稳定

性，可将式(川计算的各期a2k值，按权(各期观测值

的个数)取平均值近似地计算。2的估值Q 2k。若以
N*表示第k期以前(包括第k期)各期观测值个数

之和，W、表示第k期以前(包括第 k期)各期

zkY EF'sk之和，经简单推导可得下列计算公式:

          合、2
当k=1时，取No

=Nk_,+nk

二Wk一，+kY Ek }#k

二WkN口
二0, W�=0。由于砚是
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a2的无

戈

叭

偏估计，因此a 2k也是。2的无偏估计。

    四、算 例

    本算例为广州市新增步桥的施工变形监测。为

了监测新增步桥的施工对其附近老增步桥的影响，

在老增步桥上共布设了8个监测点，采用边角交会

法和极坐标法进行了28期平面位移监测。每期监

测时，各监测点的观测值数量一般为2一4个，最多

时为6个观测值。

    为了建立滤波模型，先按静态数据处理方法计
算出前10期各点的坐标，然后根据各点的坐标值计

算其在相邻两期之间的位移速度和加速度。通过作

图分析，各点的速度都在其平均速度的两侧波动变
化，没有明显的增、减速迹象，所以8个监测点均采

用(。一R)滤波模型。状态参数的初始值由前两期
观测结果确定，从第3期开始进行滤波处理。在滤

波过程中，大部分监测点在各期滤波时其单位权方

差值氛2比较稳定，只有少部分监测点在最初几期
                                (下转第42页)
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    理论与实践说明:

    1.卵形曲线测量的坐标检验是从套切几何结

构特征到点位坐标的检验全过程。实践证明，这种

检验全过程反映卵形曲线检验不只是一般数据的比

较，而是整个线型结构规律和参数关系的全面分析。

由此可见检验全过程是提供可靠卵形曲线空间点位

数据的基础

    2.应用实例。R,:Rz > 38,0p:R 1-0.004, M
点的坐标拟合误差△x _c0. 1 mm,Ay_<0.6 mm。坐
标检验提供的这种高精度的卵形曲线的标准点位坐

标，得益于卵形曲线数学模型的应用，得益于浮动拟

合参数和中插回旋曲线长度联合调整措施的采用，

其结果不仅解决卵形曲线的某些应用限制[[31，同时

有效地保证卵形曲线空间点位数据的准确性。

    3.卵形曲线测量的坐标检验有利于路线设计

与测量数据检验相结合。实践证明，卵形曲线测量
的坐标检验全过程所涉及的技术思路可应用于，’以

曲为主”的路线勘测设计。
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滤波时，其单位权方差值有些波动，但随着滤波期数

的增多而渐趋稳定。例如，1号测点在前10期滤波

时，言广值在0.22-1.57 mm之间波动(见表1)，第

10期之后氮z值稳定在1.05一l. 65 mm之间。由
此可见，当各期参与滤波的观测值较少时，滤波的总

期数不宜太少，以保证精度评定结果的可靠性。

表1  1号测点各期逮波的单位权方差值

监测期数

单位权方差

4       5       6 8       9      10      11 12 13      14      15

0.43 0 22 。25 0.34
/min

。69 0 74 1.57

单位权方差

    /mln

一 弃 一 李 一 二 = 巴 =======二二二二二二二二二二二二二二二二二二二二二二二二=二=二，二一 牛 一 一 ，. 一 - 一 -.- 一 - - ~

    16    17      18      19      20      21      22      23      21      25      26      27      28

19    1.25    1.19  1.13 1.15          1.19 1.60   1.65 1.59   1.53   1.56   1.53   1.53

      表2 各点第28期滤波的单位权方差

点 名 1    2    3    4     5     6    7    8

万w2/mm  1.53 0.87 0.94 1.49 0.93 1.31 1.40 1.14

    表2是第28期(最后一期)滤波时各点的单位

权方差ak，的计算值，根据表2中结果可得出以下
结论:

    1.各点的单位权方差值氮“在。.8一1.5 mm
之间，与其理论值1 mm相差很小，说明按本文所介

绍的方法建立滤波模型是可行的，其模型基本能反

映监测点的实际变形情况;

    2.各点的单位权方差值均不等于其理论值

1 mm，因此，在应用卡尔曼滤波方法进行数据处理
时，有必要计算单位权方差值。
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