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摘要 本文研究了系统为 Brown 运动驱动的完全耦合的非线性正倒向随机微分方程的

随机最优控制问题. 系统要求可允许控制过程适应于标的 Brown运动生成的 σ 域流的一个

子 σ 域流. 对于这种部分信息的随机最优控制问题, 在控制区域为凸集和控制变量可以进

入控制系统正向扩散系数的情形下,证明了最优性的一个充分条件 (验证定理)和一个必要

条件.
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1 引言

设 (Ω,F , {Ft}t�0, P ) 是一个带流的完备概率空间, 其中 {Ft}t�0 是满足通常条件的 F
的子 σ 域流. 设 {Bt}t�0 是 (Ω,F , P ) 上的一个 d 维标准 Brown运动. 不妨假设 {Ft}t�0 是

由 {Bt}t�0 所生成的自然 σ 域流的完备化. 本文考虑如下受控的完全耦合的非线性正倒向

随机系统 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dxt = b(t, xt, yt, zt, vt)dt + σ(t, xt, yt, zt, vt)dBt,

dyt = −f(t, xt, yt, zt, vt)dt + ztdBt,

x(0) = a,

y(T ) = ξ,

(1.1)

其中

b(t, x, y, z, v) : [0, T ]× Rn × Rm × Rm×d × U → Rn,

σ(t, x, y, z, v) : [0, T ]× Rn × Rm × Rm×d × U → Rn×d,

f(t, x, y, z, v) : [0, T ]× Rn × Rm × Rm×d × U → Rm,

引用格式: 孟庆欣. 部分信息的完全耦合正倒向系统的随机最大值原理. 中国科学 A, 2009, 39(6): 731–740
Meng Q X. A maximum principle for optimal control problem of fully coupled forward-backward stochastic
systems with partial information. Sci China Ser A, 2009, 52, DOI: 10.1007/s11425-009-0114-7
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是给定的关于 (x, y, z, v) 的连续可微映射, T > 0 是给定的常数, a 是给定的 Rn 中的常

量, ξ 是给定的取值于 R
m 的 L2(Ω,FT , P ) 中的随机变量. 系统 (1.1) 中的随机过程 v(·) =

{vt(ω), t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω} 是可允许控制过程, 要求其取值于一个给定的非空凸集 U ⊂ Rk, 而

且关于 σ 域流 {εt}t�0 是适应的, 其中 εt ⊆ Ft, ∀ t ∈ [0, T ] 是给定的 {Ft}t�0 的子域流, 表

示控制者所能利用到的部分信息. 例如: 取 εt = F(t−δ)+ , ∀ t ∈ [0, T ], 其中 δ > 0 是给定的信

息延迟步长. 另外, 要求对任一可允许控制过程 v(·), 正倒向随机微分方程 (1.1) 存在唯一的

强解

(xt, yt, zt) := (x(v)
t , y

(v)
t , z

(v)
t ), ∀ t ∈ [0, T ]

和下面的 (1.3) 式成立. 部分信息的可允许控制的全体记作 A. 如果 v(·) ∈ A , (xt, yt, zt) =

(x(v)
t , y

(v)
t , z

(v)
t ) 是对应于系统 (1.1) 的强解, 那么称 (vt; xt, yt, zt) 为可允许控制组.

考虑如下的随机最优控制问题: 任给 v(·) ∈ A, (xt, yt, zt) = (x(v)
t , y

(v)
t , z

(v)
t ), 性能指标为

J(v(·)) = E

[ ∫ T

0

l(t, xt, yt, zt, vt)dt + φ(xT ) + h(y0)
]
, (1.2)

其中

l(t, x, y, z, v) : [0, T ]× R
n × R

m × R
m×d × U → R,

φ(x) : R
n → R,

h(y) : Rm → R,

是给定的连续可微函数, 而且满足下述条件

E

[ ∫ T

0

|l(t, xt, yt, zt, vt)|dt + |φ(xT )| + |h(y0)|
]

< ∞. (1.3)

这个条件可以保证随机最优控制问题是有意义的. 部分信息的随机最优控制问题就是

寻找一可允许控制 u(·) ∈ A, 使得性能指标 (1.2) 达到最小, 即

J(u(·)) = inf
v(·)∈A

J(v(·)). (1.4)

满足 (1.4) 式的可允许控制 u(·) 称为最优控制. 如果 (xt, yt, zt) = (x(u)
t , y

(u)
t , z

(u)
t ) 是对应于

系统 (1.1) 的强解, 那么 (ut; xt, yt, zt) 称为最优控制组.

随机最优控制问题是随机控制科学中的基本问题之一. 解决随机最优控制问题主要有

两种方法. 一是动态规划原理, 即利用最优性原理导出值函数所满足的 Hamilton-Jacobi-

Bellman (H-J-B)方程. 另一种重要方法是随机最大值原理, 即利用对偶理论建立最优控制所

满足的必要条件或充分条件. 对于完全信息的正向系统的随机最大值原理可以参阅书 [1] 及

其相关参考文献.

部分可观测的随机最优控制问题, 控制者只能观测到控制系统的部分信息, 其目标是控

制者利用比完全信息流 {Ft}t�0 较小的一个信息流, 寻找一个最优控制, 使得性能指标达到

最优. 部分可观测的随机最优控制问题在金融数学上有着非常重要的应用,特别地, 可以用

来构建经济代理人之间有信息间隙的经济模型 (参见文献 [2, 3]). 目前,对于部分观测的正向

系统的随机最优控制问题及其相应的随机最大值原理已经得到了广泛的研究, 相关文献可参

见文献 [4–7] 等. 最近, Baghery 和 Oksendal[8] 建立了与本文同一类型的部分信息的正向系

统的随机最大值原理. 在文献 [8]中, 作者指出由于这种部分信息的一般性,不能利用动态规

划原理和 H-J-B 方程来研究相应的随机最优控制问题.
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一个正向随机微分方程耦合一个倒向随机微分方程称之为一个正倒向随机微分方程. 在

金融数学领域, 当考虑大户投资者时, 就会遇到完全藕合的正倒向随机微分方程. 另外在利

用随机最大值原理来研究正向系统的随机最优控制问题时, 系统方程和其对偶方程也会构成

一个正倒向随机微分方程, 称之为随机 Hamilton 系统. 显然数学经济和数学金融中的许多

重要问题, 都可以归结为一个系统为正倒向随机微分方程 (1.1) 的随机最优控制问题 [9−11],

例如正倒向随机微分方程在金融数学中一个重要应用是研究随机递归效益的最优控制问题.

因此对系统为正倒向随机微分方程的随机最优控制问题的研究也变得非常重要起来. 目前

对于完全信息的正倒向系统的随机最优控制问题已得到了充分的研究, 可参阅文献 [12–14].

他们在控制区域为非空凸集或系统正向扩散项系数不含有控制变量情形下, 只建立了最优控

制所满足的必要条件.

本文的目的是研究部分信息的随机最优控制问题 (1.1)–(1.4) 的随机最大值原理. 文章

第二部分证明了最优性满足的一个充分条件即验证定理, 文章第三部分证明了某种局部意义

下的最优控制所满足的一个较弱的必要条件.

另外, 关于非线性完全耦合的正倒向随机微分方程的解的存在唯一性理论, 可以参见文

献 [15–18].

2 部分信息充分的随机最大值原理

本节将证明部分信息的随机最优控制问题 (1.1)–(1.4) 的随机最大值原理的一个充分形

式 (即验证定理). 首先引入对应于可允许控制组 (vt; xt, yt, zt) 的对偶正倒向随机微分方程⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dkt =−[b∗y(t, xt, yt, zt, vt)pt + σ∗
y(t, xt, yt, zt, vt)qt − f∗

y (t, xt, yt, zt, vt)kt

+l∗y(t, xt, yt, zt, vt)]dt − [b∗z(t, xt, yt, zt, vt)pt

+σ∗
z (t, xt, yt, zt, vt)qt − f∗

z (t, xt, yt, zt, vt)kt + l∗z(t, xt, yt, zt, vt)]dBt,

dpt =−[b∗x(t, xt, yt, zt, vt)pt + σ∗
x(t, xt, yt, zt, vt)qt − f∗

x(t, xt, yt, zt, vt)kt

+l∗x(t, xt, yt, zt, vt)]dt + qtdBt, 0 � t � T,

k0 =−h∗
y(y0), pT = φ∗

x(xT ),

(2.1)

其中 (p(·), q(·), k(·)) ∈ Rn × Rn×d × Rm, 并且上标 ∗ 表示矩阵的转置, 〈·, ·〉 和 | · | 表示空间
R

n, Rm, Rm×d 上通常的内积和 Euclid 空间范数.

定义 Hamilton 函数

H(t, x, y, z, v, p, q, k) = 〈k,−f(t, x, y, z, v〉+ 〈p, b(t, x, y, z, v)〉
+〈q, σ(t, x, y, z, v)〉 + l(t, x, y, z, v), (2.2)

其中 H : [0, T ]×Rn ×Rm ×Rm×d ×U × Rn ×Rn×d ×Rm → R. 于是可以把对偶的正倒向随

机微分方程 (2.1) 改写为 Hamilton 系统形式⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

dkt =−Hy(t, xt, yt, zt, vt, pt, qt, kt)dt − Hz(t, xt, yt, zt, vt, pt, qt, kt)dBt,

dpt =−Hx(t, xt, yt, zt, vt, pt, qt, kt)dt + qtdBt,

k0 =−h∗
y(y0), pT = φ∗

x(xT ).

(2.3)

那么有如下关于随机最优控制问题 (1.1)–(1.4)最优性的验证定理.
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定理 2.1 (部分信息充分的随机最大值原理) 假设 (ût; x̂t, ŷt, ẑt) 是一个可允许控制组,

且其对应的对偶正倒向随机微分方程 (2.3) 存在适应解 (p̂t, q̂t, k̂t). 再假设对 ∀ v(·) ∈ A,

E

∫ T

0

(x̂t − x
(v)
t )∗q̂tq̂

∗
t (x̂t − x

(v)
t )dt < +∞, (2.4)

E

∫ T

0

(ŷt − y
(v)
t )∗(HzH

∗
z )(t, x̂t, ŷt, ẑt, v̂t, p̂t, q̂t, k̂t)(ŷt − y

(v)
t )dt < +∞, (2.5)

E

∫ T

0

p̂∗t (σσ∗)(t, x(v)
t , y

(v)
t , z

(v)
t , vt)p̂tdt < +∞, (2.6)

E

∫ T

0

k̂∗
t (z(v)

t z
(v) ∗
t )k̂tdt < +∞, (2.7)

E

∫ T

0

|Hu(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)|2 < +∞. (2.8)

进一步假设对所有的 t ∈ [0, T ], H(t, x, y, z, v, p̂t, q̂t, k̂t)关于 (x, y, z, v)是凸的, h(y)关于 y 是

凸的, φ(x) 关于 x 是凸的, 而且成立部分信息的最优性条件

E[H(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)|εt] = min
v∈U

E[H(t, x̂t, ŷt, ẑt, v, p̂t, q̂t, k̂t)|εt]. (2.9)

那么 ût 是部分信息的随机最优控制问题 (1.1)–(1.4)的最优控制.

证明 设 (vt; xt, yt, zt) = (vt; x
(v)
t , y

(v)
t , z

(v)
t ) 是任一可允许控制组, 由性能指标 (1.2) 的

定义知

J(v(·)) − J(û(·)) = E

∫ T

0

[l(t, xt, yt, zt, vt) − l(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)]dt

+E[φ(xT ) − φ(x̂T )] + E[h(y0) − h(ŷ0)]

= I1 + I2 + I3, (2.10)

其中

I1 = E

∫ T

0

[l(t, xt, yt, zt, vt) − l(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)]dt, (2.11)

I2 = E[φ(xT ) − φ(x̂T )], (2.12)

I3 = E[h(y0) − h(ŷ0)]. (2.13)

对 〈p̂(t), xt − x̂t〉 + 〈k̂(t), yt − ŷt〉 使用 Itô公式,

〈φx(x̂T ), xT − x̂T 〉 + 〈hy(ŷ0), y0 − ŷ0〉
= 〈p̂T , xT − x̂T 〉 + 〈k̂T , yT − ŷT 〉 − 〈p̂0, x0 − x̂0〉 − 〈k̂0, y0 − ŷ0〉

=
∫ T

0

〈xt − x̂t, dp̂t〉 +
∫ T

0

〈p̂t, d(xt − x̂t)〉

+
∫ T

0

〈q̂t, σ(t, xt, yt, zt, vt) − σ(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt +
∫ T

0

〈yt − ŷt, dk̂t〉

+
∫ T

0

〈k̂t, d(yt − ŷt)〉 +
∫ T

0

〈−Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t), zt − ẑt〉dt

= −
∫ T

0

〈Hx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t), xt − x̂t〉dt
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−
∫ T

0

〈Hy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t), yt − ŷt〉dt

−
∫ T

0

〈Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t), zt − ẑt〉dt

+
∫ T

0

〈p̂t, b(t, xt, yt, zt, vt) − b(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt

+
∫ T

0

〈q̂t, σ(t, xt, yt, zt, vt) − σ(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt

+
∫ T

0

〈k̂t,−(f(t, xt, yt, zt, vt) − f(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût))〉dt

+
∫ T

0

〈p̂t, (σ(t, xt, yt, zt, vt) − σ(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût))dBt〉 +
∫ T

0

〈xt − x̂t, q̂tdBt〉

+
∫ T

0

〈yt − ŷt,−Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)dBt〉 +
∫ T

0

〈k̂t, (zt − ẑt)dBt〉, (2.14)

上述过程用到了下列事实: φ∗
x(x̂T ) = p̂T , h∗

y(ŷ0) = −k̂0, yT −ŷT = ξ−ξ = 0, x0−x̂0 = a−a = 0.

由函数 φ 和 h 的凸性, 以及对 (2.14) 式取数学期望可知,

I2 + I3 = E[φ(xT ) − φ(x̂T )] + E[h(y0) − h(ŷ0)]

� E〈φx(x̂T ), xT − x̂T 〉 + E〈hy(ŷ0), y0 − ŷ0〉

= −E

∫ T

0

〈Hx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), xt − x̂t〉dt

−E

∫ T

0

〈Hy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), yt − ŷt〉dt

−E

∫ T

0

〈Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), zt − ẑt〉dt

+E

∫ T

0

〈p̂t, b(t, xt, yt, zt, vt) − b(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt

+E

∫ T

0

〈q̂t, σ(t, xt, yt, zt, vt) − σ(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt

+E

∫ T

0

〈k̂t,−(f(t, xt, yt, zt, vt) − f(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût))〉dt

= −J1 + J2 + J3 + J4, (2.15)

其中

J1 = E

∫ T

0

〈Hx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), xt − x̂t〉dt

+E

∫ T

0

〈Hy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), yt − ŷt〉dt

+E

∫ T

0

〈Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), zt − ẑt〉dt,

J2 = E

∫ T

0

〈p̂t, b(t, xt, yt, zt, vt) − b(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt,

735



孟庆欣: 部分信息的完全耦合正倒向系统的随机最大值原理

J3 = E

∫ T

0

〈q̂t, σ(t, xt, yt, zt, vt) − σ(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt,

J4 = E

∫ T

0

〈k̂t,−(f(t, xt, yt, zt, vt) − f(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût))〉dt,

注意在证明 (2.15) 式的过程中利用可积性条件 (2.4)–(2.7), 使得关于的 Brown 运动的随机

积分具有零数学期望.

由 Hamilton 函数 H 的定义以及 I1, J2, J3, J4 的定义可得

I1 = E

∫ T

0

[l(t, xt, yt, zt, vt) − l(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)]dt

= E

∫ T

0

[H(t, xt, yt, zt, vt, p̂t, q̂t, k̂t) − H(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)]dt

−E

∫ T

0

〈p̂t, b(t, xt, yt, zt, vt) − b(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt

−E

∫ T

0

〈q̂t, σ(t, xt, yt, zt, vt) − σ(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)〉dt

−E

∫ T

0

〈k̂t,−(f(t, xt, yt, zt, vt) − f(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût))〉dt

= J5 − J2 − J3 − J4, (2.16)

其中

J5 = E

∫ T

0

[H(t, xt, yt, zt, vt, p̂t, q̂t, k̂t) − H(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)]dt. (2.17)

由 H(t, x, y, z, v, p̂t, q̂t, k̂t) 关于 (x, y, z, v) 的凸性可知

H(t, xt, yt, zt, vt, p̂t, q̂t, k̂t) − H(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)

� 〈Hx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), xt − x̂t〉 + 〈Hy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), yt − ŷt〉
+〈Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), zt − ẑt〉 + 〈Hu(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), vt − ût〉. (2.18)

再由最优性条件 (2.9) 式, (2.8) 式以及 vt, ût 关于 εt 的可测性可得

〈E[Hu(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)|εt], vt − ût〉
= E[〈Hu(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), vt − ût〉|εt] � 0. (2.19)

因此结合 (2.17)–(2.19)可得

J5 � E

∫ T

0

〈Hx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), xt − x̂t〉dt

+E

∫ T

0

〈Hy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), yt − ŷt〉dt

+E

∫ T

0

〈Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), zt − ẑt〉dt,

= J1. (2.20)

再结合 (2.10), (2.15), (2.16) 和 (2.20) 可得

J(v(·)) − J(û(·)) = I1 + (I2 + I3) = (J5 − J2 − J3 − J4) + I2 + I3

� (J1 − J2 − J3 − J4) + (−J1 + J2 + J3 + J4) = 0.
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由 v(·) ∈ A 的任意性, 可知 û(·) 是随机最优控制问题 (1.1)–(1.4) 的最优控制.

3 部分信息必要的随机最大值原理

本节使用类似于文献 [8] 的方法, 证明如果 û(·) 是随机最优控制问题 (1.1)–(1.4)在某种

意义下的局部最优控制, 那么 û(·) 满足随机最大值原理的某种局部必要形式. 文献 [8] 证明

了部分信息情形下, 系统由 Brown运动和补偿的 Poisson随机测度驱动的正向系统的随机最

优控制问题最优性的一个必要条件.

除了第二节的假设仍然成立外, 在本节中再作如下假设:

(H1) : 假设对所有满足 0 � t < t + r � T 的实数 t, r 和所有有界的取值于 RK 的 εt 可

测随机变量 α = α(ω), 控制过程 β(s) := (0, . . . , βi(s), 0, . . . , 0) ∈ U ⊂ Rk 是 A 中的可允许控
制过程, 其中 βi(s) =: αiX[t, t+r](s), s ∈ [0, T ], i = 1, 2, . . . , k.

(H2) : 假设对任意的 u(·), β(·) ∈ A , 其中 β(·) 有界, 存在 δ > 0, 使得任意 y ∈ (−δ, δ),

成立 u(·) + yβ(·) ∈ A .

任给 u(·), β(·) ∈ A,其中 β(·)有界,定义过程 (X1
t , Y 1

t , Z1
t ) = (X(u, β)

t , Y
(u, β)
t , Z

(u, β)
t )为

X1
t := X

(u, β)
t =

d

dy
x

(u+yβ)
t

∣∣∣∣
y=0

,

Y 1
t := Y

(u, β)
t =

d

dy
y
(u+yβ)
t

∣∣∣∣
y=0

, (3.1)

Z1
t := Z

(u, β)
t =

d

dy
z
(u+yβ)
t

∣∣∣∣
y=0

.

则 (X1
t , Y 1

t , Z1
t ) 满足如下的线性正倒向随机微分方程

dX1
t = [bx(t, xt, yt, zt, ut)X1

t + by(t, xt, yt, zt, ut)Y 1
t

+bz(t, xt, yt, zt, ut)Z1
t + bv(t, xt, yt, zt, ut)βt]dt

+[σx(t, xt, yt, zt, ut)X1
t + σy(t, xt, yt, zt, ut)Y 1

t

+σz(t, xt, yt, zt, ut)Z1
t + σv(t, xt, yt, zt, ut)βt]dBt, (3.2)

dY 1
t = −[fx(t, xt, yt, zt, ut)X1

t + fy(t, xt, yt, zt, ut)Y 1
t

+fz(t, xt, yt, zt, ut)Z1
t + fv(t, xt, yt, zt, ut)βt]dt + Z1

t dBt

X1
0 = 0, Y 1

T = 0,

其中 (xt, yt, zt) = (x(u)
t , y

(u)
t , z

(u)
t ).

定理 3.1 (部分信息必要的随机最大值原理) 假设 û(·) ∈ A,对任意有界的 β(·) ∈ A,存

在 δ > 0,使得任意的 y ∈ (−δ, δ),成立 û(·)+ yβ(·) ∈ A,而且函数 h(y) := J(û(·)+ yβ(·)), y ∈
(−δ, δ) 在 y = 0 达到最小. 假设对应于可允许控制组 (ût; x̂t, ŷt, ẑt) 的对偶方程 (2.3) 存在一

个的适应解 (p̂t, q̂t, k̂t), 即

p̂t = φ∗
x(x̂T ) +

∫ T

t

Hx(s, x̂s, ŷs, ẑs, ûs, p̂s, q̂s, k̂s)ds −
∫ T

t

q̂sdBs,

k̂t = −h∗
y(ŷ0) −

∫ t

0

Hy(s, x̂s, ŷs, ẑs, ûs, p̂s, q̂s, k̂s)ds

−
∫ t

0

Hz(s, x̂s, ŷs, ẑs, ûs, p̂s, q̂s, k̂s)dBs.
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进一步假设

E

∫ T

0

(X̂1
t )∗q̂tq̂

∗
t X̂1

t dt < +∞, (3.3)

E

∫ T

0

(Ŷ 1
t )∗(HzH

∗
z )(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)Ŷ 1

t dt < +∞, (3.4)

E

∫ T

0

p̂∗t ξ̂
1
t (ξ̂1

t )∗(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)p̂tdt < +∞, (3.5)

E

∫ T

0

k̂∗
t Ẑ1

t (Ẑ1
t )∗k̂tdt < +∞, (3.6)

其中

X̂1
t = X

(û, β)
t , Ŷ 1

t = Y
(û, β)
t , Ẑ1

t = Z
(û, β)
t ,

ξ̂t
1

= σx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)X1
t + σy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Y 1

t

+ σz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Z1
t + σv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt.

那么对几乎所有的 t ∈ [0, T ],

E[Hv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)|εt] = 0.

证明 由函数 h(y) 在 y = 0 处达到最小可知

0 = h′(0) = E

∫ T

0

〈lx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), X̂1
t 〉dt

+E

∫ T

0

〈ly(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), Ŷ 1
t 〉dt + E

∫ T

0

〈lz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), Ẑ1
t 〉dt

+E

∫ T

0

〈lv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), βt〉dt + E〈φx(x̂T ), X̂1
T 〉 + E〈hy(ŷ0), Ŷ 1

0 〉. (3.7)

对 〈p̂t, X̂
1
t 〉 + 〈k̂t, Ŷ

1
t 〉, 利用 Itô公式并取数学期望可得以下关系式

E〈φx(x̂T ), X̂1
T 〉 + E〈hy(ŷ0, ), Ŷ 1

0 〉
= E〈p̂T , X̂1

T 〉 + E〈−k̂0, Ŷ
1
0 〉

= −E

∫ T

0

〈Hx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t), X̂1
t 〉dt

−E

∫ T

0

〈Hy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), Ŷ 1
t 〉dt

−E

∫ T

0

〈Hz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), Ẑ1
t 〉dt

+E

∫ T

0

〈p̂t, bx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)X1
t + by(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Y 1

t

+bz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Z1
t + bv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt〉dt

+E

∫ T

0

〈q̂t, σx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)X1
t + σy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Y 1

t

+σz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Z1
t + σv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt〉dt
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+E

∫ T

0

〈k̂t,−fx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)X1
t − fy(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Y 1

t

−fz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)Z1
t − fv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt〉dt

= −E

∫ T

0

〈lx(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), X̂1
t 〉dt − E

∫ T

0

〈ly(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), Ŷ 1
t 〉dt

−E

∫ T

0

〈lz(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût), Ẑ1
t 〉dt + E

∫ T

0

〈p̂(t), bv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt〉dt

+E

∫ T

0

〈q̂(t), σv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt〉dt + E

∫ T

0

〈k̂(t),−fv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût)βt〉dt. (3.8)

在证明 (3.8) 的过程中利用了平方可积条件 (3.3)–(3.6), 使得关于 Brown 运动的随机积分具

有零数学期望.

将 (3.8) 代入 (3.7) 可得

E

∫ T

0

〈Hv(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t), βt〉dt = 0. (3.9)

固定 t ∈ [0, T ], 特别地取 β = (0, . . . , βi, . . . , 0), 其中 βi(s) = αi(ω)X[t,t+r](s), s ∈ [0, T ],

t + r � T , αi = αi(ω) 是 εt 可测的有界随机变量, 则由 (3.9) 可得

E

[ ∫ t+r

t

∂

∂vi
H(s, x̂s, ŷs, ẑs, ûs, p̂s, q̂s, k̂s)αids

]
= 0.

上式在 r = 0 处对 r 求导可得

E

[
∂

∂vi
H(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)αi

]
= 0.

由于 αi 是任意 εt 可测的有界随机变量, 因此

E

[
∂

∂vi
H(t, x̂t, ŷt, ẑt, ût, p̂t, q̂t, k̂t)

∣∣∣∣εt

]
= 0, i = 1, 2, . . . , k.
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