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摘要 本文研究图的基本圈与图在可定向曲面上的嵌入之间的关系.本文结果表明: 一

个图 G可以嵌入到亏格至少为 g的可定向曲面上的充分必要条件是: 对于 G中任意一个支

撑树 T ,存在一个基本圈序列 C1, C2, . . . , C2g,使得对于每一个 i : 1 � i � g, C2i−1∩C2i �= ∅.
特别地, 在 T 的 β(G) 个基本圈中有基本圈序列 C1, C2, . . . , C2γM (G), 使得 C2i−1 ∩ C2i �= ∅
对于每一个 i : 1 � i � γM (G) 成立. 这里 β(G) 和 γM (G) 分别是 G 的 Betti 数和最大

可定向亏格.这个结果的意义在于: 我们可以从任意一个支撑树 (可以具有任意奇连通分支

数) 出发去构造图在可定向曲面上的嵌入. 这在本质上有别于 Xuong 与 Liu 在最大亏格方

面的工作 (即, 从具有最小奇连通分支数的支撑树出发构造图嵌入). 事实上, 这个结果在

本质上同时推广了 Xuong-Liu 与 Fu 等在最大亏格方面的工作. 作为这一结果的直接应用,

本文得到以下结果: (1) 提出了用于计算图的最大亏格的新条件, 它尤其适用于计算具有特

定边割 (edge-cut) 图的最大亏格. 并得到一些新的与已知的著名结果 (包括 Huang 在曲面

嵌入图方面的工作). (2) 最大亏格问题可以归结为在基本相交图中求最大对集问题. 结合

Micali-Vazirani 的一个有效算法, 我们设计出了一个用于计算图的最大亏格的多项式算法,

它的复杂度是 O((β(G))
5
2 ), 这一算法与 Furst 等人的算法相比更加直接、便于计算.
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1 引言

本文所讨论的图都是连通的有限无向图, 其中可以具有重边和环. 一般未定义术语均可

参见标准的教材或文献 [1–3].

一个曲面 (用 S 表示) 是一个连通、紧致并且无边界的 2 维流形. 经典的拓扑学理论表

明: 所有的曲面可以分为可定向曲面 Sh (在球面上引入 h个手柄)和不可定向曲面 Nk (在球

面上引入 k 个叉帽), h 和 k 通常称为曲面的亏格. 图 G 在曲面 S 上的一个胞腔嵌入是指从

G 到 S 的一个一一连续映射 φ : G → S, 使得 S − φ(G) 的每一个连通分支都同胚于一个开
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圆盘 (通常称为 G的一个面),而 φ则称为 G的一个胞腔嵌入 (或简称为嵌入). 曲面 S 上的

一个圈 (曲线) C 是曲面可分离的, 如果 S − C 不连通. 特别地, 如果 S − C 有一个分支 (用

int(C)表示)同胚于一个圆盘, 那么 C 就是 S 上的一个可收缩圈 (否则,是一个不可收缩圈).

int(C) + C = Int(C) 表示 C 的内部, 而 S − C 的另外一部分是 C 的外部 (用 Ext(C) 表示).

图 G 的最大亏格 γM (G) 是最大自然数 k, 使得 G 可 (胞腔) 嵌入在 Sk 上. 由于图

G 在可定向曲面上嵌入时至少有一个面, 由 Euler 公式知: γM (G) � �β(G)
2 �, 其中 β(G) =

|E(G)| − |V (G)|+ 1 是 G 的Betti 数 (也是 G 的圈秩数). 如果等式成立, 则称 G 是上可嵌入

图.

设 T 是图 G中的一个支撑树,则对于任意一条 G中的非树边 e ∈ E(G)\E(T ), T + e 含

有唯一的圈 CT (e) (通常称为 G 的属于 T 的基本圈). 如果 G 的一对边 e1,e2 有公共节点,

则边对 〈e1, e2〉是一个相邻边对. E[G1, G2]表示 G的横跨于两个点不交子图 G1 与 G2 之间

的边集合.

ξ(G, T ) 表示 G\E(T ) 的含有奇数条边的分支数目. 则图 G 的 Betti 亏数 ξ(G) 是当 T

取遍所有支撑树时, ξ(G, T ) 中的最小数值. 如果 ξ(G, T ) = ξ(G) 对于某支撑树 T 成立, 则称

T 是最优树.

2 一个关于图的最大亏格的好特征

引理 1[2, 4] 设 G 是一个连通图, 则

(1) γM (G) = 1
2 (β(G) − ξ(G));

(2) G 是上可嵌入图当且仅当 ξ(G) � 1.

定理 1 如果图 G 存在一个支撑树 T ,使得 T 有基本圈序列 C1, C2, . . . , C2g 满足条件

C2i−1 ∩ C2i �= ∅ (i = 1, 2, . . . , g), 则 G 可以嵌入到一个亏格至少是 g 的可定向曲面上.

证明 设 G 和 T 如条件所设, 而 e1, e2, . . . , e2g 是 E(G) \ E(T ) 中的边, 使得 Ci 是

T + ei (1 � i � 2g) 中的唯一圈. 根据 Xuong[4] 的关于最大亏格计算公式的方法, 不妨假设

G = T + {e1, e2, . . . , e2g}. 设 G0 = T ,且 G1 = G0 + {e1, e2}. 于是有以下论断.

论断 1 ξ(G1) � ξ(G0) (⇔ γM (G1) � γM (G0) + 1).

为证明以上论断, 我们注意到 β(G0) = β(G1) − 2, 而且 ξ(G1) ≡ ξ(G0) (mod 2). 如果

ξ(G1) � ξ(G0) + 2, 则必有以下三种情形之一要发生:

(a) e1, e2 各自两个端点分别在 E(G1)\E(T ) 的不同偶分支内 (如图 1(a) 所示);
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(b) e1, e2 各自两个端点分别在 E(G1)\E(T ) 的同一个偶分支内 (如图 1(b) 所示);

(c) e1, e2 中只有一个, 不妨设 e1 的两个端点连接 E(G1)\E(T ) 的两个偶分支, 而另一

个 e2 的两个端点位于 E(G1)\E(T ) 的同一个偶分支内 (如图 1(c) 所示).

不失一般性, 假定 e1 ∩ e2 = ∅, 并且考虑情形 (a).

设 e1 ∈ E[σ1, σ2], e2 ∈ E[σ3, σ4], 且 Ci 是 T + ei (1 � i � 2g) 中的基本圈.

子情形 A C1 ∩ C2 是一条路.

设 P = C1 ∩ C2 为一条路, 它的一个端点 x 在 C1 ∩ C2 里面. 设 e′1 与 e′2 是 T 中

的两条边, 而且 x ∈ e′1 ∩ e′2. 现在 e′1, e′2 �∈ E(P ) (如图 2 左所示). 考虑新的支撑树

T ′ = T + {e1, e2} − {e′1, e′2}.
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子情形 B x ∈ e1 或 x ∈ e2. 不妨设 x ∈ e2 (如图 2 右所示).

如果 |E(P )| � 1, 可以选边 e′1 ∈ C1\E(T ), x ∈ e′1, e′2 ∈ E(T ), x ∈ e′2, 并且考虑新树

T ′ = T + {e1, e2} − {e′1, e′2}. 如果 |E(P )| = 0, 则是前一种情况的特殊情形. 设 T ′ 是这两种

情形中所考虑的新树. 容易看出: E(G1)\E(T ′) 至多有 ξ(G0) 个奇连通分支, 与反证假定相

违. 因而 ξ(G1) � ξ(G0). 类似可以证明: 在情况 (b) 与 (c) 下结论也成立.

对于 G2 = G1 +{e3, e4}, . . . , Gg = Gg−1 +{e2g−1, e2g},重复这个过程直到得到 ξ(Gg) �
ξ(Gg−1) � · · · � ξ(G0). 故 γM (Gg) � γM (G0) + g = g.

定理 2 设 T 是一个嵌入在可定向曲面 Sg 上的连通图 G 的支撑树, 则 T 至少有 2g

个不可收缩的基本圈 C1, C2, . . . , C2g, 使得对于每一个 i : 1 � i � g, 都有 C2i−1 ∩ C2i �= ∅.
特别地, 如果 G是 Sg 上仅有一个面的嵌入图,则对于 G的任何一个支撑树 T ,总有 G中的

2g 个非树边使得相应的 2g 个基本圈 C1, C2, . . . , C2g 满足条件 C2i−1 ∩ C2i �= ∅ (1 � i � g).

证明 首先, 将 T 收缩成为一个节点 vT , 然后逐步将位于两个面上的边去掉, 最后就

得到 Sg 上的一个具有一个节点和一个面的图 GT . 此时存在一对边 eα, eβ, 它们处于交叉

位置, 即在 vT 处的所有半边形成的局部旋为 eα · · · eβ · · · eα · · · eβ (如图 3 所示). 进一步,

eβ 是唯一横跨过 eα 的边 (否则, GT 就会有两个面). 从而, GT 的所有边都可以列表如下:

e1, e2, . . . , e2g−1, e2g, 使得 e2i−1 横跨过 e2i (i = 1, 2, . . . , g). 在此结构下不难看出, e2i−1 与

e2i 所决定的两个基本圈 C2i−1 和 C2i 至少有一个公共节点.

注 定理 1 和 2 提供了一个计算图的最大亏格的好特征 (从它们出发, 可以得出一个

计算最大亏格的多项式算法).

设 T 是一个图 G 的支撑树, 具有一组基本圈 C1, C2, . . . , C2g 满足条件 C2i−1 ∩ C2i �=
∅ (1 � i � g). 称这样的圈对 〈C2i−1, C2i〉 为相邻的基本圈对 (1 � i � g). 如果 g 是满足这个
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条件的最大自然数, 称 g 为 T 的最大基本圈对数. 因此, 定理 2 可以表述为
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图 3

定理 3 图 G 中的任意两个支撑树 T1 和 T2 都具有相同的最大基本圈对数 (事实上,

这个唯一的数即为图 G 的最大亏格).

Fu 等在文献 [5] 中运用从图的圈空间的基出发, 建立相交图的最大对集的概念去描述

和刻画图的最大亏格. 由于一个图的圈空间可以具有指数多个基, 而定理 1 和 2 仅使用任意

一个支撑树的基本圈所决定的相交图的最大对集概念, 这个结果从本质上推广了 Fu 等的结

果 [5].

推论 1 如果图 G 存在一个支撑树 T , 使得它的所有基本圈都两两相交, 则 G 是上可

嵌入的.

然而,有时在实际使用过程中却需要定理 1和 2 的改进形式. 下面的结果表明了图与其

子图的最大亏格之间的一种递归关系.

定理 4 设 T 是图 G 的支撑树. 如果 e1, e2 是 G 的两个非树边, 而对应的两个基本圈

CT (e1) 与 CT (e2) 有公共节点, 则 γM (G) = γM (G + e1 + e2) − 1. 特别地, G 是上可嵌入的,

当且仅当 G + e1 + e2 是上可嵌入的.

细心的读者不难看出, 这一结果不但推广了 Xuong[4] 的关于图之最大亏格递归公式, 而

且将在下一节中看出其更具有实用性.

3 定理 1 和 2 的应用

本节将运用定理 1 和 2 计算一些典型图的最大亏格.

先回忆一下 Xuong 方法 [4] 的本质. 它包含 2 个部分: 首先在图 G 中求出一个最优树

T ,它具有最少的奇连通分支数目; 然后将 E(G)\E(T ) 中的边按照下列方式两两配对:

E(G)\E(T ) = {e1, e2, . . . , e2s} ∪ {f1, f2, . . . , fm},
这里, e2i−1 ∩ e2i �= ∅ (1 � i � s), 并且 CT (fi)∩CT (fj) = ∅ (1 � i < j � m),其中 s = γM (G),

m = ξ(G).

相比之下, 定理 1 和 2 则考虑基本相交圈对 (而不一定是相交边对), 在此基础之上我们

可以从任意一个支撑树 (可以具有任意多个奇连通分支) 出发来构造图 G的大亏格嵌入. 这

就从很大程度上放松了 Xuong的构造条件 (当然, Xuong的最优树在此依然有效), 从而推广

了 Xuong的关于图的最大亏格的刻画. 基于此,可以构造图 G的大亏格嵌入如下: 首先根据

具体的条件选择 G中一个支撑树 T ;然后根据需要将部分非树边进行两两配对 (就像 Xuong

503



任韩等: 基本圈与图的曲面嵌入

所做的那样); 最后再将其余的非树边实行配对, 使得对应的基本圈也两两相交成对. 容易看

出, 后一过程中配对的边 (集合) 可以适当地选为图 G 的一些割边. 于是, 定理 1 与 2 在实

际运用中就可以变得灵活起来. 下面这个结果是它们的第一个应用.

定理 5 设 A = {e1, e2, . . . , ek}是图 G的边割集合, 使得 G−A恰好具有两个分支 G1,

G2. 若 G1, G2 都是上可嵌入图, 则 γM (G) � �β(G)
2 � − 1. 进一步地, 如果 G 满足下列条件之

一, 那么 G 是上可嵌入图:

(i) β(G1) ≡ β(G2) ≡ 0 (mod 2);

(ii) |A| ≡ 1 (mod 2), β(G1) + β(G2) ≡ 1 (mod 2).

下面这个结果作为上述结果的推论, 我们将提供一个新的证明.

定理 6 (Huang[6]) 设 G是一个嵌入在 Sg 上的图,使得所有面边界都是圈 (强嵌入图).

如果 G 的几何对偶图 G∗ 含有一个 Hamilton 曲面可分离圈, 则 G 是上可嵌入的.

证明 只需证明满足定理 1 和 2 中条件的支撑树存在. 设 F = {f1, f2, . . . , fϕ} 是 G

的面圈集合,而 C∗ 则是 G∗ 的一条曲面可分离的 Hamilton圈. 设 E(C∗) = {e∗1, e∗2, . . . , e∗ϕ}
且 e∗i = (fi, fi+1), 1 � i � ϕ. 设 ei 是 ∂fi ∩ ∂fi+1 中与 e∗i 所对应的边, 这里, 用 ∂fi 表示 fi

的边界 (1 � i � ϕ).

论断 2 G − {e1, e2, . . . , eϕ−1} 是 G 的嵌入在 Sg 上的仅有一个面的子图, 而且 G −
{e1, e2, . . . , eϕ} 恰好有两个分支 G1, G2.

现在, E[G1, G2] = {e1, e2, . . . , eϕ}. 设 G1 ⊂ Int(C∗), G2 ⊂ Ext(C∗), 且用 ∂fi 表示 fi

的边界 (1 � i � ϕ).

我们可以构造一个图如下: H0 = (∂f1∪∂f2∪· · ·∪∂fϕ−1)\{e1, e2, . . . , eϕ−1}. 容易看出,

H0 是 G−{e1, e2, . . . , eϕ−1}的连通支撑子图 (因而也是 G的连通支撑子图). 设 eϕ = (α, β),

α ∈ V (G1), β ∈ V (G2). 则 H0 − eϕ 恰好具有两个连通分支 H ′, H1. 这里 H ′ = G1.

论断 3 如果 H1 含有圈 C, 那么 C 一定是不可收缩圈.

这可以从 Sg −H0 具有唯一一个连通分支的事实得到. 如果 H1 有一个圈 C1, 则去掉一

条 C1 的边 e′1 后得到一个 H1 的支撑子图 H2. 重复这个过程下去, 直到得到 H1 的连通支

撑子图 Hk. 此时 Hk 不含圈.

论断 4 T = H ′ ∪ Hk ∪ {eϕ} 是 G 的支撑树, 并且 T + ei 的每一个基本圈 CT (ei) 含

有一条边 eϕ 为它们的公共边, i = 1, 2, . . . , ϕ − 1.

为证实这一点, 我们考虑这样一条边 ei = (xi, yi) ∈ E[H ′, Hk] ⊆ E[G1, G2], 使得 xi ∈
H ′, yi ∈ Hk. 由于 H ′(Hk) 是连通图, H ′(Hk) 中含有一条路 Pi(Qi) 连接 α(β) 与 xi(yi). 故,

CT (ei) = {eϕ} ∪ Pi ∪ Qi ∪ {ei} 是一个含有 eϕ 的圈 (1 � i � ϕ).

至此, 找到了 G 中的一个支撑树 T 满足下列条件:

(1) 所有的基本圈 CT (e1), CT (e2), . . . , CT (eϕ−1) 都有一条公共边;

(2) 由于 T 是 G − {e1, e2, . . . , eϕ−1} 的一个支撑树和定理 1 与 2, 存在一组基本圈 (同

时也是不可收缩圈) C1, C2, . . . , C2g 满足条件 C2i−1 ∩ C2i �= ∅ (1 � i � g). 根据定理 1, G 是

上可嵌入图.

注意到曲面可分离圈不必是 Hamilton 的, 而且曲面也可以是不可定向的, 定理 5 可以

推广到以下的形式:
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定理 7 设 G 是一个嵌入在曲面 Σ 上的图使得它的几何对偶图 G∗ 含有一条曲面

可分离圈 C∗. 如果 G 关于 C∗ 的左子图 GL(C∗) 与右子图 GR(C∗) 都是上可嵌入的, 则

γM (G) � �β(G)
2 � − 1. 特别地, 如果 β(GL(C∗)) ≡ β(GR(C∗)) ≡ 0 (mod2), 则 G 是上可嵌入

图.

注 图的 “左子图” 与 “右子图” 这些概念来自文献 [3].

推论 2 如果 G 是一个 Klein 瓶上的嵌入图, 使得它的对偶图 G∗ 有一个 Hamilton 曲

面可分离圈, 则 γM (G) � �β(G)
2 � − 1.

值得注意的是, 在实际应用中, 定理 1和 2可以被用来估计更加广泛的图类的最大亏格.

下面是它们的另一些应用 (我们略去证明部分).

定理 8 以下图都是上可嵌入的:

(1) 简单连通图 G 与一个有 n 条边的路 Pn 的 Cartesian 乘积图 G × Pn;

(2) 两个不相交的 Halin 图 H1, H2 之间连接 k(� 2) 条边形成的复合图;

(3) n 维超立方图 Qn (可以看成两个不相交 (n − 1) 维超立方图 Qn−1 之间连接相应节

点形成图);

(4)广义 Petersen图 P (n, k) (可以看成由一个 n-圈 (u1, u2, . . . , un)以及节点 v1, v2, . . . , vn

之间使得 (i) 对应的边 (ui, vi) ∈ E, 1 � i � n; (ii) (ui, vi+k) ∈ E, 1 � i � n 形成的图).

注 一个 Halin 图 G = (V, E) 是由一个平面树用一个圈按照 (平面嵌入) 次序连接它

的叶子 (次为 1 的节点) 形成的图. 关于 Cartesian 乘积图的定义可以在任何图论教科书中

找到.

4 一个计算最大亏格的多项式算法

本节将提供一个新的多项式算法用以计算一个给定图的最大亏格. 定理 1 和 2 则是这

个算法的理论基础.

定理 9 图 G 的最大亏格问题等价于在它的基本相交图 GM = (VM , EM ) 中的最大对

集问题.这里 VM 是 G的一个支撑树 T 的所有基本圈集合, VM 中两个基本圈之间有边相连

当且仅当它们有公共节点.

目前为止,已知的最快的计算图中最大对集的算法属于 Micali-Vazirani[7],它的复杂性为

O(m
√

n), 其中 m和 n 分别是图的边数与节点数目. 基于此, 我们可以设计一个新的算法—

基本圈算法如下:

基本圈算法

步骤 1 输入图 G的规模与数据, 然后找到一个支撑树 T 以及对应的所有基本圈的集

合 VM ;

步骤 2 对于 VM 中的圈建立基本相交图 GM ;

步骤 3 执行 Micali-Vazirani算法, 找到 GM 中的一个最大对集, 然后停止.

注 由于一个 n 阶图 G 的基本圈数目为 β(G), 这个算法会在 O((β(G))
5
2 ) 内结束. 虽

然 Furst, Gross 和 McGeoch[8] 发现了第一个计算图的最大亏格的多项式算法 (它在很大程

度上依赖于 Giles[9] 的拟阵交换技术), 但是两者在实际使用中却有着本质的不同.
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