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1 ��

����� X = {X(t), t � 0} � Ornstein-Uhlenbeck (OU) ��, ���������

�� ⎧⎨
⎩
dX(t) = −cX(t)dt+ dZ(ct),

X(0) = X0,
(1.1)

�� c > 0�����, Z = {Z(t), t � 0}����� Lévy��,������ θ̃ ����,

���� X0 � Z �	.

OU����������������
���, ��Barndorff-Nielesen�Shephard[1]

����� Gamma-OU � IG-OU � OU ���������������������

�	�.

	�	����, ��
������������
����. ��	 40 ���


���������
�
���. �����������������. ������

��, OU ���������	����. ��, ����������� Fokker-

Planck-Kolmogorov��������� (�
�� [2]),��������	���	�

�	� (�
�� [3, 4]). �
 IG-OU ��� NIG-OU ��, Barndorff-Nielsen[5] ����



����: �
�����OU����������

������; �
 Gamma-OU ��, �� [6] ������ Fourier ���
����

��,
�	�� Gaver-Stefest���������
���, ��
�������;

Valdvieso� [7] ����� OU �������
����������� Fourier��

(FFT) �������, 	������������. Jongbloed� [8] ��	�����

OU �����������
	���.

	�
�����, OU ����������
�
�, ���
����

�����������	��
	
�. ���		��������� ARMA ��,

Feuerverger � McDunnough[9] �� Feuerverger[10] 	��
��������. ��

��
���, Singleton[11], Jiang � Knight[12], �� Chacko� Viceira[13] ������

�����, ��� GMM �����.

�������� 20 �������
	�
�	�. Owen[14, 15] ��������

���	������, 	� Qin � Lawless[16] ���������
������. �

���	�, ����������������	����, �����������

�
��������. ��������������
�
	��,���� [17, 18].

Owen[19] ���������������
�	���. �
�		���������

Lévy ��, Kunitomo � Owada[20] ���������, ����������

������, ��	
������	������
	�����.

���� OU �����		�, �������
�
, �����������

��		��������. �
������������	���
���. ��

������ Xk = X(tk), {tk = kΔ, k = 0, 1, . . . , n}, ��
��� Δ > 0 ��. ����

� θ = (c, θ̃) ��
��������������, 	

����������, �

	��������������. 	�����
���, �
������ (SI) �

��� (DI) 
�	���, ������
����������	���. �����

Lévy �� Z � A �� B �
 (�
�� [21, �� 11.19]), OU ���������	


�������, �������	�����, �������
����� c �

��,�����������������,�������������������,

������
���
, ���������. ��������� (H0 : θ = θ0) ��

�������� (H0 : Eθ0 [g(X1, X0, θ0)] = 0), ����	��
���������

����.

2 OU ���

������� (1.1) ��� OU ����, ���� c > 0, Z ��� Lévy ��. �

� [21] �� Z ����	����, ����	�����. ��	�������

Lévy �������, � OU ��� (1.1) ����

X(t) = e−ctX(0) +
∫ t

0

e−c(t−s)dZ(cs),

�
� Δ > 0, ��������

X(t+ Δ) = e−cΔX(t) +
∫ t+Δ

t

e−c(t+Δ−s)dZ(cs). (2.1)
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���� A �: �� � 39 � � 1 �

� X �� Markov��, ���������������.

	��
� OU �����
.

� 2.1 (Gamma-OU ��) Gamma-OU ����	���� a > 0, b > 0 ����

Gamma ��, ����

fX(x) =
baxa−1

Γ(a)
exp(−bx), ∀x > 0,

���� Lévy �� Z ���� ψZ(1)(t) = a
(

b
b−it − 1

)
.

� 2.2 (IG-OU��) IG-OU����	���� a > 0, b > 0����� Gauss (IG)

��, ����

fX(x) =
a exp(ab)√

2πx3
exp

(
−1

2

(
a2

x
+ b2x

))
, ∀x > 0.

���� Lévy �� Z ����

ψZ(1)(t) =
ait√
b2 − 2it

.

�
� OU ���������:

�� 2.1 OU ��� (1.1) ��
����� Pt(x,B), ��∫ ∞

−∞
eizyPt(x, dy) = exp

{
ize−ctx+ c

∫ t

0

ψ
(
e−csz

)
ds

}
,

�� ψ(z) = log(φZ(1)(z)) � Z(1) ����. �� Δ > 0, � Y (t,Δ) =
∫ t+Δ

t
e−c(t+Δ−s)

dZ(cs), 

Y (t,Δ) d= Y (0,Δ) =
∫ Δ

0

e−c(Δ−s)dZ(cs).

�� [21] ��� 17.5 ��� OU ����	����	��.

�� 2.1 �� c > 0 ��, �� OU ��� X ��
� (σ, γ, ν, c) � Lévy �� ν

�� ∫
|x|>2

log(|x|)dν(x) <∞, (2.2)

 X ������	�� μ, � μ �������.

	 (σ0, γ0, ν0) ��	�� μ � Lévy ���, 

σ0 =
σ

2
, γ0 = γ +

∫
|x|>1

x

|x|ω(x)dx,

�� ω � ν � Lévy ��. �� ν0 � Lévy �� u ��,  ω(x) = −u(x) − xu′(x) (�
�

� [5]).

�����������������	�
 OU ���� α 	����. 	
 α

� β 	����
�� [22, 23]. �� 2α � β � 1, 	� β 	�� α 	�. ��, ���

� (2.2) 
	,  OU ��� X � β 	��. ������
, OU ������ β 	��

(�
�� [24]).

�� 2.2 � OU��� X ����� X0 ����� Lévy�� Z �	, Z � Lévy

��� σ ���. ������ c > 0, X ���	�, ���� q > 0, ��������

q �������,  X ��� β 	�����.
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����: �
�����OU����������

� α 	������, �
�
	���: Davydov ��� Billingsley ��

(�
�� [22, 25]). α 	��������

	 Lindeberg ������� (�
��

[23]).

3 OU �������������

3.1 �������������

��� (2.2)
	,�OU���X���	�. ���
� {tk = kΔ, k = 0, 1, 2, . . . , n}

	��, 
��� Δ > 0 ��. 	� Xk = X(kΔ), � (x0, x1, . . . , xn) � (X0, X1, . . . , Xn)

����. � p �
���� θ = (c, θ̃).

�� 3.1 � {Yk = Xk − e−cΔXk−1, k ∈ N},  {Y1, Y2, . . .} ��		�������
�, ��

∫ Δ

0
e−c(Δ−s)dZ(cs) 	��.

��� 2.1 �
��������. �
∫ Δ

0 e−c(Δ−s)dZ(cs) ����� φθ(z), �

φθ(z) = exp
{
c

∫ t

0

ψθ̃

(
e−cΔsz

)
ds

}
,

�� ψθ̃(z) = log(φZ(1)(z)) � Z(1) ����,  OU ��� X ����������

�

φθ(z|x) = eize−cΔxφθ(z).

����	����

h(Xk, Xk−1, θ) = eizXk − φθ(z|Xk−1) = eize−cΔXk−1 [eiz(Xk−e−cΔXk−1) − φθ(z)].

������� (1.1)�, Z(ct)���
� ct�
 X ��	����
���� c.

�����
, limc→∞ φθ(z) = φX,θ̃(z), limc→∞
∂φθ(z)

∂c = 0, �� φX,θ̃(z) ��	�����

�, ���� Eθh(Xk, Xk−1, θ) = 0 ������, ���� c ����.

�	���
, ��	�������������. 	 γθ(τ, x)����	��, �

����: ���� Eθ0 [γθ0(τ,X0)eiτe−c0ΔX0 ] �= 0, � limc→∞ γθ(τ,X0) 	
 X0 �	��

�. 	

g̃(τ,Xk, Xk−1, θ) = γθ(τ,Xk−1) [exp(iτXk) − φθ(τ |Xk−1)] .

��� 3.1 �, {g̃(τ,Xk, Xk−1, θ0), k = 1, . . . , n} ����, Eθ0 g̃(τ,X1, X0, θ0) = 0.

�
���	��: ����� τ �
�,	�� γθ(τ, x)�
�.
��	� τ �

��,�
��	� θ̂ ��.��� {τ}�����
, Qin� Lawless[16] ����		�

��
�

����� (GEE) ��������������. 
��������

����

��. ��������	��, � OU ���� (��) β 	���

���������������.

������ τ ������������
, 
����	��������

�����	� Cramér-Rao
�. ��	��
�	���������:

1. ����: � τ = (s, z) ∈ R
2, γθ(s, x) = γθ(−s, x), 	

g̃(τ,Xk, Xk−1, θ) = γθ(s,Xk−1)[eizXk − φθ(z|Xk−1)].

2. ����: � τ = z ∈ R, γθ(z, x) = γθ(−z, x), 	
g̃(z,Xk, Xk−1, θ) = γθ(z,Xk−1)[eizXk − φθ(z|Xk−1)],
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���� A �: �� � 39 � � 1 �

��������	��� γDI
θ (s, x) = eisx, �����	��� γSI

θ (t, x) =
1
2π

∫
e−ity ∂

∂θ ln pθ(y;x,Δ)dy. “��” ��, ���	�	��
, 
���������

�������. �
�����	���
��������	, ����	
�

���	��.

������������	��������. ������ φθ(z|x) �	�
������ φR

θ (z|x)� φI
θ(z|x),	�� γθ(s, x)�	������� γR

θ (s, x)� γI
θ (s, x).

� m1 � 2, � m1 ��	�����������, ���� z = zl, l = 1, 2, . . . ,m1, �

z1 < z2 < · · · < zm1 . � m2 ����	��
	���, ���� s = sl, l = 1, 2, . . . ,m2,

� s1 < s2 < · · · < sm2 . m1 � m2 �
�	�
	, ���
�� n. ���, ���

m1m2 = m(n) = [n
1
2−η], �� 0 < η < 1

2 , [n
1
2−η] ���
 n

1
2−η �����. ��

g(y, x, θ, s, z) =(γR
θ (s, x)[cos(zy) − φR

θ (z|x)], γR
θ (s, x)[sin(zy) − φI

θ(z|x)],
γI

θ (s, x)[cos(zy) − φR
θ (z|x)], γI

θ (s, x)[sin(zy) − φI
θ(z|x)])T.

� 4m1m2 ���

g(Xk, Xk−1, θ) =(g(Xk, Xk−1, θ, s1, z1)T, g(Xk, Xk−1, θ, s1, zm1)
T, . . . ,

g(Xk, Xk−1, θ, sm2 , z1)
T, g(Xk, Xk−1, θ, sm2 , zm1)

T)T,

��� 3.1, {g(Xk, Xk−1, θ0), k = 1, . . . , n} ����, ���� Eθ0g(X1, X0, θ0) = 0.

3.2 ������

Owen[14, 15] ���������������, Qin� Lawless[16]�	
�����.

�	
���� c� θ̃,������
 Kunitomo� Owada[20] �������.���

3.1, (Y1, Y2, . . . , Yn) ��		��������, ����� Fθ. ��������

L̃n(Fθ) =
n∏

k=1

(Fθ(Yk) − Fθ(Yk−)) =
n∏

k=1

pk.

��� pk � 0�
∑n

k=1 pk = 1 ���
,������ L̃n(Fθ) � pk = 1/n (k = 1, . . . , n)


	���. � OU �����	����, � X0 ����� pθ̃ = pθ̃(x), �����

��

Rn(θ) = pθ̃

n∏
k=1

npk.

�������� θ̂ �����

Rn =
{
pθ̃ = pθ̃(X0); pk � 0(k = 1, . . . , n),

n∑
k=1

pk = 1;

n∑
k=1

pkg(Xk, Xk−1, θ, sl2 , zl1) = 0, l1 = 1, . . . ,m1; l2 = 1, . . . ,m2

}


, �
������� Rn(θ) ��� θ. �	������ pθ̃(·) ����	���
�, 	��������, ������
	�����
�.

���� Rn(θ) =
{∑n

k=1 pkg(Xk, Xk−1, θ) | pk � 0,
∑n

k−1 pk = 1
}
�� 0. �����

��������������� Lagrange�

Ln(θ) = log(pθ̃(X0)) +
n∑

k=1

log(npk) − κ

[ n∑
k=1

pk − 1
]
− nλT

[ n∑
k=1

pkg(Xk, Xk−1, θ)
]
, (3.1)
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����: �
�����OU����������

�� κ � λ � Lagrange �
. �� [19] ����� (3.1) ��. �������

��

ln(θ) = log
(
pθ̃(X0)

n∏
k=1

np̂k

)
= log(pθ̃(X0)) −

n∑
k=1

log[1 + λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)]. (3.2)

����������

������������, �

θ̂ = arg max
θ

min
λ

{
log(pθ̃(X0)) −

n∑
k=1

log[1 + λTg(Xk, Xk−1, θ)]
}

(3.3)

(
�� [19]).  (3.2) 
�����	�����
� (�
�� [26]).

3.2 �������

�� A1 X ���	 α 	�� OU ���, ���� X0 ����� Lévy �� Z

	��	. �� r � 2, τ > 0, �
	��� {α(u), u � 0} �� ∑∞
i=0[α(iΔ)]τ/(r+τ) <∞.

�� A2
∫ Δ

0
e−c(Δ−s)dZ(cs) ���� φθ(z) � Θ ��
� Θ1 �	
 θ ��, Θ1

������ θ0.

�� A3 	�� γθ(s, x) = γθ(−s, x) 	
 (θ, s) �����, limc→∞ γθ(s,X0) �

X0 �	����, ���� Eθ0 [γθ0(s,X0)eiτe−c0ΔX0 ] �= 0.

��� 2.4,��� q > 0,�
 X ��	�� q �����, X ��� β 	��,

���� A1 
	. ��� 2.1, � Z(1) ����	
 θ̃ ��, �� A2 
	. ��	�

� γθ(s, x) = exp(isx) ���� A3 �	�.

������ τ ������������
, �
��� 3.1–3.3�������

�������	��������������.

�� 3.1 ����� θ0 ∈ Int(Θ1). � m1 ↑ ∞, m2 ↑ ∞, � m1m2 = m(n) = [n
1
2−η],

�� 0 < η < 1
2 . 	 zl = K1l/m1 (l = 1, . . . ,m1), sl = K2l/m2 (l = 1, . . . ,m2), K1 � K2 �


������. ���� A1–A3 
	, � (3.3) �������������	��

�, �� n→ ∞ 
, θ̂
p→ θ0.

�� B1
∫ Δ

0
e−c(Δ−s)dZ(cs) ���� φθ(z) � Θ ��
� Θ2 �	
 θ ��
�

������, Θ2 ������ θ0.

�� B2 	�� γθ(s, x) = γθ(−s, x) 	
 (θ, s) �����, 	
 θ ��. ���

� Eθ0 [γθ0(s,X0)eize−c0ΔX0 ] �= 0, limc→∞ γθ(s,X0) � X0 �	���,�����:��

τ > 0, Eθ0 |γθ(s,X0)X i
0|2+τ < ∞, Eθ0 | ∂

∂θγθ(s,X0)X i−1
0 |2+τ < ∞, Eθ0 | ∂2

∂θ∂θγθ(s,X0)|2+τ < ∞,

i = 1, 2.

��� 2.4, ���� τ > 0, �
 Eθ0 |X0|4+2τ < ∞, ��	 OU ��� X ��� β

	��, 
�	� γθ(s, x) = exp{isx},�� A1 � B2 
	.

�
������ p. ����
, ��

Φθ(X0) =
(
φR

θ (z1|X0), . . . , φR
θ (zm1 |X0), φI

θ(z1|X0), . . . , φI
θ(zm1 |X0)

)T
,

Γθ(X0) =
(
γR

θ (s1, X0), . . . , γR
θ (sm2 , X0), γI

θ (s1, X0), . . . , γI
θ (sm2 , X0)

)T
,

Bm(θ) = Eθ0

(
Γθ ⊗ ∂Φθ

∂θ

)
,

Am(θ) = Eθ

[
g(X1, X0, θ)g(X1, X0, θ)T

]
,
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���� A �: �� � 39 � � 1 �

�� Φθ � 2m1 ���, Γθ � 2m2 ���, Bm(θ) � 4m1m2 × p �, Am(θ) � 4m1m2 ×
4m1m2 �. �����
, �

Eθ0

[
∂g(X1, X0, θ0)

∂θ

]
= Bm(θ0).

�� p× p �

JK(θ) = lim
n→∞[Bm(θ)TAm(θ)−1Bm(θ)].

�� 3.2 ����� θ0 ∈ Int(Θ2). � m1 ↑ ∞, m2 ↑ ∞, � m1m2 = m(n) = [n
1
2−η],

�� 0 < η < 1
2 . 	 zl = K1l/m1 (l = 1, . . . ,m1), sl = K2l/m2 (l = 1, . . . ,m2), K1 � K2 �

�����. ���� A1, B1 � B2 
	,  (3.3) ����������������

�, �� n→ ∞ 
,
√
n(θ̂ − θ0)

d→ Np(0, J−1
K (θ0)).

������ c ��, ������ 3.1 � 3.2 ���.

�� 3.1 ����� Lévy�� Z ������ θ̃0. ������ c��,��� 3.1

���
, θ̃ ���������� θ̃0 �	�.

�� 3.2 ����� Lévy�� Z ������ θ̃0. ������ c��,��� 3.1

���
, ���� B1 
	,  θ̃ ��������
ˆ̃
θ ������, �

√
n(ˆ̃θ − θ̃0)

d−→
N(0, JK(θ̃0)−1).

� K1 → ∞, K2 → ∞ 
, �� JK(θ0) �����, ��

���	��. � X0

������ E.

�� C1 ����� pθ(y;x, t) ��

1. � (x, y) ∈ E2, pθ(y;x, t) � Θ ��
� Θ3 �	
 θ 
�����, Θ3 ���

��� θ0. � θ ∈ Θ3, � Eθ[
∂ log pθ(X1;X0,Δ)

∂θ |X0] = 0 a.s.

2. � θ ∈ Θ3, Fisher ���

I(θ) = Eθ

[(
∂ log pθ(X1;X0,Δ)

∂θ

)(
∂ log pθ(X1;X0,Δ)

∂θ

)T]

		�.

�� 3.3 � γθ(s, x) = eisx. ��� 3.2 ���
, ���� C1 
	, 	 K1 → ∞,

K2 → ∞, � (3.3) ����������� θ̂ ������, �

lim
K1→∞
K2→∞

JK(θ0) = I(θ0).

�����	�������������������. � m = m(n) = [n
1
2−η]

(0 < η < 1/2), � m ��	����������	��, ���� z = zl, l =

1, 2, . . . ,m, � z1 < z2 < · · · < zm. � 4m ���

gSI(Xk, Xk−1, θ) = (g(Xk, Xk−1, θ, z1, z1)T, . . . , g(Xk, Xk−1, θ, zm, zm)T)T.

�� BSI
m (θ) = Eθ0

[∂gSI(X1,X0,θ)
∂θ

]
, ASI

m (θ) = Eθ0 [gSI(X1, X0, θ)gSI(X1, X0, θ)T], JSI
K (θ) =

limn→∞[BSI
m (θ)TASI

m (θ)−1BSI
m (θ)]. �
��� 3.4� 3.5����
���	������

�����������.

�� 3.4 � m = m(n) = [n
1
2−η], zl = Kl/m (l = 1, . . . ,m), �� 0 < η < 1

2 , K ��

����. ��� 3.1 ���
, �
���	��������������� θ ��	
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���. ��� 3.2 ���
, �
���	��������������
��� 0, �

� JSI
K (θ0)−1 �����.

�� 3.5 � m = m(n) = [n
1
2−η], zl = Kl/m (l = 1, . . . ,m), �� 0 < η < 1

2 , K ��

����. ��	�� γθ(z, x) = 1
2π

∫ ∂ log pθ(y;x,Δ)
∂θ e−izxdy ���� B2, ��� 3.3 ��

�
, �
���	������������������, � limK→∞ JSI
K (θ0) = I(θ0).

������ c ��, �� 3.1 ���� {Yk = Xk − e−cΔXk−1, k ∈ N} �����,

�������� Kunitomo � Owada[20] ���, 
�� γθ(z, x) = e−ize−cΔx 
���

���	��.

�� C1 	������	
���� c ��, 	�����
���. �����

Lévy�� Z � A �� B �
 (�
�� [21, �� 11.19]),
∫ t

0
e−c(t−s)dZ(cs) �����

�����

fθ(x, t) = (dθ)tδ(x)I{x=0} + f̄θ(x, t)I{x �=0}. (3.4)

�� δ(x) ��� x ������� (�
�� [21]). ��, �
��� (c, a, b) � Gamma-

OU ��, ����� pθ(y;x, t) = fθ(y − e−ctx, t) 	
 c ������. Fisher ���

I(θ0) ����, ��
�������. 	���
, �������, �������


����� c ���.

�� 3.2 ��
∫ t

0
e−c(t−s)dZ(cs) ����� (3.4) ��, � dθ > 0, f̄θ(·, t) �

�. � XM ���� {Xk−1/Xk, k = 1, . . . , n} ���, ���� P(ln(XM )/Δ �= c |
#{XM} � 2) = 0, �� P(#{XM} � 2) = 1 − (1 − dθ)n − ndθ(1 − dθ)n−1, �� #{XM} �
XM ���������.

�
�, ���
	�� (3.3) ���������
	��:

1. �� #{XM} � 2,	 ĉM = ln(XM )/Δ. � ĉM �����, ��	�� γ(s, x) =

eisx � γ(z, x) = e−ize−cΔx 
 θ̃ ���������
ˆ̃
θM . ��� θ̂M = (ĉM ,

ˆ̃
θM ).

2. ����, θ̂M ���� (3.3) ���������.

��������������� 3.3 ���. �������
, �� 1 	���


����� c ���, ��	��� 2 	.

�� 3.6 ��
∫ t

0 e
−c(t−s)dZ(cs) ����� (3.4)��,�� dθ > 0, f̄θ(·, t)�

�.

1. ��� 3.1 ���
, θ̂M � θ ��	���.

2. ��� 3.2 ���
, θ̂M ����, ���, θ̂M ������, � limn→∞ P(ĉ �=
c0) = 0, ��� AVar(ĉ) = 0, AVar(ˆ̃θ) = I(θ̃0).

4 �������

�
��� 4.1 � 4.2 ���������������������������.

�� 4.1 ��� 3.2 ���
, ������ H0 : θ = θ0 ����������

W1 = 2[ln(θ̂n)− ln(θ0)], ��������� ln(θ) � (3.2)��, � H0 ��,��

n→ ∞ 
, � W1
d−→ χ2(p).

�� 4.2 ��� 3.2 ���
, ��������� H0 : Eθ0 [g(X1, X0, θ0)] = 0 ��
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�������� W2 = −2ln(θ̂n), ��������� ln(θ) � (3.2) ��, � H0

��, �� n→ ∞ 
,
W2 − 4m1m2√

16m1m2

d−→ N(0, 1).

5 ����

Owen ��� [19] ��������� (3.2) ���������� ln(θ) ��

���. 
	����������. �������������� R �� “optim”

��� “L-BFGS-B” ������	�, ����	������ θ̃ ���, �

�������������� c ���. ��	��� 2 �����
� OU �

��: Gamma-OU ��� IG-OU ��. ������������ 1000 ���, ��

���������� 3000 ���. ��
��� Δ = 1 ��. � m1 = 5 ����

�����
	���, ��� K1 = 45. ������� 0 
����, �����

t = lK1/m1 − 8.9 (l = 1, . . . , 5),� t = (0.1, 9.1, 18.1, 27.1, 36.1). � m2 = K2 = 1,	���

��� s = m2/K2 = 1.

� Gamma-OU ������, ������ a ∈ [0.001, 1000], b ∈ [0.001, 1000], c ∈
[0.001, 1000]. �	���������� a/b� a/b2,��
� â0 = X̄2/S2

X , b̂0 = X̄/S2
X ,

�� X̄ = 1
n

∑n
k=0Xk, S2

X = 1
n−1

∑n
k=0(Xk − X̄)2. ����
� 1, ����
�����

���� (RMSE). �	����
���� c ��� (�� 3.3), ��������.

� 1 Gamma-OU �������������

True n=200 n=500 n=1000

c a b â b̂ â b̂ â b̂

0.6 3 3 3.0782 3.0886 3.0020 3.0063 3.0253 3.0183

(0.4314) (0.4146) (0.2432) (0.2350) (0.1577) (0.1474)

0.6 3 1.2 3.0548 1.2273 3.0451 1.2213 3.0305 1.2162

(0.4113) (0.1617) (0.2546) (0.0939) (0.1878) (0.0730)

����������������� (RMSE) �� 2 �������� (�


�� [6]) �������, 	������
, �����, ��������
�

���. ��� b ∈ (0, 2
2
3 ) 
, ���������
� (�
�� [6]), ������

��������. 	����������	���.

� 2 Gamma-OU �����������

True n=200 n=500

c a b â b̂ â b̂

0.6 3 3 3.0047 3.0114 2.9976 3.0092

(0.2538) (0.2607) (0.1484) (0.1514)

������������ CP� (coverage probability)
� 3. CP (W1)��� (a, b)

� 95%����� CP �, �������������� W1 �������, ���
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� 300 � 500 	��
�, ���� 95% � CP �. 	�������������, ��

������ W2 (����) 

�	
.

� 3 Gamma-OU ����������� CP �

True n=200 n=300 n=500 n=1000

c a b CP(W1) CP(W2) CP(W1) CP(W2) CP(W1) CP(W2) CP(W1) CP(W2)

0.6 3 3 93.4% 97.9% 94.9% 97.8% 95.3% 97.0% 95.3% 96.7%

6 91.4% 97.6% 94.5% 97.4% 95.4% 97.4% 95.5% 97.7%

�� (a, b) � 95% �������
� 1.

� 1 �� (a, b) � 95% ����

�������������. �����������
� 4. � c = 0.6, ��

� H0 : a = 3, b = 3, ���� H1 : a = a1, b = b1, �� H1 : a = 3, b = 2.8. �������

���������, 
������������������.

� 4 Gamma-OU �� W1 ��

(a1, b1) n = 200 n = 300 n = 500 n = 1000

(3, 2.8) 0.124 0.152 0.220 0.417

(3.2, 3.2) 0.131 0.144 0.164 0.257

(3, 2.7) 0.229 0.322 0.513 0.803

(3.3, 3.3) 0.210 0.220 0.281 0.495

(3, 2.5) 0.608 0.775 0.938 0.999

(3.5, 3.5) 0.370 0.455 0.648 0.901

���������������,�����:��� Gamma-OU��,����

�
 Gamma-OU�����������. Gamma-OU������� Lévy����

��� Poisson��,�����������. ����
��
���
	��. � 1�
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��, ������
, ���� Lévy������������ (μ = 1, σ2 = 1). � 2 �

��, ������
, ���� Lévy ���������� (df = 1). ����
� 5.

� 5 Gamma-OU �� W2 ��

n = 200 n = 300 n = 500 n = 1000

log-N(1,1) 0.035 0.049 0.115 0.330

χ2(1) 0.035 0.078 0.222 0.735

IG-OU ��� Tempered-stable OU ��� Normal-inverse-Gaussian OU ������

���, ���������. ����� 3.3 ���, ��
����� c ���. ��

����� a ∈ [0.001, 1000], b ∈ [0.001, 1000], c ∈ [0.001, 1000]. �	���������

� a/b � a/b2, ��
� â0 = X̄2/S2
X � b̂0 = X̄/S2

X . ����
� 6, ���
����

������ (RMSE).

� 6 IG-OU �������������

True n=200 n=500

c a b â b̂ ĉ â b̂ ĉ

0.5 1 1 1.0464 1.0754 0.5237 1.0145 1.0293 0.5027

(0.1174) (0.1761) (0.1027) (0.0557) (1.0980) (0.0076)

10 2 10.1479 (2.0327) 0.5332 10.0525 2.0131 0.5138

(0.7977) (0.1662) (0.1337) (0.5324) (0.1186) (0.0965)

���������
��������������	���	�, �����

�����
�����. ��������������� Fourier �������

�,��������. �������
,������������,�
	���

���������.

6 ��

����������
���� OU�������������, ������

�����������������. �
����������������	�

�������, ������	��, 	
��������
������, 	��

���������
	�	���, ���
��������
�������. �

���������
��
������������������, ��	���

������������, 
���	��, 
������������.

7 ��

�� 2.1 ��� ������� [21] ��� 17.1 � (2.1) ��
�.

�� t > 0, ������ Y (0, t) ����
	�. ��� [21] ��� 17.1, ����

Y (0, t) ���
���:

E[eizY (0,t)] = exp
{
c

∫ t

0

ψ(e−csz)ds
}
,
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�� ψ(z) � Z(1) ����.

�� 3.1 ��� ������� 2.1 � Lévy ����	�����
�.

�� 7.1 �������� Γ, �
 |γθ(s, x)| < Γ � s ∈ R � x ∈ E �
	, 

� (3.1) ������� g ��, �� (x, y) ∈ E2 � θ ∈ Θ ��

‖g(y, x, θ)‖ � 4Γ
√
m1m2.

�� 7.1 ������.

�� 3.1 ��� ����
�����: Op(·) � op(·). ������ Yn � Zn, �

� Yn/Zn �����, � Yn = Op(Zn); �� Yn/Zn ������ 0, � Yn = op(Zn).


�� 1
n log(pθ(X0)) = Op( 1

n ), 	�����������, ��
.

NB(θ0, δ) � θ0 ���� δ ���. ����

Gn(θ) = − 1
n

n∑
k=1

log[1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)], (7.1)

	������� K1K2 ���������, � λ(θ) �� K1K2, ��	���. ��

��
���
, ���� δ > 0, �� d(δ) < 0, �
� n→ ∞ 
, ��
	

P
(

sup
θ∗∈Θ\NB(θ0,δ)

√
n

m1m2
Gn(θ∗) > d(δ)

)
<
δ

2
, (7.2)

�

P
(√

n

m1m2
Gn(θ̂) < d(δ)

)
<
δ

2
. (7.3)

��
��
 (7.2)
	� d(δ). �� OU���X ���	�, {g(Xk, Xk−1, θ), k =

1, . . . , n} ���		������. ��
����

u(θ) =
(m1m2)−

1
2K1K2Eθ0 [g(X1, X0, θ)]

1 +
√

K1K2
m1m2

‖Eθ0 [g(X1, X0, θ)]‖
,

vk(θ) = − log[1 + n− 1
2 u(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)] (k = 1, . . . , n).

� Taylor ��, �� t ∈ (0, 1), �


sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣
√

n

m1m2

1
n

n∑
k=1

vk(θ) − 1√
m1m2n

n∑
k=1

[−u(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)]
∣∣∣∣

� sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

(m1m2n)−
1
2 [u(θ)Tg(X1, X0, θ)]2

2[1 + n− 1
2 tu(θ)Tg(X1, X0, θ)]2

∣∣∣∣. (7.4)

��� (7.1) �

sup
θ∈Θ1

n− 1
2 u(θ)Tg(X1, X0, θ) � 16K1K2Γ2

√
m1m2/n,

�

sup
θ∈Θ1

(m1m2n)−
1
2 [u(θ)Tg(X1, X0, θ)]2 � 16(K1K2)2Γ4

√
m1m2/n.

� n→ ∞ 
, 
��	�
 0, 	��� (7.4) ��	�
 0.

��� (x0, x1) ∈ E2 � θ ∈ Θ1 ��,

μ(x1, x0, θ)
def= lim

m1→∞
m2→∞

K1K2

m1m2
[Eθ0g(X1, X0, θ)]Tg(x1, x0, θ)

=
∫ K1

0

∫ K2

0

[Eθ0g(X1, X0, θ, s, z)]Tg(x1, x0, θ, s, z)dsdz � 16K1K2Γ2,
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μθ
def= lim

m1→∞
m2→∞

K1K2

m1m2
‖Eθ0g(X1, X0, θ)‖2

=
∫ K1

0

∫ K2

0

‖Eθ0g(X1, X0, θ, s, z)‖2dsdz � 16K1K2Γ2.

��� A2� A3���
, g(x1, x0, θ, s, z)��,�	
 (θ, s, z)��� Θ1× [0,K2]× [0,K1]

�����. � Arzelà-Ascoli��,

lim
m1→∞
m2→∞

sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣K1K2

m1m2
[Eθ0g(X1, X0, θ)]Tg(x1, x0, θ) − μ(x1, x0, θ)

∣∣∣∣ = 0.

���,

lim
m1→∞
m2→∞

sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣
√
K1K2

m1m2
‖Eθ0g(X1, X0, θ)‖ − √

μθ

∣∣∣∣∣ = 0.

��,

sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣ 1√
m1m2

u(θ)Tg(x1, x0, θ) − μ(x1, x0, θ)
1 +

√
μθ

∣∣∣∣
� sup

θ∈Θ1

∣∣∣∣K1K2

m1m2
[Eθ0g(X1, X0, θ)]Tg(x1, x0, θ) − μ(x1, x0, θ)

∣∣∣∣
+ sup

θ∈Θ1

|μ(x1, x0, θ)| · sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣
√
K1K2

m1m2
‖Eθ0g(X1, X0, θ)‖ − √

μθ

∣∣∣∣ → 0. (7.5)

 (7.5) �	���, ��

Eθ0 sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣ 1√
m1m2

u(θ)Tg(X1, X0, θ) − μ(X1, X0, θ)
1 +

√
μθ

∣∣∣∣
2

→ 0.

� Markov��, � ε > 0,

P
(

sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

[
1√

m1m2
u(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ) − μ(Xk, Xk−1, θ)

1 +
√
μθ

]∣∣∣∣ > ε

2

)

� 8
ε2

Eθ0 sup
θ∈Θ1

∣∣∣∣ 1√
m1m2

u(θ)Tg(X1, X0, θ) − μ(X1, X0, θ)
1 +

√
μθ

∣∣∣∣
2

→ 0. (7.6)

	 U(x1, x0, θ) = −μ(x1, x0, θ)/(1 +
√
μθ). ��� A2 � A3 ���
, U(x1, x0, θ)��.

��� A1 ���
, X � α 	��. � Billingsley ��,

Cov(U(Xk, Xk−1, θ), U(Xl, Xl−1, θ)) � 4αkl‖U(X1, X0, θ)‖2
∞.

	����� d1 ��	��� {α(t)} �	, �


Varθ0

(
1
n

n∑
k=1

U(Xk, Xk−1, θ)
)

� d1

n
‖U(X1, X0, θ)‖2

∞ = o(1).

� Markov��,

P
(

1
n

n∑
k=1

U(Xk, Xk−1, θ) >
−μθ

1 +
√
μθ

+
ε

2

)
�

Varθ0(
1
n

∑n
k=1 U(Xk, Xk−1, θ))

[ −μθ

1+
√

μθ
+ ε

2 − Eθ0U(X1, X0, θ)]2
= o(1).

� α 	���������, �� n→ ∞ 
,

P
(

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

1
n

n∑
k=1

U(Xk, Xk−1, θ
∗, ρθ∗) > sup

θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

−μθ∗

1 +
√
μθ∗

+
ε

2

)
→ 0, (7.7)
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��	� ε > 0 �
	. 	

d(δ) =
1
2

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

−μθ∗

1 +
√
μθ∗

.

�� d(δ) < 0. �� (7.4), (7.6) � (7.7) �, �� n̄(δ), � n � n̄(δ), �

P
(

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

√
n

m1m2

1
n

n∑
k=1

vk(θ∗) > d(δ)
)

� P
(

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

1√
m1m2n

n∑
k=1

[−u(θ∗)Tg(Xk, Xk−1, θ
∗)] > 2d(δ)

)

� P
(

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

∣∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

[
1√

m1m2
u(θ∗)Tg(Xk, Xk−1, θ

∗) − μ(Xk, Xk−1, θ
∗)

1 +
√
μθ∗

]∣∣∣∣ > −d(δ)
)

+ P
(

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

1
n

n∑
k=1

−μ(Xk, Xk−1, θ
∗)

1 +
√
μθ∗

> d(δ)
)

<
δ

2
.

��
	

P
(

sup
θ∗∈Θ1\NB(θ0,δ)

√
n

m1m2
Gn(θ∗) > d(δ)

)
<
δ

2
,

���� (7.3) 
	. Lagrange�
����

1
n

n∑
k=1

K1K2g(Xk, Xk−1, θ)
1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)

= 0 (7.8)

��. � λ(θ0) = ‖λ(θ0)‖ξ, �� ξ �����, 

0 =
1

m1m2

∥∥∥∥ 1
n

n∑
k=1

K1K2g(Xk, Xk−1, θ0)
1 +K1K2λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)

∥∥∥∥
� ‖λ(θ0)‖

1 +K1K2‖λ(θ0)T‖max1�i�n ‖g(Xk, Xk−1, θ0)‖

×
[

1
n

n∑
k=1

(K1K2)2

m1m2
ξTg(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)Tξ

]

−
∣∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

K1K2

m1m2
ξTg(Xk, Xk−1, θ0)

∣∣∣∣. (7.9)

��� A1 � A3 ���
, � Hölder’s ��� Billingsley ��, ����	���

{α(t)} �	��� d2 > 0, �


Eθ0

[∣∣∣∣(1/n)
n∑

k=1

ξTg(Xk, Xk−1, θ0)
∣∣∣∣
2]

� 16d2Γm1m2

n
= O

(
m1m2

n

)
.

��
∣∣ 1
n

∑n
k=1 ξTg(Xk, Xk−1, θ0)

∣∣ = Op(
√
m1m2/n). �� 4m1m2 × 4m1m2 � D(n) =

(Dij(n)) �
:

D(n) =
1
n

n∑
k=1

(K1K2)2

m1m2
{g(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)T

− Eθ0 [g(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)T]}. (7.10)
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� Markov ��� Billingsley ��, � ε > 0, �� P(|Dij(n)| � ε) � d3/(nm2
1m

2
2),

� P(max1�i,j�4m1m2 |Dij(n)| � ε) � d4/n, �� c3 � c4 �����. �

Σm(θ0) =
(K1K2)2

m1m2
Eθ0 [g(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)T].

���� [20] �
�, Σm(θ0) ��, �����. � (7.9), �

‖λ(θ0)‖
1 +K1K2‖λ(θ0)‖max1�k�n ‖g(Xk, Xk−1, θ0)‖ = Op

(√
1

m1m2n

)
.

��� 7.1, max1�k�n ‖g(Xk, Xk−1, θ0)‖ � 4Γ
√
m1m2 = O(

√
m1m2). ��,

‖λ(θ0)‖ = Op

(√
1

m1m2n

)
. (7.11)

�
 log(1 + x) � x,

Gn(θ0) � − 1
n

n∑
k=1

K1K2λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0) = Op

(
1
n

)
.

	��� n(δ) ∈ N , � n � n(δ), ��

P
(√

n

m1m2
Gn(θ0) � d(δ)

)
<
δ

2
.

������������ (3.3), � Gn(θ̂) = supθ∗∈Θ1
Gn(θ∗), �

P
(√

n

m1m2
Gn(θ̂) � d(δ)

)
<
δ

2
.

�� (7.2) � (7.3), ��

P(θ̂ �∈ NB(θ0, δ)) < δ.

��
.

�� 3.2 ��� ���� ∂Gn(θ̂)
∂θ = 0. �����, ∂Gn(θ̂)

∂θ � θ̂ = θ0 
�	, 


−√
n
∂Gn(θ0)
∂θ

=
∂2Gn(θ̂∗)
∂θ∂θ

√
n(θ̂n − θ0), (7.12)

�� ‖θ∗ − θ̂n‖ � ‖θ∗ − θ0‖. �����
��, ���

−√
n
∂Gn(θ0)
∂θ

d−→ Np(0, JK(θ0)), (7.13)

�

∂2Gn(θ∗)
∂θ∂θ

= −JK(θ0) + op(1), (7.14)

�� JK(θ0) 		�.

 (7.12) �	���	�

−√
n
∂Gn(θ0)
∂θ

=
√
n

1
n

n∑
k=1

K1K2

1+K1K2λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)

(
∂g(Xk, Xk−1, θ0)

∂θ

)T

λ(θ0), (7.15)

��

∂g(Xk, Xk−1, θ)
∂θ

=
(
∂Γθ(Xk−1)

∂θ
⊗ h(Xk, Xk−1, θ) − Γθ(Xk−1) ⊗ ∂Φθ(Xk−1)

∂θ

)
,

Γθ(Xk−1), Φθ(Xk−1) � h(Xk, Xk−1, θ) ����.
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λ(θ0) ���� (7.8) ��. ���� (7.8),

0 =
1
n

n∑
k=1

K1K2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0)

−
{

1
n

n∑
k=1

(K1K2)2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)T

}
λ(θ0) + r1n,

��� ‖r1n‖ = op(1).  (7.12) �	������

−√
n
∂Gn(θ0)
∂θ

=
√
n

{
1
n

n∑
k=1

K1K2

1 +K1K2λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)

(
∂g(Xk, Xk−1, θ0)

∂θ

)T}

× S−1
n,θ0

{
1
n

n∑
k=1

K1K2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0)

}
+ r2n,

��

Sn,θ =
1
n

n∑
k=1

(K1K2)2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)T,

��� ‖r2n‖ = op(1).  (7.12) �	��
�	���

−√
n
∂Gn(θ0)
∂θ

=
1√
n

n∑
k=1

K1K2Bm(θ0)T {Eθ0Sn,θ0}−1 K1K2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0) + op(1).

� ζ ∈ R
p, �������� {Ymk, k = 1, . . . , n} �
:

Ymi = ζ′K1K2Bm(θ0)T {Eθ0(Sn,θ0)}−1 K1K2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0).

��� A1 ���
, {Ymk, k = 1, . . . , n} ��	, α 	�. ���

Varθ0(Ym1) =
(K1K2)2

m1m2
ζ′Bm(θ0)T {Eθ0(Sn,θ0)}−1Bm(θ0)ζ.

� Billingsley ��, �

nVarθ0(Ym1)
Varθ0 (

∑n
k=1 Ymk)

= O(1).

� κ > 0,∑n
k=1 Eθ0

[
Y 2

mk : |Ymk| > κ
(
Varθ0(

∑n
k=1 Ymk)

)1/2]
∑n

k=1 Varθ0(Ymk)

=
Eθ0

[(
Ym1√
m1m2

)2
m1m2I

(| Ym1√
m1m2

| > κ
(

n
m1m2

Varθ0(Ym1)
)1/2)]

Varθ0(Ym1)
n→+∞−−−−−→ 0.

� α 	���� Lindeberg ������� (�
�� [25]), � ζ ∈ R
p, ��

1√
n

n∑
k=1

ζ′K1K2Bm(θ0)T {Eθ0(Sn,θ0)}−1 K1K2

m1m2
g(Xk, Xk−1, θ0)

d−→ N(0, ζ′JK(θ0)ζ).

��

−√
n
∂Gn(θ0)
∂θ

d−→ Np(0, JK(θ0)).
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�����	�

∂2Gn(θ)
∂θ∂θ

=
(K1K2)2

n

n∑
k=1

(∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

)T
λ(θ)λ(θ)T

(∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

)
[1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)]2

+
(K1K2)2

n

n∑
k=1

(∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

)T
λ(θ)g(Xk, Xk−1, θ)T

(∂λ(θ)
∂θ

)
[1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)]2

− K1K2

n

n∑
k=1

(∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

)T(∂λ(θ)
∂θ

)
1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)

− K1K2

n

n∑
k=1

4∑
l=1

m1m2∑
j=1

λlj(θ)
(∂2g(l−1)m1m2+j(Xk,Xk−1,θ)

∂θ∂θ

)
1 +K1K2λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)

, (7.16)

�� g(Xk, Xk−1, θ) = (gi(Xk, Xk−1, θ)) (k = 1, . . . , n).

� NB(θ0) = {θ | ‖θ − θ0‖ � n
1
3 }. Lagrange�
 λ(θ) ��,

1
n

n∑
k=1

K1K2g(Xk, Xk−1, θ)
1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)

= 0. (7.17)

��� B1 � B2 ���
, � Markov ��� Davydov ��, � (7.16) ���

��� 1 ��� 4 ��� op(1). � 2 ��� 3 ���� θ ���. � (7.17)	
 θ ��




Tn(θ)
∂λ(θ)
∂θ

=
1
n

n∑
k=1

K1K2

m1m2

∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)
−Rn(θ),

��

Tn(θ) =
1
n

n∑
k=1

(K1K2)2

m1m2

g(Xk, Xk−1, θ)g(Xk, Xk−1, θ)T

[1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)]
2 ,

�

Rn(θ) =
1
n

n∑
k=1

(K1K2)2

m1m2

g(Xk, Xk−1, θ)λ(θ)T ∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

[1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)]
2 .

� (7.10)�
���, �

Tn(θ) − (K1K2)2

m1m2
Am(θ) = op(1),

� Rn(θ) = op(1).  (7.16) ������ 3 �����{
K1K2

n

n∑
k=1

(∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

)T

1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)

}
Tn(θ)−1

×
{
K1K2

n

n∑
k=1

K1K2

m1m2

∂g(Xk,Xk−1,θ)
∂θ

1 +K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ)

}
+ op(1).

��
.

�� 3.3 ��� ����
, �����

Φ̃θ = (φθ(z1|X0), . . . , φθ(zm1 |X0), φθ(−z1|X0), . . . , φθ(−zm1 |X0))T,

Γ̃θ = (eis1X0 , . . . , eism2X0 , e−is1X0 , . . . , e−ism2X0)T,
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h̃(X1, X0, θ) = (eiz1X1 − φθ(z1|X0), . . . , eizm1X1 − φθ(zm1 |X0),

e−iz1X1 − φθ(−z1|X0), . . . , e−izm1X1 − φθ(−zm1 |X0))T,

g̃(X1, X0, θ) = Γ̃θ ⊗ h̃(X1, X0, θ).

�

Bm(θ0)TAm(θ0)−1Bm(θ0) =
[
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]T

× [Eθ0 g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)T]−1
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)
.

	

wθ(s, z) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∂ log pθ(y;x,Δ)
∂θ

e−i(sx+zy)dxdy,

�� pθ(y;x,Δ) ������. �� 4m1m2 × p �

W̃θ = (wθ(s1, z1), . . . , wθ(s1, zm1), . . . , wθ(sm2 , z1), . . . , wθ(sm2 , zm1))
T
.

� n→ ∞ (m1,m2 → ∞) 
, ���

K1K2

m1m2
W̃T

θ0
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)
→

∫ K2

−K2

∫ K1

−K1

wθ0(s, z)Eθ0

(
eisX0

∂φ̃θ0(z|X0)
∂θ

)T

dzds.

� Fourier ����, 

1
2π

∫
e−isx

(∫
eisu ∂φθ(z|u)

∂θ
pθ̃(u)du

)
ds =

∂φθ(z|x)
∂θ

pθ̃(x),

�� pθ̃(x) ������, 
1
2π

∫
∂φθ(z|x)

∂θ
e−izydz =

∂pθ(y;x,Δ)
∂θ

.

��������� pθ0(x1;x0,Δ)pθ̃0
(x0), �����������, ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
wθ0(s, z)Eθ0

(
eisX0

∂φ̃θ0(z|X0)
∂θ

)T

dzds = I(θ0).

���
 Feuerverger � McDunnough[9] ���, �


lim
K1→∞
K2→∞

lim
n→∞

K1K2

m1m2
W̃T

θ0

[
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]
= I(θ0).

���, �

lim
K1→∞
K2→∞

lim
n→∞

(
K1K2

m1m2

)2

W̃T
θ0

Eθ0 [g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)T]W̃θ0 = I(θ0).

�	� 4m1m2 × p � V ,{[
V T

Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]T

[V T
Eθ0 g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)TV ]−1

×
[
V T

Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]T}−1

�

V = [Eθ0 g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)T]−1
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)
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���, ����{[
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]T

[Eθ0 g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)T]−1
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)}−1

.

� Fisher ��� I(θ0) 		�, 	��

V TI(θ0)−1V �V T

{[
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]T

[Eθ0 g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)T]−1

× Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)}−1

V

�V T

{[
W̃T

θ0
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]T

× (W̃T
θ0

Eθ0 [g̃(X1, X0, θ0)g̃(X1, X0, θ0)T]W̃θ0)
−1

×
[
W̃T

θ0
Eθ0

(
Γ̃θ0 ⊗

∂Φ̃θ0

∂θ

)]}−1

V.

��
.

�� 3.4 ��� ������������	������� 3.1 ��, ���

������� 3.2 ��, �
�
.

�� 3.5 ����� 3.3 ��, �
�
.

�� 3.2 ��� ��� 1 � i < j � n, �
 log(Xi−1/Xi) = log(Xj−1/Xj) �= cΔ. �

f̄θ(·, t) ��, 	�

P(log(Xi−1/Xi) = log(Xi/Xi+1) �= cΔ) = 0,

�

P(ln(XM )/Δ �= c,#{XM} � 2)

= P(�� 1 � i < j � n �
 log(Xi−1/Xi) = log(Xj−1/Xj) �= cΔ) = 0.

��

P(#{XM} � 2)

= P(�� 1 � i < j � n �
 xi − e−cΔxi−1 = xi − e−cΔxi−1 = 0)

= 1 − (1 − dθ)n − ndθ(1 − dθ)n−1.

�� P(ln(XM )/Δ �= c | #{XM} � 2) = 0. ��
.

�� 3.6 ��� ������� 3.3 ��� 3.3 ��
�.

�� 4.1 ��� ��������
 Kunitomo � Owada[20] ��, 	��

���, OU�����	��,�����		��
�.�
�	�����

� 3.1 � 3.2 ��������, ������. ��	�������	��

����������, �����	�����������������	��.

	 Yk(θ) = K1K2λ(θ)Tg(Xk, Xk−1, θ) (k = 1, . . . , n). �� Gn(θ) �� θ = θ̂n �	

�

Gn(θ̂n) = − 1
n

n∑
k=1

[
Yk(θ̂n) − 1

2
Yk(θ̂n)2 +

1
3
Yk(θ∗)3

]
,
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�� ‖θ∗ − θ̂n‖ � ‖θ̂n − θ0‖,
n∑

k=1

Yk(θ̂n) =K1K2

n∑
k=1

λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)

−√
n(θ̂n − θ0)TBm(θ0)TAm(θ0)−1Bm(θ0)(θ̂n − θ0)

√
n+ op(1),

n∑
k=1

Yk(θ̂n)2 =(K1K2)2
n∑

k=1

[λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)]2

−√
n(θ̂n − θ0)TBm(θ0)TAm(θ0)−1Bm(θ0)(θ̂n − θ0)

√
n+ op(1).

n∑
k=1

|Yk(θ∗)|3 �(K1K2)2
[

max
1�k�n

|Yk(θ∗)|
] n∑

k=1

|λ(θ∗)Tg(Xk, Xk−1, θ
∗)|2

�K1K2(m1m2)
3
2 ‖λ(θ∗)‖[√nλ(θ∗)]T

×
[
(K1K2)2

n

n∑
k=1

1
m1m2

g(Xk, Xk−1, θ
∗)g(Xk, Xk−1, θ

∗)T
]
[
√
nλ(θ∗)]

=op(1),

���, Gn(θ0) ����

−2nGn(θ0) = K1K2

n∑
k=1

λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)

− 1
2
(K1K2)2

n∑
k=1

[λ(θ0)Tg(Xk, Xk−1, θ0)]2 + op(1),

���

2nGn(θ̂n) = 2nGn(θ0) +
√
n(θ̂n − θ0)TBm(θ0)TAm(θ0)−1Bm(θ0)(θ̂n − θ0)

√
n+ op(1).

��� 3.2 ���������������, ��
.

�� 4.2 ��� ��� 4.1 ����, �����������������.

	

Σm(θ0) = (σjk(m)) =
(K1K2)2

m1m2
Eθ0 [g(Xk, Xk−1, θ0)g(Xk, Xk−1, θ0)T],

Σm(θ0)−1 = (σjk(m)).

��
4m1m2∑
j,k=1

σjk(m)σjk(m) = 4m1m2.

�

Y n = (Ynj) =
1√
n

n∑
k=1

K√
m

g(Xk, Xk−1, θ0).

��
�� 4.1 �����, ����� W2 ���� Y T
nΣm(θ0)−1Y n + Op(1). ��	

��

Y T
nΣm(θ0)−1Y n − 4m1m2√

16m1m2
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=
1√

16m1m2

1
n

n∑
i=i′=1

4m1m2∑
j,k=1

[
(K1K2)2

m1m2
gj(Xi, Xi−1, θ0)gk(Xi′ , Xi′−1, θ0)σjk(m)

− σjk(m)σjk(m)
]

+
1√

16m1m2

1
n

n∑
i=i′=1

4m1m2∑
j,k=1

[
(K1K2)2

m1m2
gj(Xi, Xi−1, θ0)gk(Xi′ , Xi′−1, θ0)σjk

]
.

���������� 0,����������. � Billingsley��, � 1����

1
n2

1
16m1m2

(4m1m2)2 =
m1m2

n2
,

� n→ ∞ 
, 	�
 0. �� 2 ���� α 	����������, ��
.

�� ���������
������	����.�����	
����
��

��������	����	��.
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