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摘要 本文研究了定义在 R
2 上一个离散时间积分递推序列的单稳波. 首先给出了此类

单稳波的存在性并估计了其精确的渐近行为. 借助于比较原理和上下解方法, 证明了此类

波在位移和旋转意义下的稳定性. 对于空间区域为 R 的情形也给出了类似的结论.
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1 引言

1982 年, 数学家 Weinberger 在文献 [1] 中运用如下的离散时间积分递推序列来描述一

类生物的演化过程,

un+1(x) = Q[un](x), n = 0, 1, 2, . . . , (1.1)

其中向量函数 un(x) ∈ R
k 表示 k 个物种在时刻 n 位于点 x ∈ H ⊆ R

m 的密度, H 表示物种
的栖息地, Q 是取值于 R

k 中的一个映射. 特别地, 文献 [1, p. 358]中还提出了一个具体的优

良基因演化模型:

un+1(x) = Q[un](x) =
∫

R2
m(x − y)g(un(y))dy, n = 0, 1, 2, . . . , (1.2)

其中 x,y ∈ R
2, un ∈ R 表示第 n 代个体中该基因的比例, m 表示个体随机移动的概率函数,

g(un) 表示未发生空间迁徙之前的基因比例. 若假设 m(x − y) 为 Gauss 核函数 (参见注记

5.6), 也就是定义在 R
2 空间区域的齐次反应扩散方程的基本解 (实际上, 在文献 [2, 3] 中用

来描述基因传播的模型就是反应扩散方程), 则 (1.2) 式就具有如下形式

un+1(x) = Q[un](x) =
1

4πd

∫
R2
e−

|x−y|2
4d g(un(y))dy, n = 0, 1, 2, . . . , (1.3)

其中 d > 0 为一个正常数, | · | 表示 R
2 中的欧氏范数.

在过去的三十年里, 模型 (1.2)及更一般的递推序列的动力学行为被许多学者研究过, 特

别是在用行波解和渐近传播速度描述其时空模式方面, 例如文献 [1, 4–20].
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众所周知, 稳定的波前解 (一类单调行波解) 对于描述生物演化、物理相变过程以及化

学反应等具有非常重要的意义 [21−23], 对于理解相应 Cauchy 型问题的长时间行为也非常有

效 [24]. 然而, 上述提到的文献仅仅考虑了波前解的存在性以及渐近传播速度,对于这种具有

离散时间的递推序列波前解的稳定性还没有答案.本文就这类模型波前解的稳定性予以研究.

受文献 [23–25] 以及 [26–28] 关于反应扩散方程波前解稳定性以及格动力系统波前解稳

定性研究的启发, 模型 (1.3) 的波前解在不稳定平衡态附近所具有的精确渐近行为对于后续

研究是非常关键的, 因此本文首先研究模型 (1.3) 波前解的存在性以及在不稳定平衡态附近

的精确渐近行为.为此, 首先根据行波系统在不稳定平衡点附近的线性化方程定义一些常数,

然后运用这些常数构造一对上下解. 运用单调迭代 [4, 17] 技巧, 建立模型 (1.3)波前解的存在

性并且估计其渐近行为.

由于波前解稳定性所研究的是相应 Cauchy问题以波前解的一个空间扰动作为初值时候

的长时间行为, 因而需要对模型 (1.3) 所对应的 Cauchy 问题进行研究. 特别地, 借助于波前

解构造模型 (1.3) 的一对上下解, 然后运用基于比较原理和上下解方法的挤压技术 [25, 27, 28]

证明波前解在旋转意义下以及位移意义下的稳定性.

本文结构安排如下: 第二部分建立模型 (1.3) 波前解的存在性并给出波前解在不稳定平

衡点附近的精确渐近行为. 第三部分研究相应的初值问题, 接下来运用挤压技术证明波前解

的稳定性. 最后考虑定义在 R 上的积分递推序列的波前解.

2 波前解的存在性

本节运用上下解方法和单调迭代技巧建立模型 (1.3)波前解的存在性. 在本文中, x ∈ R
2

也被记做 (x1, x2),而 dx表示 dx1dx2,对 y = (y1, y2)也采用类似的记号.对于自然数 n = 1, 2,

记 C(Rn,R) = {u(x)|u(x) : R
n → R 有界且一致连续}.则 C(Rn,R)在极大范数 | · |的意义下

是一个 Banach 空间. 若 a, b ∈ R 且 a < b, 则 C[a,b] 表示 C[a,b] = {u(x)|u(x) ∈ C(Rn,R), a �
u(x) � b, x ∈ R

n}. 此外, 对于映射 g, 本文始终假设如下条件成立:

(g1) 若 u ∈ (0, 1), 则 g(0) = 0, g(1) = 1, g(u) > u;

(g2) 若 u ∈ [0, 1],则 g(u) 是一个 C2 函数并且 0 � g′(u) � g′(0);

(g3) 存在某个常数 ρ ∈ (0, 1) 使得对于 u ∈ [1 − ρ, 1] 有 0 � g′(u) < 1;

(g4) 对于任意的 u, δ ∈ [0, 1] 并且 (1 + δ)u ∈ [0, 1], g((1 + δ)u) � (1 + δ)g(u).

实际上, 有许多著名的模型满足上述假设 (g1)–(g4), 例如著名的 Beverton-Holt 群体补

充曲线 (参考文献 [6]), 其具有形式 g(u) = λu
1+(λ−1)u , λ > 1.

定义 2.1 模型 (1.3) 的行波解是形如 un(x) = φ(x1 cos θ + x2 sin θ + cn) 的特解, 这里

c > 0, θ ∈ [0, 2π] 且 (−c cos θ,−c sin θ) 表示波形函数 φ ∈ C(R,R) 在空间 R
2 上的传播速度.

特别地, 若 φ(ξ) 关于 ξ ∈ R 单调, 则称其为波前解.

根据定义 2.1, 模型 (1.3) 的波前解 φ(ξ) 必满足如下积分方程

φ(ξ + c) =
1

4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d g(φ(ξ − x1 cos θ − x2 sin θ))dx, ξ ∈ R. (2.1)

根据波前解所具有的具体意义 [1], 通常感兴趣的是满足如下渐近边界条件的波前解

lim
ξ→−∞

φ(ξ) = 0, lim
ξ→∞

φ(ξ) = 1. (2.2)
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注 2.2 根据假设 (g1)–(g2), 也称 (2.1)–(2.2) 的单调解为 (1.3) 的单稳波 (抛物方程相

关定义参见文献 [23]).

因此,本节的目的就是研究方程 (2.1)–(2.2)单调解的存在性. 为此,改写方程 (2.1)如下

φ(ξ) =
1

4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d g(φ(ξ − c− x1 cos θ − x2 sin θ))dx, ξ ∈ R. (2.3)

为了应用单调迭代技巧研究方程 (2.3) 和 (2.2) 单调解的存在性, 需要引入如下定义.

定义 2.3 称连续函数 φ(ξ) ∈ C[0,1](R,R) 为 (2.3) 的上解 (下解), 如果其满足

φ(ξ) � (�)
1

4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d g(φ(ξ − c− x1 cos θ − x2 sin θ))dx, ξ ∈ R.

对于 λ � 0, c > 0, 定义

Λ(λ, c) =
g′(0)
4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d e−λ(x1 cos θ+x2 sin θ+c)dx.

引理 2.4 假设 c > c∗ := 2
√
d ln(g′(0)). 则对于任意给定的 c > c∗, Λ(λ, c) = 1 有两个

正根 λ1(c) < λ2(c) 定义 λ1,2(c) = c±
√

c2−(c∗)2

2d , 而在 c<c∗ 的时候 Λ(λ, c)=1 没有正实根. 此

外, 对于 c>c∗ 的情形, 存在 η∈(1,min{2, λ2(c)
λ1(c)}) 使得 Λ(ηλ1(c), c) < 1.

引理 2.4 的结论可通过直接计算得到, 证明略. 假设 q > 1 为正常数, 运用引理 2.4 所定

义的常数, 构造连续函数如下

φ(ξ) = min{eλ1(c)ξ + qeηλ1(c)ξ, 1}, φ(ξ) = max{eλ1(c)ξ − qeηλ1(c)ξ, 0}. (2.4)

引理 2.5 φ(ξ) 为方程 (2.3) 的上解.

证明 为证引理的结论, 仅需验证上解的定义. 若 φ(ξ) = 1,则 φ(y) � 1对于所有 y ∈ R

均成立,因此 g(φ(ξ − c− x1 cos θ− x2 sin θ)) � 1, x1, x2 ∈ R可由假设 (g1)–(g2)得到. 因此结

论对于 φ(ξ) = 1 成立.

若 φ(ξ) = eλ1(c)ξ + qeηλ1(c)ξ, 则 g(φ(y)) � g′(0)[eλ1(c)y + qeηλ1(c)y] 对于所有 y ∈ R 成立.

因此只需要验证

eλ1(c)ξ + qeηλ1(c)ξ � g′(0)
4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d [eλ1(c)(ξ−c−x1 cos θ−x2 sin θ) + qeηλ1(c)(ξ−c−x1 cos θ−x2 sin θ)]dx

= eλ1(c)ξΛ(λ1(c), c) + qeηλ1(c)ξΛ(ηλ1(c), c).

根据条件 (g2) 和引理 2.4, 上述不等式显然成立. 引理证毕.

引理 2.6 若 q > 1 充分大, 则 φ(ξ) 为方程 (2.3) 的下解.

证明 根据定义, 仅需验证下解所满足的不等式. 若 φ(ξ) = 0, 则 g(φ(y)) � 0, y ∈ R 表

明结论成立.

根据条件 (g2), 存在常数 L > 0 使得 |g′′(u)| < g′(0)L, u ∈ [0, 1]. 当 φ(ξ) = eλ1(c)ξ −
qeηλ1(c)ξ 时, 仅需验证

φ(ξ) � g′(0)
4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d φ(ξ − c− x1 cos θ − x2 sin θ)dx

−g
′(0)L
4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d [φ(ξ − c− x1 cos θ − x2 sin θ)]2dx.
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由于 φ(ξ) < eλ1(c)ξ, 因而只需考虑

φ(ξ) � g′(0)
4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d eλ1(c)(ξ−c−x1 cos θ−x2 sin θ)dx

−qg
′(0)

4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d eηλ1(c)(ξ−c−x1 cos θ−x2 sin θ)dx

−Lg
′(0)

4πd

∫
R2
e−

|x|2
4d e2λ1(c)(ξ−c−x1 cos θ−x2 sin θ)dx

= eλ1(c)ξΛ (λ1(c), c) − qeηλ1(c)ξΛ (ηλ1(c), c) − Le2λ1(c)ξΛ (2λ1(c), c) .

根据引理 2.4 以及 φ(ξ) 的定义, 这等价于证明

q(Λ(ηλ1(c), c) − 1)eηλ1(c)ξ � −LΛ(2λ1(c), c)e2λ1(c)ξ.

令 q > LΛ(2λ1(c),c)
1−Λ(ηλ1(c),c) + 1, 则结论成立. 引理证毕.

运用文献 [4,定理 6.1] 以及 [17,定理 3.3] 中的单调迭代技巧, 可得如下结论.

定理 2.7 若 c > c∗ 成立. 则方程 (2.1) 和 (2.2) 存在一个单调解 φ(ξ) 满足

lim
ξ→−∞

φ(ξ)e−λ1(c)ξ = 1.

注 2.8 与定理 2.7 类似的一个结果已经在文献 [17] 中给出. 但是文献 [17] 中构造的

上解不能满足本文引理 4.2 的要求, 因而这里构造了不同于文献 [17] 的上解.

下述结论可由热传导方程解的光滑性 [29] 以及 L’Hospital 法则得到.

定理 2.9 假设 φ(ξ) 由定理 2.7 给出. 则 φ(ξ) ∈ C1(R,R) 并且

lim
ξ→−∞

φ′(ξ)e−λ1(c)ξ = λ1(c).

3 初值问题

本节先给出 Weinberger[1] 关于 (1.3) 对应的 Cauchy 问题的相关结论, 然后构造其适当

的上下解. 也就是研究 {
un+1(x) = Q[un](x), n = 0, 1, 2, . . . ,

u0(x) = u(x),
(3.1)

其中 u(x) ∈ C(R2,R) 为一个给定的函数.

定理 3.1 假设 u(x) ∈ C[0,1]. 则 un(x) ∈ C[0,1] 对所有的 n = 0, 1, 2, . . . , 成立.

根据 (g1)–(g2), 定理 3.1 的结论显然, 证明略. 为进一步应用比较原理, 给出 (3.1) 的上

下解定义如下:

定义 3.2 假设 vn(x) ∈ C[0,1] 对 n = 0, 1, 2, . . .成立. 若

vn+1(x) � (�) Q[vn](x), n = 0, 1, 2, . . . , v0(x) � (�) u(x), (3.2)

则称 vn(x) 为方程 (3.1) 的上解 (下解).

定理 3.3 假设 un(x) 和 un(x) 分别为方程 (3.1) 的上解和下解.

(i) 若 u0(x) � u0(x), 则 un(x) � un(x) 对所有 n � 1 成立.

(ii) 若 u0(x) � u(x) � u0(x), 则有 un(x) � u(x) � un(x), n � 1.

(iii) 若 u0(x) � u0(x), 则

u1(x) − u1(x) � 1
4πd

∫
R2
e−

|x−y|2
4d [g(u0(y)) − g(u0(y))]dy � 0, x ∈ R

2.
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定理 3.3 的结论是显然成立的, 也可参考文献 [1].

注 3.4 上述第 (iii) 条表明方程 (1.3) 的波前解严格单调并且 φ′(ξ) > 0, ξ ∈ R.

引理 3.5 假设 φ(x1 cos θ + x2 sin θ+ cn) 是方程 (1.3) 由定理 2.7 给出的波前解. 则对

于任意的 θ1 ∈ [0, 2π], 存在常数 δ0 ∈ (0, 1), β > 0 和 σ > 0 使得对于任意的 δ ∈ (0, δ0] 和

ξ+ ∈ R, 连续函数

un(x) = min{(1 + δe−βn)φ(x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cn+ ξ+ − σδe−βn), 1} (3.3)

在满足 u0(x) � u(x),x ∈ R
2 时为方程 (3.1) 的一个上解.

证明 不失一般性, 仅需考虑 ξ+ = 0. 若 un(x) = 1, 则结论显然. 因此只需考虑

un(x) �= 1 的情形. 记 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cn, τ = y1 cos θ1 + y2 sin θ1, 则需证明如下不

等式

(1 + δe−β(n+1))φ(ξ + c− δσe−β(n+1))

� 1
4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g((1 + δe−βn)φ(ξ − δσe−βn − τ))dy (3.4)

对于 ξ ∈ R 和 n � 0 成立. 取 M > 0 为一充分大的有界常数, 以下分三种情况考虑.

根据波前解的定义, (3.4) 等价于

δe−β(n+1)φ(ξ + c− δσe−β(n+1)) � 1
4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g((1 + δe−βn)φ(ξ − δσe−βn − τ))dy

− 1
4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g(φ(ξ − δσe−β(n+1) − τ))dy. (3.5)

由于 (g4) 成立, 因此为证 (3.5) 成立仅需验证

δe−β(n+1)φ(ξ + c− δσe−β(n+1)) � 1 + δe−βn

4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g(φ(ξ − δσe−βn − τ))dy

− 1
4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g(φ(ξ − δσe−β(n+1) − τ))dy

= δe−βnφ(ξ + c− δσe−βn) + φ(ξ + c− δσe−βn)

−φ(ξ + c− δσe−β(n+1)).

根据波前解的单调性有 φ(ξ + c− δσe−β(n+1)) > φ(ξ + c− δσe−βn), 故需证明

φ(ξ + c− δσe−β(n+1)) − φ(ξ + c− δσe−βn) > δe−βn[1 − e−β]φ(ξ + c− δσe−βn).

根据中值定理, 仅需考虑

φ(ξ + c− δσe−βn) � σφ′(μ) (3.6)

对于 μ ∈ [ξ + c− δσe−βn, ξ + c− δσe−β(n+1)] 是否成立.

若 ξ + c− δσe−βn < −M ,根据定理 2.7 和 2.9 中给定的波前解渐近行为, 取 σ > 0 充分

大即可使得 (3.6) 成立.

若 |ξ + c− δσe−βn| � M , 根据波前解的严格单调性 (参见注 3.4), 选择 σ > 0 充分大即

可使得 (3.6) 成立.

现在考虑 ξ + c− δσe−βn > M 的情形. 选择常数 κ ∈ (0, 1) 使得

g′(x) < κ < 1, x > φ(M − δσ) > κ,
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根据条件 (g3) 以及 M > 0 充分大, 上述选择是可以实现的. 因此 φ(ξ) 的单调性表明
1

4πd

∫
τ�0

e−
|y|2
4d g((1 + δe−βn)φ(ξ − δσe−βn − τ))dy

� 1 + δe−βn

4πd

∫
τ�0

e−
|y|2
4d g(φ(ξ − δσe−βn − τ))dy +

κδe−βn

2
− δe−βnφ(ξ − δσe−βn)

2
,

进一步可得
1

4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g((1 + δe−βn)φ(ξ − δσe−βn − τ))dy

� 1 + δe−βn

4πd

∫
R2
e−

|y|2
4d g(φ(ξ − δσe−βn − τ))dy +

κδe−βn

2
− δe−βnφ(ξ − δσe−βn)

2

= (1 + δe−βn)φ(ξ + c− δσe−βn) +
κδe−βn

2
− δe−βnφ(ξ − δσe−βn)

2
.

因此, ξ > M 时 (3.4) 成立只需下面的估计成立

(1 + δe−β(n+1))φ(ξ + c− δσe−β(n+1)) − (1 + δe−βn)φ(ξ + c− δσe−βn)

� (1 + δe−β(n+1))φ(ξ + c− δσe−βn) − (1 + δe−βn)φ(ξ + c− δσe−βn)

= δe−βn(e−β − 1)φ(ξ + c− δσe−βn) � κδe−βn

2
− δe−βnφ(ξ − δσe−βn)

2
,

取 β > 0 充分小即可使上式成立. 引理证毕.

引理 3.6 设 φ(x1 cos θ + x2 sin θ + cn) 为定理 2.7 给出的方程 (1.3) 的波前解. 则对于

任意的 θ1 ∈ [0, 2π], 存在常数 δ0 ∈ (0, 1), β > 0, σ > 0 使得对于每一个 δ ∈ (0, δ0], ξ− ∈ R, 如

下定义的连续函数 un(x) 在满足 u0(x) � u(x) 的时候是方程 (3.1) 的一个下解

un(x) = (1 − δe−βn)φ(x cos θ1 + y sin θ1 + cn+ ξ− + δσe−βn). (3.7)

引理 3.6 的证明类似于引理 3.5 的证明, 故略.

注 3.7 在引理 3.5–3.6中, σ 和 β 的选择关于 δ ∈ (0, δ0]是一致的, 这对于后面的讨论

非常重要.

引理 3.8 假设 un(x), vn(x) 分别为方程 (3.1) 取不同初值 u(x), v(x) 的解. 若 u(x) �
v(x) 并且 u(x), v(x) ∈ C[0,1], 则 0 � u1(x) − v1(x) � g′(0)|u(·) − v(·)|,x ∈ R

2.

引理 3.8 可直接由 (g2) 得到, 此处略去证明.

4 波前解的渐近稳定性

在这一节, 研究定理 2.7 所确定的波前解在位移意义以及旋转意义下的稳定性. 本节主

要结论如下.

定理 4.1 令 φ(x1 cos θ + x2 sin θ + cn) 是由定理 2.7 所确定的方程 (1.3) 的波前解. 假

设存在 θ1 ∈ [0, 2π] 使得如下极限关于 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 一致:

lim
ξ→−∞

u(x)e−λ1(c)ξ = ρ, lim inf
ξ→∞

u(x) > 0.

令 ξ0 = 1
λ1(c) ln ρ 并且 un(x) 为 (3.1) 取初值 u0(x) = u(x) 时的解. 则

lim
n→∞ sup

x∈R2

∣∣∣∣ un(x)
φ(x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cn+ ξ0)

− 1
∣∣∣∣ = 0.

为了证明定理 4.1, 首先给出一些基本估计, 在此过程始终假设定理 4.1 的条件成立.
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引理 4.2 对于任意的 p > 0 以及 p = (p cos θ1, p sin θ1), 存在常数 ξ(p) 使得

un(x − 2p) < φ(ξ + ξ0) < un(x + 2p)

对所有的 x1 cos θ1 + x2 sin θ2 + cn = ξ � ξ(p) 以及 n = 0, 1, 2, . . .成立.

证明 在 φ 和 φ 的定义 2.4 中, 令 q > 1 充分大, 则

φ(x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + ξ0) � u(x− p), φ(x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + ξ0) � u(x + p)

对于所有 x ∈ R
2 成立. 根据引理 2.5 和 2.6, φ(ξ + ξ0) 与 φ(ξ + ξ0) 分别为 (3.1) 的上下解.

根据定理 2.7 中给出的波前解及其渐近行为可得引理结论. 引理证毕.

引理 4.3 存在常数 δ ∈ (0, 1), β > 0, σ > 0 以及 z0 > 0 使得

(1 − δe−βn)φ(ξ + ξ0 − z0 + δσe−βn) � un(x) � min{(1 + δe−βn)φ(ξ + ξ0 + z0 − δσe−βn), 1}
对所有的 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ2 + cn ∈ R 和 n � 1 成立.

证明 在引理 4.2中选择 p = 1. 则引理结论在 z0−σ > 2时对于 x1 cos θ1+x2 sin θ2+c <

ξ(1) 成立. 若 x1 cos θ1 + x2 sin θ2 + c > ξ(1), 则存在常数 δ′ > 0 使得 u1(x) > δ′ 一致成立.

因而对于 z0 > 0 充分大, 存在常数 δ ∈ (0, 1), β > 0, σ > 0 使得

(1 − δe−β)φ(ξ + ξ0 − z0 + δσe−β) � u1(x) � min{(1 + δe−β)φ(ξ + ξ0 + z0 − δσe−β), 1}
对 ξ=x1 cos θ1+x2 sin θ2+c成立. 特别地,当 z0 > 0充分大的时候,可以选择 δ ∈ (0, 1), β > 0,

σ > 0 同时满足引理 3.5 和 3.6 的条件. 根据定理 3.3,引理结论得证.

引理 4.4 存在常数 M0 > 0 使得 (1 − ε)φ(ξ + 3εσ) � φ(ξ) � (1 + ε)φ(ξ − 3εσ) 对所有

的 ε ∈ (0, δ) 和 ξ � M0 + ξ0 成立, 其中 δ 由引理 4.3 定义.

证明 由于 limξ→∞ φ(ξ) = 1, 上述结论在 M0 > 0 充分大的时候显然成立.

引理 4.5 令 z 和 M 为任意给定的正常数, u+
n (x), u−n (x) 分别由 (3.1) 选择如下初值

时定义

u+(x) = φ(ς + ξ0 + z)χ(ς +M) + φ(ς + ξ0 + 2z) [1 − χ(ς +M)] ,

u−(x) = φ(ς + ξ0 − z)χ(ς +M) + φ(ς + ξ0 − 2z) [1 − χ(ς +M)] ,

其中 ς = x1 cos θ1 + x2 sin θ1, χ(y) = min{max{0,−y}, 1}, y ∈ R. 则存在常数 ε ∈ (0,min{δ/2,
z/ (3δ)}) 使得

u+
1 (x) � (1 + ε)φ(ς + ξ0 + 2z − 3εσ), u−1 (x) � (1 − ε)φ(x + ξ0 − 2z − 3εσ)

对所有的 ς ∈ [−M,∞) 成立, 其中 ς = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + c.

证明 根据 χ(y) 的定义, 容易看出

u+(x) � φ(ς + ξ0 + 2z), ς = x1 cos θ1 + x2 sin θ1.

因此 φ(ξ + ξ0 + 2z) 是 (3.1) 初值为 u+(x) 时的上解. 定理 3.3 以及 χ(y) 的定义还表明

u+
n (x) < φ(ξ + ξ0 + 2z), ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ2 + cn ∈ R, n = 1, 2, . . . .

选择 M0 如引理 4.3 中所定义, 则结论对于 ξ > M0 时已证. 对于 ξ ∈ [−M,M0] 的情形,

注意到 u+
1 (x)仅仅依赖于 φ(ξ)的定义,所以 u+

1 (x)和 φ(ξ)在有界区间一致连续性说明结论

对于充分小的 ε > 0 成立.

类似可证关于 u−1 (x) 的结论也成立. 引理证毕.
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定理 4.1 的证明 定义常数 z+ 和 z− 如下

z+ � inf{z|z ∈ A+}, A+ =
{
z � 0

∣∣∣∣ lim
n→∞ sup

ξ∈R

un(x)
φ(ξ + ξ0 + 2z)

� 1
}
,

z− � sup{z|z ∈ A−}, A− =
{
z � 0

∣∣∣∣ lim
n→∞ sup

ξ∈R

un(x)
φ(ξ + ξ0 − 2z)

� 1
}
,

其中 ξ = x1 cos θ+ x2 sin θ+ cn. 根据引理 4.5, z+ 和 z− 是适定的. 因此要证定理结论,仅需

证明 z+ = z− = 0. 假定不然, 则存在 N > 0 使得

sup
ξ∈R

un(x)
φ (ξ + ξ0 + 2z+)

� 1 + ε, n > N, ξ = x1 cos θ + x2 sin θ + cn,

其中常数满足 g′(0)ε = εφ(−M + ξ0 − 3εσ), ε 由引理 4.5 取 z = z+ > 0 所定义.特别地, 选择

M > 0 为一充分大的常数并在引理 4.5 中选择

u+(x) = φ(ξ + ξ0 + 2z+), ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cN ∈ [−M,+∞).

则

uN(x) � φ(ξ + ξ0 + 2z+) + ε = u+(x) + ε,

其中 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cN ∈ [−M,+∞). 根据引理 3.8 进一步得到

uN+1(x) � u+
1 (x) + εφ(−M + ξ0 − 3εσ) < (1 + 2ε)φ(ξ + ξ0 + 2z+ − 3εσ),

这里 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cN + c ∈ [−M,∞). 因为 M > 0 充分大, 则引理 4.2 表明下式

对于 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cN + c ∈ (−∞,−M ]成立, uN+1(x) � φ(ξ + ξ0 + z+).

令 β > 0 充分小并且记 ξ = x1 cos θ1 + x2 sin θ1 + cN + c ∈ R, 则

uN+1(x) � min{(1 + 2εe−β)φ(ξ + ξ0 + 2z+ − εσ − 2εσe−β), 1}.
根据比较原理以及引理 3.5–3.6 (也参见注 3.7), 可知下式成立

lim
n→∞ sup

ξ∈R

un (x)
φ (ξ + ξ0 + 2z+ − εσ)

� 1, ξ = x1 cos θ + x2 sin θ + cn,

这就表明 z+ − εσ
2 ∈ A+, 这与 z+ 的定义矛盾. 因此 z+ = 0.

类似可证 z− = 0. 定理证毕.

定理 4.6 假设 φ(x1 cos θ+x2 sin θ+ cn)和 φ1(x1 cos θ1 +x2 sin θ1 + cn)均为方程 (1.3)

的波前解并且

lim
ξ→−∞

φ(ξ)e−λ1(c)ξ = 1, lim
ξ→−∞

φ1(ξ)e−λ1(c)ξ = ρ,

则 φ(ξ) = φ1(ξ − ξ0), 其中 ξ0 = 1
λ1(c) ln ρ, ξ ∈ R.

定理 4.6 可直接由定理 4.1 得到, 证明略.

注 4.7 定理 4.1 和 4.6 给出了波前解在位移以及旋转意义下的稳定性以及唯一性, 这

与文献 [30] 以及 [1, p. 358]中所研究的离散介质情形是有区别的.

5 HH= RR 的情形

本节考虑空间为 H = R 的情形, 这也可以看做本文第 2–4 节研究对象的特例. 首先考

虑定义在 R 上的如下模型 [7]:

vn+1(x) = Q[vn](x) =
1√
4πd

∫
R

e−
(x−y)2

4d g(vn(y))dy, n = 0, 1, 2, . . . , (5.1)
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这里 d > 0, x, y ∈ R, 映射 g : R → R 满足 (g1)–(g4).

定义 5.1 方程 (5.1) 的波前解是形如 vn(x) = ψ(x+ cn) 的特解, 这里 c > 0 为波速常

数, 波形函数 ψ(t) 关于 t ∈ R 单调不减.

根据上述定义, ψ 满足如下积分方程

ψ(t+ c) =
1√
4πd

∫
R

e−
x2
4d g(ψ(t− x))dx, t ∈ R, (5.2)

并要求 ψ(t) 满足如下渐近边界条件

lim
t→−∞ψ(t) = 0, lim

t→∞ψ(t) = 1. (5.3)

类似于本文第二节, 可给出如下结论.

定理 5.2 假设 c∗ 和 λ1(c) 由引理 2.4 定义并且 c > c∗ 成立. 则 (5.2)–(5.3) 有一个单

调解 ψ(t) 满足 limt→−∞ ψ(t)e−λ1(c)t = 1 和 limt→−∞ ψ′(t)e−λ1(c)t = λ1(c).

考虑初值问题 {
vn+1(x) = Q[vn](x), n = 0, 1, 2, . . . ,

v0(x) = v(x),
(5.4)

这里 v(x) ∈ C[0,1], 算子 Q 由 (5.1) 所定义.

定理 5.3 令 ψ(x + cn) 为定理 5.2 所定义的方程 (5.1) 的波前解, 函数 v(x) 满足

limx→−∞ v(x)e−λ1(c)x = ρ(limx→∞ v(x)eλ1(c)x = ρ) 以及

lim inf
x→∞ v(x) > 0

(
lim inf
x→−∞ v(x) > 0

)
.

令 t0 = 1
λ1(c) ln ρ, vn(x) 由 (5.4) 取定初值 v0(x) = v(x) 所定义. 则

lim
n→∞ sup

x∈R

∣∣∣∣ vn(x)
ψ(x+ cn+ t0)

− 1
∣∣∣∣ = 0

(
lim

n→∞ sup
x∈R

∣∣∣∣ vn(x)
ψ(−x+ cn+ t0)

− 1
∣∣∣∣ = 0

)
.

定理 5.3 的证明类似于定理 4.1 的证明, 故略. 此外, 根据定理 5.3, 如下结论成立.

定理 5.4 令 ψ(x+ cn)为定理 5.2所定义的方程 (5.1)的波前解, ψ1(x+ cn) ∈ C[0,1] 和

ψ2(−x+ cn) ∈ C[0,1] 也满足 (5.3)–(5.4). 如果

lim
t→−∞ψ1(t)e−λ1(c)t = ρ1, lim

t→−∞ψ2(t)e−λ1(c)t = ρ2,

则 ψ(t) = ψ1(t− t1) = ψ2(t− t2), 其中 t1 = 1
λ1(c) ln ρ1, t2 = 1

λ1(c) ln ρ2.

注 5.5 定理 5.3–5.4 表明, 即使在一维空间, 方程 (5.1) 的波前解在旋转意义 (一维空

间具有两个方向) 和位移意义下也是稳定且唯一的.

本文最后给出如下两个注记.

注 5.6 本文的方法和结论容易推广到更一般的方程中去, 例如文献 [12] 中的模型.

注 5.7 类似于本文的方法,可以研究高维空间反应扩散方程单稳波的稳定性和唯一性.
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