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摘要 本文对连续随机变换引入了 Lyapunov 指数的概念. 对一类由扰动相应确定系统

而产生的随机排斥子和随机双曲集而言, 该概念和经典的概念是一致的.
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1 引言

设 M 是一个 m 维光滑 Riemann 流形. 记 | · | 为 TM 的模, ‖ · ‖ 为由 Riemann 度量

诱导的算子的范数. 设 f : M → M 为可微映射, 对任意 x ∈ M 和 v ∈ TxM , f 在 (x, v) 的

Lyapunov指数 λ(x, v) 是 v 在微分沿 x 的轨道的迭代作用下的指数增长率, 即

λ(x, v) := lim sup
n→+∞

1
n

log |Txfnv|.

直观地讲, Lyapunov 指数是量度邻近的轨道分离速度的量. Lyapunov 指数与其它描述系统

复杂度的量, 例如测度熵和维数, 之间有着密切的联系 (参见文献 [1, 2]).

Lyapunov 指数的理论作为微分动力系统研究的重要工具开始于 Liao[3] 和 Oseledets[4]

的工作. 关于 Lyapunov指数的一般理论可参见文献 [1]. 另外, 关于 Lyapunov指数 (特别针

对微分方程) 的 Liao 理论及其最新进展参见文献 [5–10].

近年来, Lyapunov 指数被推广到未必可微的映射的情形. 在文献 [11] 中, Kifer 对度量

空间上的连续变换引入了替代最大和最小 Lyapunov 指数的数值. 在文献 [12] 中, Barreira

对未必可微的变换的排斥子引入了替代这两个值的数值, 并利用这种新的指数得到了排斥子

Hausdorff 维数的估计. 最近, Barreira 和 Cilva[13] 对 R
m 上的连续变换引入了 Lyapunov 指

数的所有中间值, 并证明了对可微映射的一类排斥子和微分同胚的双曲集而言, 新的指数和

经典的 Lyapunov指数是一致的. 此外,他们还对连续变换的不变集讨论了新的 Lyapunov指

数和维数理论之间的关系.

本文目的是在随机动力系统的框架下讨论上述问题, 并将文献 [13]的主要结果推广到由

随机复合连续映射产生的随机变换的情形. 本文内容是这样安排的: 第 2节介绍随机动力系
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统的基本概念, 包括 Lyapunov 指数的经典理论. 第 3 节对连续随机变换引入新的指数的概

念, 并证明对一类由扰动相应确定系统而产生的随机排斥子和随机双曲集而言, 该概念和经

典的概念是一致的.

2 随机动力系统的基本概念

本节陈述随机动力系统的一些基本概念,大部分内容取自于文献 [14, 15]. 随机动力系统

的一般理论可参见文献 [14–18].

在本节M 总表示一个m维 Riemann流形, B为M 的 Borel σ-代数. 设 (Ω,F ,P, ϑ)是一

个抽象的动力系统,其中 (Ω,F ,P)为一概率空间, ϑ为 Ω上的一个保测变换.记 Cr(M, M) (r

� 0) 为 M 上的 Cr 变换构成的空间, 带有通常的 Cr- 拓扑和 Borel σ- 代数. 设

F : Ω → Cr(M, M), ω �→ F (ω) =: fω

为一可测映射, 并记

fn
ω =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

fϑn−1ω ◦ · · · ◦ fϑω ◦ fω, 若 n > 0,

id, 若 n = 0,

f−1
ϑnω ◦ · · · ◦ f−1

ϑ−2ω ◦ f−1
ϑ−1ω, 若 n < 0,

其中当 ϑ 可测可逆且对 P-a.e. ω, fω ∈Diffr(M, M)时, fn
ω 对 n < 0 有定义. 我们关心的是对

P-a.e. ω, fn
ω 的动力行为或对 ω 平均的动力行为. 此体系称为 M 上基于 (Ω,F ,P, ϑ) 的 Cr

随机动力系统或 Cr 随机变换, 并仍记作 F .

设 F 如上所述. 定义

Θ : Ω × M → Ω × M, (ω, x) �→ (ϑω, fωx),

并称之为与 F 相关联的斜积变换. (Ω × M,F × B) 上的概率测度 μ 称为 F -不变的, 如果

关于 Θ 不变且在 Ω 上的边缘测度为 P. 另外, μ 称为 F - 遍历的, 如果它关于 Θ 遍历.

在下文中我们总假定 μ 为 F - 不变的且关于 P 可分解, 即存在一族条件概率 {μω}, 使得
dμ(ω, x) = dμω(x)dP(ω).

当 (Ω,F ,P, ϑ) 具体取定时, 可得到某些特殊类型的随机动力系统. 例如, 取开集 U ⊂
Cr(M, M), 令 Ω = U N, 带有乘积拓扑和 Borel σ- 代数; ϑ : Ω → Ω 为左移位算子, 即对

ω = (ω)n ∈ Ω, (ϑω)n = ωn+1; P 为 Ω 上关于 ϑ 不变的概率测度. 于是坐标映射 F : Ω →
U , ω �→ ω0 定义了一个随机动力系统 F , 我们称之为单边的典型随机动力系统. 特别地, 如

果 P = νN, 其中 ν 为 U 上某一概率测度, 我们称 F 为一个独立同分布的单边的典型随机

动力系统. 这一类型的随机动力系统由 Kifer[16] 引入并被 Kifer[16] 和 Liu[18] 系统地研究. 相

应地, 双边的概念可以通过取 Ω = U Z,P = νZ 引入.

下面我们介绍随机动力系统中经典的 Lyapunov 指数的概念. 设 F : Ω → C1(M, M) 为

一个 C1 随机动力系统. 我们通过

λ+(ω, x, v) := lim sup
n→+∞

1
n

log |Txfn
ωv|

来定义 F 的 (正向) Lyapunov指数 λ+ : Ω × TM → R, 按惯例令 log 0 = −∞. 由文献 [1] 中

Lyapunov指数的抽象理论, 对任意 ω 和 x ∈ M , 函数 λ+(ω, x, ·) 只取有限个值
λ+

1 (ω, x) < λ+
2 (ω, x) < · · · < λ+

s+(ω,x)(ω, x),
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其中 s+(ω, x) � m = dimM . 另外, 存在与 λ+(ω, x, ·) 相关联的滤子
{0} = V +

0 (ω, x) ⊂ V +
1 (ω, x) ⊂ · · · ⊂ V +

s+(ω,x)(ω, x) = TxM,

其中

V +
i (ω, x) = {v ∈ TxM : λ+(ω, x, v) � λ+

i (ω, x)}.
对任意 i,

k+
i (ω, x) := dim V +

i (ω, x) − dim V +
i−1(ω, x)

为值 λ+
i (ω, x) 的重数. 集合 {(λ+

i (ω, x), k+
i (ω, x)) : 1 � i � s+(ω, x)} 称为 F 在 (ω, x) 的 (正

向) Lyapunov谱. 重新记

ρ+
1 (ω, x) � ρ+

2 (ω, x) � · · · � ρ+
m(ω, x)

为 Lyapunov指数 λ+(ω, x, ·) 的取值, 重复的按重数记, 即对任意 i, 令

ρ+

dim V +
i−1(ω,x)+1

(ω, x) = · · · = ρ+

dim V +
i (ω,x)

(ω, x) = λ+
i (ω, x).

当 F 为从 Ω 到 Diff1(M, M) 的随机微分同胚时, 可以如下定义 (负向) Lyapunov 指数

λ− : Ω × TM → R,

λ−(ω, x, v) := lim sup
n→−∞

1
|n| log |Txfn

ω v|.

类似地, 对任意 ω 和 x ∈ M 函数 λ−(ω, x, ·) 只取有限个值
λ−

1 (ω, x) > λ−
2 (ω, x) > · · · > λ−

s−(ω,x)(ω, x),

其中 s−(ω, x) � m = dim M . 另外, 存在与 λ−(ω, x, ·) 相关联的滤子
TxM = V −

1 (ω, x) ⊃ · · · ⊃ V −
s−(ω,x)(ω, x) ⊃ V −

s−(ω,x)+1(ω, x) = {0},
其中

V −
i (ω, x) = {v ∈ TxM : λ−(ω, x, v) � λ−

i (ω, x)}.
对任意 i,

k−
i (ω, x) := dimV −

i (ω, x) − dim V −
i+1(ω, x)

为值 λ−
i (ω, x) 的重数, 且集合 {(λ−

i (ω, x), k−
i (ω, x)) : 1 � i � s−(ω, x)} 称为 F 在 (ω, x) 的

(负向) Lyapunov谱. 重新记

ρ−1 (ω, x) � ρ−2 (ω, x) � · · · � ρ−m(ω, x)

为 Lyapunov指数 λ−(ω, x, ·) 的取值, 重复的按重数记.

下面我们陈述随机动力系统的 Oseledec 乘法遍历定理 (参见文献 [14]).

定理 2.1 设 F : Ω → C1(M, M) 为基于 ϑ 的 C1 随机动力系统, μ 为 F -不变的测度.

(1) 假设

log+ ‖Txfω‖ ∈ L1(Ω × M, μ),

其中 log+ a := max{0, log a}. 则存在一个满 μ测度的 Θ-不变集 Λ ⊂ Ω×M(即 Θ(Λ) ⊂ Λ且

μ(Λ) = 1),在其上整数 s+(ω, x), 正向 Lyapunov指数 λ+
i (ω, x), 相应的滤子 V +

i (ω, x) 及重数

k+
i (ω, x), 1 � i � s+(ω, x) 都是 Θ- 不变的, 并且以下极限

lim
n→+∞

1
n

log |Txfn
ω v| = λ+

i (ω, x)
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关于 v ∈ E ∩ Sm−1
x 一致收敛, 其中 E 为包含于 V +

i (ω, x) 中且满足 E ∩ V +
i−1(ω, x) = {0} 的

任意子空间, Sm−1
x 为 TxM 中的单位球面, 1 � i � s+(ω, x).

(2)(可逆的情形) 如果 ϑ 具有可测的逆, 对 P-a.e. ω, fω ∈Diff1(M), 且

log+ ‖Txfω‖, log+ ‖Txf−1
ω ‖ ∈ L1(Ω × M, μ),

则此时存在一个可测集 Λ ⊂ Ω × M 使得 μ(Λ) = 1, Θ(Λ) = Λ, 且在其上以下结论成立: 整数

s−(ω, x) = s+(ω, x) =: s(ω, x). 存在 Θ-不变的分解

TxM = E1(ω, x) ⊕ E2(ω, x) ⊕ · · · ⊕ Es(ω,x)(ω, x),

使得对任意 1 � i � s(ω, x),

V +
i (ω, x) =

i⊕
j=1

Ei(ω, x), V −
i (ω, x) =

s(ω,x)⊕
j=i

Ei(ω, x),

且

lim
n→±∞

1
n

log |Txfn
ω v| = λ+

i (ω, x) = −λ−
i (ω, x) =: λi(ω, x)

关于 v ∈ Ei(ω, x) ∩ Sm−1
x 一致收敛.

另外, 如果 μ 为遍历的, 则这些数值 μ-a.e. 为常值.

以上定理情形 (1) 中的点 (ω, x) ∈ Λ 称为正向正则的, 情形 (2) 中的点 (ω, x) ∈ Λ 称为

正则的. 特别地, 在文献 [14] 中只针对可逆的情形讨论了上述定理中的一致收敛性. 事实上,

我们可以沿用文献 [13] 中的方法得到不可逆情形的一致收敛性.

3 随机动力系统的新的 Lyapunov 指数

在本节中, 我们将对未必可微的随机动力系统引入 Lyapunov指数的概念, 并将文献 [13]

的主要结果推广到随机的情形. 为方便起见, 仅考虑定义在 m 维欧氏空间 R
m 上的随机动

力系统. 当然, 我们可以借助指数映射对定义在光滑流形上的随机动力系统讨论此类问题.

3.1 新的 Lyapunov 指数

设 F : Ω → C0(Rm, Rm) 为 R
m 上连续的随机动力系统, d 为 R

m 上由标准内积诱导的

度量. 如下定义 R
m 上的一族度量, 对任意 n ∈ N 和 ω ∈ Ω,

dn
ω(x, y) = max

0�k�n−1
d(f i

ωx, f i
ωy), x, y ∈ R

m.

记 Bdn
ω
(x, δ) 为在度量 dn

ω 下以 x 为中心, δ 为半径的球.

对任意 ω ∈ Ω, x ∈ R
m 和 k ∈ {1, 2, . . . , m}, 定义

Λ+
k (ω, x) = inf

L∈Lω,x,k

lim
δ→0

lim sup
n→+∞

1
n

log sup
y∈Cdn

ω
(x,δ)∩L

d(fn
ω x, fn

ω y)
d(x, y)

,

其中 Lω,x,k 表示形如 x + E 的集合的族, E ⊂ R
m 为任意的 k 维子空间,

Cdn
ω
(x, δ) = {y ∈ Bdn

ω
(x, δ) \ {x} : f j

ωx + t(f j
ωy − f j

ωx) ∈ f j
ωBdn

ω
(x, δ), 0 � j � n, t ∈ [0, 1]}.

显然,

Λ+
1 (ω, x) � Λ+

2 (ω, x) � · · · � Λ+
m(ω, x),

称之为 F 在 (ω, x) 的正向 Lyapunov 指数. 注意到这些值 Λ+
k (ω, x) 不会随着与 d 等价的度

量而改变.
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3.2 与经典 Lyapunov 指数的关系

下面我们将就可微的随机变换讨论新的和经典的 Lyapunov 指数的关系. 设 F : Ω →
C1(Rm, Rm) 为一个 C1 随机动力系统. 对任意 ω ∈ Ω, x ∈ R

m 和 k ∈ {1, 2, . . . , m}, 定义
c+
k (ω, x) = inf lim sup

n→+∞
1
n

log sup
v∈E∩Sm−1

|Txfn
ωv|,

其中下确界针对所有 k 维子空间 E ⊂ R
m 来取. 显然,

c+
1 (ω, x) � c+

2 (ω, x) � · · · � c+
m(ω, x).

下面将这些值与经典的 Lyapunov指数 ρ+
k (ω, x) 联系起来.

定理 3.1 设 F : Ω → C1(Rm, Rm) 为 C1 随机动力系统, μ 为 F -不变的测度. 假定

log+ ‖Txfω‖ ∈ L1(Ω × R
m). 则对 μ-a.e. (ω, x) ∈ Ω × R

m 以及任意 k ∈ {1, 2, . . . , m}, 存在
i ∈ {1, 2, . . . , s+(ω, x)}, 使得

ρ+
k (ω, x) = c+

k (ω, x) = lim
n→+∞

1
n

log sup
v∈G∩Sm−1

|Txfn
ω v| = λ+

i (ω, x),

其中 G 为包含于 V +
i (ω, x) 中的任意 k (> dim V +

i−1(ω, x)) 维子空间.

证明 由定理 2.1, 存在满 μ 测度的 Θ-不变集 Λ ⊂ Ω × R
m, 使得对任意 (ω, x) ∈ Λ,

i ∈ {1, 2, . . . , s+(ω, x)} 和 v ∈ V +
i (ω, x) \ V +

i−1(ω, x), 有

lim
n→+∞

1
n

log |Txfn
ω v| = λ+

i (ω, x), (3.1)

且对任意满足 E ∩ V +
i−1(ω, x) = {0} 的子空间 E ⊂ V +

i (ω, x), 以上极限在 E ∩ Sm−1 上一致

收敛.

设 (ω, x) ∈ Λ, i ∈ {1, 2, . . . , s+(ω, x)}, G ⊂ V +
i (ω, x) 为 k (> dim V +

i−1(ω, x)) 维子空间.

先证

lim
n→+∞

1
n

log sup
v∈G∩Sm−1

|Txfn
ωv| = λ+

i (ω, x) = ρ+
k (ω, x). (3.2)

注意到 (3.1) 式中的极限对 v ∈ G ∩ Sm−1 是一致收敛的, 于是 (3.2) 式右端是良定的. 显然

当 i = 1 时, (3.2) 式成立. 我们对 i 应用归纳法. 首先注意到对 u ∈ G \ V +
i−1(ω, x), 有

lim
n→+∞

1
n

log sup
v∈G∩Sm−1

|Txfn
ω v| � lim

n→+∞
1
n

log |Txfn
ω u| = λ+

i (ω, x) = ρ+
k (ω, x).

下面建立反向不等式. 设 vn ∈ G∩Sm−1,使得 (3.2)式可在 vn 达到上确界. 记 vn = an + bn,

其中 an ∈ V +
i (ω, x) ∩ (V +

i−1(ω, x))⊥, bn ∈ V +
i−1(ω, x). 显然 |an|, |bn| � 1, 于是

|Txfn
ω vn|� |Txfn

ωan| + |Txfn
ω bn|

� sup
v∈V +

i (ω,x)∩(V +
i−1(ω,x))⊥∩Sm−1

|Txfn
ωv| + sup

v∈V +
i−1(ω,x)∩Sm−1

|Txfn
ω v|. (3.3)

由归纳假设,

lim
n→+∞

1
n

log sup
v∈V +

i−1(ω,x)∩Sm−1

|Txfn
ω v| = λ+

i−1(ω, x) < λ+
i (ω, x).

另一方面, 在定理 2.1 中取 E = V +
i (ω, x) ∩ (V +

i−1(ω, x))⊥, 可得

lim
n→+∞

1
n

log sup
v∈V +

i (ω,x)∩(V +
i−1(ω,x))⊥∩Sm−1

|Txfn
ω v| = λ+

i (ω, x) = ρ+
k (ω, x).

由 (3.3) 式, 得

lim
n→+∞

1
n

log sup
v∈G∩Sm−1

|Txfn
ωv| � λ+

i (ω, x) = ρ+
k (ω, x).
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这建立了 (3.2) 式中的等式.

下面证明本定理剩余的结论. 对任意 k (> dim V +
i−1(ω, x)) 维子空间 G ⊂ V +

i (ω, x), 由

(3.2) 式, 得

c+
k (ω, x) � lim

n→+∞
1
n

log sup
v∈G∩Sm−1

|Txfn
ωv| = ρ+

k (ω, x).

另一方面, 对任意 k (> dim V +
i−1(ω, x)) 维子空间 E 存在 vE ∈ (E \ V +

i−1(ω, x)) ∩ Sm−1, 使得

lim
n→+∞

1
n

log |Txfn
ω vE | � λ+

i (ω, x) = ρ+
k (ω, x),

于是

c+
k (ω, x) � inf

dim E=k
lim

n→+∞
1
n

log |Txfn
ω vE | � λ+

i (ω, x) = ρ+
k (ω, x).

即得所需结果.

下面开始讨论新指数 Λ+
k (ω, x) 和经典的 Lyapunov指数之间的关系.

命题 3.2 设 F : Ω → C1(Rm, Rm) 为 C1 随机动力系统. 则对任意 ω ∈ Ω, x ∈ R
m 和

k ∈ {1, 2, . . . , m}, 有
Λ+

k (ω, x) � c+
k (ω, x).

证明 设 ω ∈ Ω, x ∈ R
m, k ∈ {1, 2, . . . , m}, L = x + E, 其中 E 为任意 k 维子空间. 对

任意 n ∈ N 取 vn,E ∈ E ∩ Sm−1, 使得

sup
v∈E∩Sm−1

|Txfn
ω v| = |Txfn

ω vn,E |.

F 的可微性保证了

lim
ε→0

d(fn
ω x, fn

ω (x + εvn,E))
d(x, x + εvn,E)

= |Txfn
ω vn,E |.

另一方面, 对任意 δ > 0, 我们可选取充分小 ε > 0, 使得 x + εvn,E ∈ Cdn
ω
(x, δ), 于是

sup
y∈Cdn

ω
(x,δ)∩L

d(fn
ω x, fn

ω y)
d(x, y)

� d(fn
ω x, fn

ω (x + εvn,E))
d(x, x + εvn,E)

.

令 ε → 0, 得到

sup
y∈Cdn

ω
(x,δ)∩L

d(fn
ω x, fn

ω y)
d(x, y)

� |Txfn
ω vn,E |.

于是,

Λ+
k (ω, x) � inf

dim E=k
lim sup
n→+∞

1
n

log |Txfn
ω vn,E | = c+

k (ω, x).

这完成了证明.

在继续讨论之前, 先回忆可微映射 f : R
m → R

m 的排斥子和 bunched 导数的概念. 称

紧集 Δ0 ⊂ R
m 为 f 的一个排斥子, 如果 f−1Δ0 = Δ0 且存在常数 C > 0, λ0 > 1 (λ0 称为扩

张常数), 使得对任意 x ∈ Δ0, v ∈ R
m 和 n ∈ N, 有

|Txfnv| � Cλn
0 .

通过改变 Riemann 度量可以使得 C = 1, 为方便起见, 直接设 C = 1. 注意到在此情况下, f

在 Δ0 的每点处都是局部微分同胚的. 设 0 < α0 � 1, 称 f 在排斥子 Δ0 上具有 α0-bunched

导数, 如果对任意 x ∈ Δ0, 有

‖(Txf)−1‖1+α0 · ‖Txf‖ < 1.
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下面考虑通过扰动确定系统的排斥子得到的随机排斥子. 我们称 Δ = {Δω : ω ∈ Ω} 为
一个随机紧集, 如果 Δω ⊂ M 且映射 (ω, x) �→ d(x, Δω) 是可测的. Δ = {Δω : ω ∈ Ω} 称作
F -变的, 如果 Θ(Δ) = Δ, 即对任意 ω ∈ Ω, 有 fωΔω = Δϑω.

在文献 [19]中, Liu 讨论了双曲集在随机扰动下的结构稳定性. 设 f : R
m → R

m 为一可

微映射, Δ0 ⊂ R
m 为 f 的一个排斥子. 从文献 [19]可知, 由 f 在 C1(Rm, Rm) 中充分小的邻

域 U (f) 生成的单边独立同分布的典型随机动力系统 F : Ω → U (f) 存在随机排斥子. 根据

文献 [19]中的讨论, 实际上对一般的随机动力系统我们有如下结果.

命题 3.3 设 f : R
m → R

m 为可微映射, Δ0 ⊂ R
m 是 f 的一个排斥子, 相应的扩张常

数为 λ0. 则对任意 ε > 0 和 1 < λ < λ0 存在 f 在 C1(Rm, Rm) 中的邻域 U (f), 使得对随机

动力系统 F : Ω → U (f) 有如下结果:

(1) 存在不变的随机紧集 Δ = {Δω : ω ∈ Ω}, 使得对任意 ω ∈ Ω,

d(Δ0, Δω) < ε; (3.4)

(2) 对任意 (ω, x) ∈ Δ 和 v ∈ R
m,

|Txfωv| � λ|v|. (3.5)

我们称如上 Δ 为 F 的一个随机排斥子.

关于随机排斥子, 容易得到以下性质.

命题 3.4 设 f : R
m → R

m 为可微映射, Δ0 ⊂ R
m 为 f 的一个排斥子. 如果 f 在

Δ0 上有 α0-bunched 导数, 则存在 f 在 C1(Rm, Rm) 中的开邻域 U (f), 使得对随机动力系

统 F : Ω → U (f) 以及由命题 3.3 得到的随机排斥子 Δ 上任意点 (ω, x), 有

‖(Txfω)−1‖1+α0 · ‖Txfω‖ < 1. (3.6)

下面给出本文的主要结果.

定理 3.5 设 f : R
m → R

m 为 C1+α0 (0 < α0 � 1) 的可微映射, Δ0 ⊂ R
m 为 f 的一个

排斥子且 f 在其上有 α0-bunched 导数. 则存在 f 在 C1+α0(Rm, Rm) 中的开邻域 U (f), 使

得对随机动力系统 F : Ω → U (f) 以及由命题 3.3 得到的随机排斥子 Δ 上任意点 (ω, x), 有

Λ+
k (ω, x) = c+

k (ω, x), k ∈ {1, 2, . . . , m}.
证明 由命题 3.2, 只需证明对任意 (ω, x) ∈ Δ 和 k ∈ {1, 2, . . . , m}, 有

Λ+
k (ω, x) � c+

k (ω, x). (3.7)

由 Λ+
k (ω, x) 的定义, 我们将对 (ω, x) ∈ Δ, n ∈ N 和 y ∈ Cdn

ω
(x, δ) ∩ L 估计

d(fn
ω x, fn

ω y)
d(x, y)

, (3.8)

其中 δ 为某正数, L = x + E ∈ Lω,x,k, E 为一个 k 维子空间. 注意到

d(fn
ω x, fn

ω y) =
∣∣∣∣
∫ 1

0

Tx+t(y−x)f
n
ω (y − x)dt

∣∣∣∣
�

∫ 1

0

‖Tx+t(y−x)f
n
ω‖Edt · |y − x|

� sup
z∈Cdn

ω
(x,δ)∩L

‖Tzf
n
ω‖E · d(x, y).

于是对 (3.7) 式, 只需证明存在 τ > 0, 使得对 z ∈ Cdn
ω
(x, δ) ∩ L, 有

‖Tzf
n
ω‖E � τ‖Txfn

ω‖E. (3.9)
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事实上, 如果以上不等式成立, 则

lim sup
n→+∞

1
n

log sup
y∈Cdn

ω
(x,δ)∩L

d(fn
ω x, fn

ω y)
d(x, y)

� lim sup
n→+∞

1
n

log ‖Txfn
ω‖E.

于是

Λ+
k (ω, x) � inf

dim E=k
lim sup
n→+∞

1
n

log ‖Txfn
ω‖E = c+

k (ω, x),

从而得到不等式 (3.7).

本定理剩下的工作是建立不等式 (3.9). 由于 f : R
m → R

m是 C1+α0 的可微映射,我们可

以选取 f 在 C1+α0(Rm, Rm)中的开邻域U (f)和常数 C1,使得对任意 g ∈ U (f), x′, x′′ ∈ R
m,

有

‖Tx′g − Tx′′g‖ � C1 · |x′ − x′′|α0 . (3.10)

另外, 由于 Δ0 ⊂ R
m 是 f 的一个排斥子 (扩张常数为 λ0), 并且 f 在其上具有 α0-bunched

导数,由命题 3.3和 3.4,可以选取常数 1 < λ < λ0, ε, δ > 0,并缩小 (如果必要)邻域 U (f)使

得对随机动力系统 F : Ω → U (f) 以及相应的随机排斥子 Δ 上的任意 (ω, x), 不等式 (3.4),

(3.5) 和 (3.6) 成立, 并且因此对任意 (ω, x) ∈ Δ, fω 限制在球 Bd(x, δ) 上为到像集的微分同

胚. 对任意 n ∈ N, 有 Bdn
ω
(x, δ) ⊂ Bd(x, δ), 从而 fω 限制在 Bdn

ω
(x, δ) 也是一个微分同胚. 另

外, 不等式 (3.5) 保证了对任意 (ω, x) ∈ Δ 和 j ∈ N, 从 Bd(f j
ωx, δ) 到其像集的微分同胚 f j

ω

的逆 h
(j)
ω 是良定的.

考虑 y ∈ Cdn
ω
(x, δ) 和 j ∈ {1, 2, . . . , n}, 我们有

Tyf
j
ω ◦ (Txf j

ω)−1

= Tfωyf j−1
ϑω ◦ Tyfω ◦ (Txfω)−1 ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1

= Tfωyf j−1
ϑω ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1 + Tfωyf j−1
ϑω ◦ Tyfω ◦ (Txfω)−1 ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1

−Tfωyf
j−1
ϑω ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1

= Tfωyf j−1
ϑω ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1 + Tfωyf j−1
ϑω ◦ Tyfω ◦ (Txfω)−1 ◦ (Tfωyf j−1

ϑω )−1 ◦ Tfωyf j−1
ϑω

◦(TfωxF j−1
ϑω )−1 − Tfωyf j−1

ϑω ◦ (Tfωyf j−1
ϑω )−1 ◦ Tfωyf j−1

ϑω ◦ (Tfωxf j−1
ϑω )−1

= [I + Tfωyf j−1
ϑω ◦ Tyfω ◦ (Txfω)−1 ◦ (Tfωyf j−1

ϑω )−1 − Tfωyf j−1
ϑω ◦ (Tfωyf j−1

ϑω )−1]

◦Tfωyf
j−1
ϑω ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1

= [I + Tfωyf j−1
ϑω ◦ (Tyfω ◦ (Txfω)−1 − I) ◦ (Tfωyf j−1

ϑω )−1] ◦ Tfωyf j−1
ϑω ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1.

于是,
‖Tyf

j
ω ◦ (Txf j

ω)−1‖
‖Tfωyf j−1

ϑω ◦ (Tfωxf j−1
ϑω )−1‖

� 1 + ‖Tfωyf j−1
ϑω ‖ · ‖(Tyfω ◦ (Txfω)−1 − I)‖ · ‖(Tfωyf j−1

ϑω )−1‖
� 1 + C2 · ‖Tfωyf j−1

ϑω ‖ · ‖Tyfω − Txfω‖ · ‖(Tfωyf j−1
ϑω )−1‖ (3.11)

� 1 + C1 · C2 · ‖Tfωyf j−1
ϑω ‖ · |y − x|α0 · ‖(Tfωyf j−1

ϑω )−1‖, (由 (3.10) 式)

其中

C2 = max
(ω,p)∈Δ

‖(Tpfω)−1‖.
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注意到不等式 (3.4) 保证了当 ε 充分小时常数 C2 有意义.

下面估计 (3.11) 式中右边的每一项, 先从 |y − x|α0 开始. 我们有

|y − x| = |h(j)
ω (f j

ωy) − h(j)
ω (f j

ωx)| � ‖Tzh
(j)
ω ‖ · |f j

ωy − f j
ωx|, (3.12)

其中 z 是连结 f j
ωy 与 f j

ωx的直线段上的一点, 由 Cdn
ω
(x, δ)的定义,它也落在 f j

ωBdn
ω
(x, δ)中.

于是对 l = 1, 2, . . . , j, 有

f l
ωh(j)

ω z ∈ f l
ωBdn

ω
(x, δ) ⊂ Bd(f l

ωx, δ). (3.13)

由不等式 (3.6) 和 Δ 的随机紧性, 我们可以选取 0 < a < 1 充分大, δ 充分小, 使得对任

意 ω ∈ Ω 以及 Δω 的 δ 邻域中的任意点 z, 有

‖(Tzfω)−1‖1+α0 · ‖Tzfω‖ < a.

令 β > 0, 使得 eα0βa < 1. 再次取得 δ 充分小, 可以假设对任意 ω ∈ Ω, 如果 p, q ∈ Δω(δ) 且

d(p, q) < 2δ, 则 ∣∣ log ‖(Tpfω)−1‖ − log ‖(Tqfω)−1‖∣∣ � β.

从 (3.13) 式可得, 对 l = 0, 1, . . . , n, 有

‖(T
f l

ωh
(j)
ω z

fϑlω)−1‖ � eβ · ‖(Tf l
ωyfϑlω)−1‖. (3.14)

下面我们返回 (3.12) 式. 由于 Tzh
(j)
ω = (T

h
(j)
ω z

f j
ω)−1, 由 (3.14) 式, 可得

‖Tzh
(j)
ω ‖ = ‖(T

h
(j)
ω z

f j
ω)−1‖ �

j−1∏
l=0

‖(T
f l

ωh
(j)
ω z

fϑlω)−1‖ � C3 · eβj ·
j∏

l=1

‖(Tf l
ωyFϑlω)−1‖,

其中

C3 =

sup
ω∈πΩΔ, p∈Δω(δ)

‖(Tpfω)−1‖

inf
ω∈πΩΔ, q∈Δω(δ)

‖(Tqfω)−1‖

(πΩ 是从 Ω × X 到 Ω 的投射). 由 (3.12) 式得

|y − x|α0 � δα0‖Tzh
(j)
ω ‖α0 � Cα0

3 δα0eα0βj

j∏
l=1

‖(Tf l
ωyfϑlω)−1‖α0 . (3.15)

对 (3.11) 式右边剩余的项可以进行如下估计

‖Tfωyf j−1
ϑω ‖ · ‖(Tfωyf j−1

ϑω )−1‖ �
j∏

l=1

(‖Tf l
ωyfϑlω‖ · ‖(Tf l

ωyfϑlω)−1‖). (3.16)

我们从 (3.15) 和 (3.16) 式得到

|y − x|α0 ·‖Tfωyf j−1
ϑω ‖ · ‖(Tfωyf j−1

ϑω )−1‖�Cα0
3 · δα0 · eα0βj ·

j∏
l=1

(‖(Tf l
ωyfϑlω)−1‖1+α0‖Tf l

ωyfϑlω‖).

于是,

|y − x|α0 · ‖Tfωyf j−1
ϑω ‖ · ‖(Tfωyf j−1

ϑω )−1‖ � Cα0
3 · δα0 · eα0βj · aj .

由 (3.11) 式得对任意 (ω, x) ∈ Δ, n ∈ N, y ∈ Cdn
ω
(x, δ) 和 j ∈ {0, 1, . . . , n}, 有

‖Tyf
j
ω ◦ (Txf j

ω)−1‖ � ‖Tfωyf
j−1
ϑω ◦ (Tfωxf j−1

ϑω )−1‖(1 + Cγj),

其中 C = C1C2C
α0
3 δα0 , γ = eα0βa < 1, 我们得到

‖Tyf
n
ω ◦ (Txfn

ω )−1‖ �
n−1∏
j=1

(1 + Cγj) <

∞∏
j=1

(1 + Cγj) = τ.
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于是,

‖Tyf
n
ω‖E = ‖Tyf

n
ω ◦ (Txfn

ω )−1 ◦ Txfn
ω‖E

� ‖Tyf
n
ω ◦ (Txfn

ω )−1‖ · ‖Txfn
ω‖E

< τ‖Txfn
ω‖E, (3.17)

从而不等式 (3.9) 得证.

定理证毕.

由定理 3.1 和定理 3.5,即到如下结果.

推论 3.6 设 f : R
m → R

m 为 C1+α0 (0 < α0 � 1) 的可微映射, Δ0 ⊂ R
m 为 f 的一个

排斥子,且 f 在其上有 α0-bunched导数. 则存在 f 在 C1+α0(Rm, Rm)中的开邻域 U (f),使

得对随机动力系统 F : Ω → U (f), 任意的 F -不变测度 μ, 以及由命题 3.3 得到的随机排斥

子 Δ 上 μ-a.e. (ω, x), 有

Λ+
k (ω, x) = c+

k (ω, x) = ρ+
k (ω, x), k ∈ {1, 2, . . . , m}.

3.3 可逆的情形

设 F : Ω →Homeo(Rm, Rm)为 R
m 上连续的随机动力系统,其中 Homeo(Rm, Rm)为 R

m

上的同胚构成的空间. 类似于 3.1 节, 对任意 ω ∈ Ω, x ∈ R
m 和 k ∈ {1, 2, . . . , m}, 我们定义

Λ−
k (ω, x) = inf

L∈Lω,x,m−k+1
lim
δ→0

lim sup
n→−∞

1
|n| log sup

y∈Cdn
ω

(x,δ)∩L

d(fn
ω x, fn

ω y)
d(x, y)

,

其中

Cdn
ω
(x, δ) = {y ∈ Bdn

ω
(x, δ) \ {x} : f j

ωx + t(f j
ωy − f j

ωx) ∈ f j
ωBdn

ω
(x, δ), n � j � 0, t ∈ [0, 1]},

对 n < 0, 度量 dn
ω 如下定义

dn
ω(x, y) = max

n�k�0
d(f i

ωx, f i
ωy), x, y ∈ R

m.

显然,

Λ−
1 (ω, x) � Λ−

2 (ω, x) � · · · � Λ−
m(ω, x),

我们称这些值为 F 在 (ω, x) 的 (负向) Lyapunov指数.

设 F : Ω →Diff1(Rm, Rm) 为 R
m 上的随机微分同胚, 则我们可以对任意 ω ∈ Ω, x ∈ R

m

和 k ∈ {1, 2, . . . , m} 定义
c−k (ω, x) = inf

dim E=m−k+1
lim sup
n→−∞

1
|n| log sup

v∈E∩Sm−1
|Txfn

ω v|.

显然,

c−1 (ω, x) � c−2 (ω, x) � · · · � c−m(ω, x).

类似于 3.2 节中的定理 3.1 和命题 3.2, 即到如下结论.

定理 3.7 设 F : Ω →Diff1(Rm, Rm)为 R
m 上的随机微分同胚, μ为 F 的不变测度.假

设 log+ ‖Txf−1
ω ‖ ∈ L1(Ω×R

m). 则对 μ-a.e. (ω, x) ∈ Ω×R
m 和任意 k ∈ {1, 2, . . . , m},存在某

一 i ∈ {1, 2, . . . , s−(ω, x)}, 使得
ρ−k (ω, x) = c−k (ω, x) = lim

n→−∞
1
|n| log sup

v∈G∩Sm−1
|Txfn

ω v| = λ−
i (ω, x),

其中 G 是包含于 V −
i+1(ω, x) 中的任意 k (> dim V −

i (ω, x)) 维子空间.
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命题 3.8 设 F : Ω →Diff1(Rm, Rm)为 R
m上的随机微分同胚. 则对任意 ω ∈ Ω, x ∈ R

m

和 k ∈ {1, 2, . . . , m}, 有
Λ+

k (ω, x) � c+
k (ω, x), Λ−

k (ω, x) � c−k (ω, x).

我们可以调整定理 3.5 的证明, 对随机双曲集得到类似结果. 设 f : R
m → R

m 为微分同

胚. 称紧集 Δ0 ⊂ R
m为 f 的一个双曲集,如果 f−1Δ0 = Δ0,并且存在常数 C > 0, 0 < λ0 < 1

(λ0 称为双曲常数) 和连续分解 TΔ0R
m = Es

Δ0
⊕ Eu

Δ0
, 使得对任意 x ∈ Δ0, 有

TxfEs
x = Es

f(x), TxfEu
x = Eu

f(x)

以及

|Txfv| � Cλ0|v|, v ∈ Es
x,

|Txfv| � Cλ−1
0 |v|, v ∈ Eu

x .

通过改变 Riemann 度量可使 C = 1, 如前面一样, 为方便起见, 我们直接假设 C = 1.

由文献 [19], 我们有如下结果.

命题 3.9 设 f : R
m → R

m 为微分同胚, Δ0 为 f 的一个双曲集, 双曲常数为 λ0. 则对

任意 ε > 0 和 λ0 < λ < 1, 存在 f 在 Diff1(Rm, Rm) 中的开集 U (f), 使得对随机动力系统

F : Ω → U (f), 有如下结果成立:

(1) 存在不变随机紧集 Δ = {Δω : ω ∈ Ω}, 使得对任意 ω ∈ Ω,

d(Δ0, Δω) < ε;

(2) 存在连续分解 TΔR
m = Es

Δ ⊕ Eu
Δ, 使得对任意 (ω, x) ∈ Δ, 有

TxfωEs
(ω,x) = Es

(ϑω,fωx), TxfωEu
(ω,x) = Eu

(ϑω,fωx),

并且

|Txfωv| � λ|v|, v ∈ Es
(ω,x),

|Txfωv| � λ−1|v|, v ∈ Eu
(ω,x).

此时称 Δ 为 F 的一个随机双曲集.

调整定理 3.5 的证明, 我们对随机双曲集立即得到如下结果.

定理 3.10 设 f : R
m → R

m 为 C1+α0 的微分同胚, Δ0 为 f 的一个双曲集, 且在其上

有

‖Txf |Es
x
‖1+α0 · ‖(Txf |Es

x
)−1‖ < 1, ‖(Txf |Eu

x
)−1‖1+α0 · ‖Txf |Eu

x
‖ < 1.

则存在 f 在 Diff1+α0(Rm, Rm) 中的开邻域 U (f), 使得对随机动力系统 F : Ω → U (f) 以及

由命题 3.9 得到的随机双曲集 Δ 上任意点 (ω, x), 有

Λ+
k (ω, x) = c+

k (ω, x) = −Λ−
k (ω, x) = −c−k (ω, x),

k ∈ {1, 2, . . . , m}.
由定理 3.7 和定理 3.10,即得如下结论.

推论 3.11 设 f 如定理 3.10 中所定义. 则存在 f 在 Diff1+α0 (Rm, Rm) 中的开邻域

U (f), 使得对随机动力系统 F : Ω → U (f),任意 F -不变测度 μ以及由命题 3.9得到的随机

双曲集 Δ 上 μ-a.e.(ω, x), 有

Λ+
k (ω, x) = c+

k (ω, x) = ρ+
k (ω, x) = −Λ−

k (ω, x) = −c−k (ω, x) = −ρ−k (ω, x), k ∈ {1, . . . , m}.
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