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摘要 受现实生活的一个案例形成的随机覆盖问题之启发, 我们在本文中讨论并比较了

统计模拟中的几种方法, 包括 ELP 网、NT 网与其他网. 我们给出的一些结果对统计模拟

是有用的.
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1 引言

由于统计中的许多问题都没有解析解, 所以统计模拟是一个重要工具. 命 {x1, . . . , xn}
为一个具有 c.d.f F (x) 的总体的一个样本, T 为 {x1, . . . , xn} 的一个统计量. 统计模拟可以

产生一个样本并构造出 T 的一个样本 T1. 重复上述过程 m 次, 我们得到 T 的一个样本集

T1, . . . , Tm. 当 m 大时, T1, . . . , Tm 的经验分布渐进于 T 的分布.

作为数论方法中 NT 网在统计模拟中的一个案例, 方开泰与王元 [1, 2] 建议了一个固定

圆被 m 个随机圆覆盖面积的分布模型, 现在我们将这个问题叙述如下:

命 B2 = {(x, y) : x2 + y2 � 1}为单位圆. 假定有 m个随机圆 O1, . . . , Om,它们的中心与

半径分别为 P1, . . . , Pm 与 R1, . . . , Rm, Pi 相互独立, 且

Pi ∼ N2(0, σ2
i I2), 1 � i � m,

此处 N2(µ,Σ)为具有均值矢量 µ与协方差矩阵 Σ的二元正态分布, σi > 0,0 = (0, 0), I2 为

2 × 2 单位矩阵. 命 S 为 B2 与所有随机圆的并的公共区域, 即

S = B2 ∩ (O1 ∪ · · · ∪ Om).

我们亦用 S 表示 S 的面积, 希望求出 S 的分布图. 图 1 表示 m = 3 的一种情况, 其中 S 是

有阴影的区域.

若 m = 1, 由于两个圆的公共面积可以由这两个圆的中心与半径的显式表示出来, 所以

容易找到 S 的分布. 当 m > 1, 则难于找到 S 分布的一个简单公式.
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DOI: 10.1007/s11425-009-0126-3
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若 m = 1, 我们可以对 S 的模拟结果与 S 的真值来进行比较. 在此, 经典方法, 即等距

格点方法 (ELP 网) 与数论方法 (NT 网) 被用来作统计模拟. 一些数值实例表明 NT 网远比

ELP 网为优 (例如见文献 [1, 2]). 为简单计, 我们可以取 m = 0, 即 S 为单位圆的面积 π, 我

们仅对模拟结果与 π 进行比较即可 (见文献 [3, 例 3a]).

本文的目的在于用几何数论的结果来对统计模拟中的几种方法作些比较说明.

2 ELP 网与 NT 网

命 ABCD 为 S2 的外接正方形, 如图 2 所示. 将 ABCD 分割成边长为 2/n 的 n2 个面

积相等的正方形, 则我们得到 ABCD 中 n2 个格点{(
− 1 +

2i

n
,−1 +

2j

n

)
, 0 � i, j � n − 1

}
. (1)

点集 (1) 称为一个 ELP 网, 假定共有 N 个格子点落于 B2 中, 现在我们用标准 Monte Carlo

方法生成 m 个随机圆, 它们的圆心与半径分别为 Pi 与 Ri (1 � i � m). 假定在这 N 个点中

有 M 个点落于区域 O1 ∪ · · · ∪ Om 之中, 则我们得到 S 的一个近似的观测值 πM/N . 重复

这一步骤, 我们得到 S 的一个近似的观测值系, 从而获得 S 的一个经验分布. 我们称这个模

拟程序为方法 I.

图 1 图 2

若用一个 NT 网代替集合 (1). 例如取 ABCD 上的一个佳格点网 (好格子点网, glp 网),

并如前所述进行模拟, 则称这个程序为方法 II.

这两个方法都基于 ABCD 上的均匀散布点集, 而不是直接用 B2 上的均匀散布点集. 我

们当然可以用 B2 上的一个网来进行模拟. 变换⎧⎨
⎩

x = r cos 2πθ,

y = r sin 2πθ,

将单位正方形 U2 = {(r, θ) : 0 � r, θ � 1} 映射为 B2, 我们有∫∫
x2+y2�1

dxdy =
∫∫

U2
2πrdrdθ. (2)

命 Pq = {Pq(i) = (ri, θi), 1 � i � q} 为 U2 上的一个均匀散布点集 (NT 网). 则

Qq = {Qq(i) = (ri cos 2πθi, ri sin 2πθi), 1 � i � q}
为 B2 上的 q 个点所成之点集. 注意 {Qq} 在 B2 上不是均匀散布的. 但是由 (2) 可知我

们可以用加权和
∑q

i=1 2πri = N∗ 来代替 N . 假定 Qq(ij) (1 � j � t) 为 {Qq(i)} 中被
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O1 ∪ · · · ∪ Om 覆盖的诸点, 则
∑t

j=1 2πrij = M∗ 可以用来代替 M . 因此我们可以如前一样

来进行模拟, 并称这个程序为方法 III.

我们可以直接定义 B2 上的 NT 网如下: 命 Pq 为 U2 上的一个 NT 网, 它有 Weyl[4] 意

义下的偏差

D(q) = sup
(r,θ)∈U2

∣∣∣∣N(r, θ)
q

− rθ

∣∣∣∣ , (3)

此处 N(r, θ)表示满足 ri � r, θi � θ的点 Pq(i) = {(ri, θi), 1 � i � q}的个数. 则 {(xi, yi), 1 �
i � q} 是一个 B2 上的均匀散布点集, 其中⎧⎨

⎩
xi =

√
ri cos 2πθi,

yi =
√

ri sin 2πθi, 1 � i � q.
(4)

我们可以证明

sup
R

∣∣∣∣N(R)
q

− θr

∣∣∣∣ = D(q), (5)

此处 N(R) 表示落入扇形区域 {ri � r, θi � θ} 中的点数, 如图 3 所示 [1, 2]. (5) 式的左端称

为 B2 上的集合 (4) 的 F -偏差, 它是用来度量 B2 上的集合均匀性的测度. (5) 式表示 B2 上

的集合 (4) 的 F -偏差, 它等于 U2 上的集合 Pq(i) 的偏差. 因此我们可以直接用集合 (4) 来

做统计模拟, 这个程序被称为方法 IV.

图 3

用 ELP 网与 NT 网 (glp 网) 做模拟的一些数值算例表明方法 II, III 与 IV 皆比方法 I

为优, 而方法 III 与 IV 具有同等精密度, 且均比方法 II 为优 [1, 2].

3 圆问题

命 A2(x) 表示圆 {(u, v) : u2 + v2 � x} 内格点或整点 (u, v) 的个数. Gauss[5] 证明了

A2(x) − πx = O(x1/2). (6)

命 θ 为使关系式

A2(x) − πx = O(xv)

成立的 v 的下界. 寻求 θ的最佳估计是一个几何数论的著名问题, 称为圆问题.估计 (6)表示

θ � 1/2. 这一结果不断地被改进, 例如 Sierpinski[6] (θ � 1/3), Van der Corput[7] (θ � 37/112),

Titchmarsh[8] (θ � 15/46), 华罗庚 [9] (θ � 13/40), 陈景润 [10] (θ � 12/37) 等. 目前, 最佳记录

是由 Iwaniec 与 Mozzochi[11] 得到的:

A2(x) − πx = O(x
7
22+ε), ε > 0, (7)
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这表示 θ � 7/22. 另一方面, Hardy[12] 证明了 θ � 1/4,更精确地说, 他证明了

lim
x→∞

A2(x) − πx

x
1
4 log

1
4 x

> 0. (8)

将 (6) 式的两端均除以 x, 则得
A2(x)

x
− π = O(x−1/2), (9)

此处 A2(x)/x 可以看作 B2 中以 1/
√

x 为边长的所有方形的面积之和. 记 N2 = A2(x)/x. 则

(9) 可以写成

N2 − π = O(x− 1
2 ). (10)

但由 (8) 可知 (10) 的右端不能改进得比

O(x
−3
4 log

1
4 x) (11)

更好. 这是方法 I (ELP 网) 精密度的极限.

若在 (5) 中取 θ = 1, 则扇形区域 R 为以原点为中心、r 为半径的圆, 如图 4 所示. 命

N(r) 为点集 (4) 落入圆 {(u, v) : u2 + v2 � r2} 中的点集, 则由 (5) 可知

sup
r

∣∣∣∣N(r)
q

πr2 − πr2

∣∣∣∣ = O(D(q)). (12)

图 4

我们引入一个有低偏差 D(q) 的 U2 上的一个 NT 网, 及由此诱导出一个 B2 上的 NT 网, 具

有 F -偏差 D(q), 如下:

命 {Fn} 为 Fibonacci 序列, 此处诸 Fn 为由下面的递推公式定义的整数

F0 = 0, F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1 (n � 1),

或直接由关系式

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1 −√
5

2

)n)
, n = 0, 1, . . .

定义. Bahvalov[13], 华罗庚与王元 [14] 独立地建议了 U2 上的点集(
k

Fn
,

{
kFn−1

Fn

})
, 1 � k � Fn, (13)

其中 n � 3, {y}表示 y的分数部分. 他们还用集合 (13)来构造 U2上的求积公式. Zaremba[15]

证明了集合 (13) 有偏差

D(Fn) = O

(
log Fn

Fn

)
. (14)
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由 Schmidt[16] 关于均匀分布的著名定理可知 (14)的右端是臻于至善的. 如果我们用 (13)诱

导的 B2 上的网作模拟,则仅导致误差 O(log Fn/Fn). 这说明 ELP网与 NT网给出的模拟误

差分别为

O(q−
3
4 log

1
4 q) 与 O(q−1 log q), (15)

此处 q 为网中所含点数, 这可以看作为什么在模拟中用 NT 网比 ELP 网为佳这个问题的说

明.

注记 1 ELP网的偏差不会比 O(q−1/2)更好 [17]. 因此若一个 ELP网映射至 B2,则诱

导的集合仅有 F -偏差 O(q−1/2).

4 高维球问题

第一节引进的统计模拟模型可以推广至 s (> 2) 维情形. 命 Bs 为 S 维单位球:

Bs = {x = (x1, . . . , xs) : x2
1 + · · · + x2

s � 1}.
假定有 m 个随机球 O1, . . . , Om, 它们的中心与半径分别为 P1, . . . , Pm 与 R1, . . . , Rm, Pi 相

互独立, 且 Pi ∼ Ns(0, σ2
i Is), 其中 Ns 为多元正态分布, σi > 0,0 = (0, . . . , 0)′ 及 Is 为 s × s

单位矩阵. 试求 S = Bs ∩ (O1 ∪ · · · ∪ Om) 的体积的分布, 此处我们仍用 S 表示 S 的体积.

我们用 As(x) 表示球 {(x1, . . . , xs) : x2
1 + · · ·+ x2

s � x} 中的整点 (x1, . . . , xs) 个数. 则类

似于 Gauss 圆问题, 我们可以证明

As = v(Bs)xs/2 + O(W ), (16)

此处

v(Bs) =
πs/2

Γ( s
2 + 1)

(17)

为 Bs 的体积, W = O(xϕ), 其中 ϕ 为一个满足 0 < ϕ < s/2 的数.

当 s = 3 时, 陈景润 [18] 与 Vinogrador[19] 独立地证明了 ϕ = 2
3 + ε (ε > 0). 但是我们有

W = Ω(x1/2 log2 x), 这就是说, 应用 ELP 网的误差极限为

N3 − v(B3) = O(q−2/3 log2 q), (18)

此处 N3 = A3(x)/q, q = [x3/2], 其中 [y] 表示 y 的整数部分.

当 s � 4 时, Walfisz[20] 与 Landau[21] 证明了 (16) 式的误差项适合

W =

⎧⎨
⎩

O(x log2 x), 当 s = 4,

O(xs/2−1), 当 s > 4.
(19)

Jarnik[22] 证明了

W = Ω(xs/2−1), s � 4.

因此除去 s = 4 的对数阶外, 估计 (19) 是臻于至善的.

将 (16) 的两端除以 xs/2 则得

Ns − v(Bs) = O(q−2/s), (20)

此处 Ns = As(x)/xs/2, q = [xs/2],其中在计算 s = 4的情况时,对数项被忽略了, 这就是 ELP

网的极限.
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现在我们取一个 Us 上的 NT 网, 并推荐使用 Korobov[23] 与 Hlawka[24] 独立建议的 glp

网: ({
a1k

q

}
, . . . ,

{
ask

q

})
, 1 � k � q, (21)

此处 a = {a1, . . . , as} 为一个整矢量. 他们证明了, 当 q = p 为素数时, 存在一个矢量 a 使集

合 (21) 有偏差

D(p) = O

(
logs p

p

)
. (22)

我们将集合 (21) 记为 {ck = (ck1, . . . , cks), 1 � k � q}. 当 s = 3 时, 我们定义⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

xk1 = c
1/3
k1 (1 − 2ck2),

xk2 = 2c
1/3
k1

√
ck2(1 − ck2) cos(2πck3),

xk2 = 2c
1/3
k1

√
ck2(1 − ck2) sin(2πck3), 1 � k � q.

若 q = p 为一个素数, 则存在 a = (a1, a2, a3) 使 {xk = (xk1, xk2, xk3), 1 � k � p} 为 Bs 上的

一个 NT 网, 其中 F -偏差为 O(log3 p/p).

当 s > 3时,我们取 Us 上含有 p 个元素的一个 glp网. 记它为 {ck = {(ck1, . . . , cks), 1 �
k � p}. 命

Fj(ϕ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ϕs, 当 j = 1,

π

B(1
2 , s−j+1

2 )

∫ ϕ

0

(sin πt)s−jdt, 当 2 � j � s,

此处 B(a, b) 为 Beta 函数. 记⎧⎨
⎩

bk1 = c
1/s
k1 ,

bki = F−1
i (cki), 2 � i � s, 1 � k � p,

此处 F−1
i (x) 为 xi 的 c.d.f. Fi(x) 的逆函数. 定义⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

xkj = bk1

j∏
i=2

SkiCk,j+1, 1 � j � s − 1,

xks = bk1

s∏
i=2

Ski,

此处

Ski = sin(πbki), Cki = cos(πbki), 2 � i � s − 1,

Sks = sin(2πbks), Cks = cos(2πbks), 1 � k � p.

则 xk = (xk1, . . . , xks), 1 � k � p 为 Bs 上的一个 NT 网, 它的 F -偏差等于 ck 的偏差, 即有

阶 [1, 2]

O(p−1 logs p). (23)

(22) 与 (23) 是

O(q−2/s) 与 O(q−1 logs q) (24)

的比较, 这可以看作在统计模拟中, NT 网比 ELP 网优越的说明.

注记 2 由均匀分布的一个重要猜想可知, 对于 Us 上任何 q 个点的集合, 其偏差皆适

合 D(q) = Ω(q−1 logs−1 q).
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注记 3 Halton 网可以达到估计 D(q) = O(q−1 logs−1 q), 但是 Halton 网的构造比 glp

网要复杂 [25].

注记 4 对于一个素数 p, glp 网的构造依赖于矢量 a = a(p). 但求出 a(p) 需要 O(p2)

次初等运算,所以由数值分析的角度看, 这个方法只是存在性结果. 我们将 Fibonacci网 (13)

推广至 Us (s > 2), 但其偏差却大于 (23)[17].

5 其他区域

首先, 对于有理椭球

Q(x) =
s∑

i=1

s∑
j=1

aijxixj ,

此处 aij = aji 及 aij ∈ Q, 存在一个有理系数的线性变换 T , 它将 Q(x) 映射至 Bs. 因此第

四节所述的结果对 Q(x) 亦成立 (见文献 [26]). 当 s = 2 时, Jarnik[22] 证明了下面定理:

命 L 为一个闭 Jordan 曲线, 它的长度亦记为 L. 假定 L � 1, 命 A 为由 L 包围的区域,

此处 A 的面积亦记为 A. 命 N 为 A 中整点之个数, 则

|A − N | < L. (25)

这个结果的精密度等于 Gauss 关于圆的问题的精密度 (见 (6)). 取 A 为单位正方形, 则由 A

上 ELP 网的偏差之上, 下界估计可知 (25) 右端的无穷大阶是臻于至善的.

若 s > 2,则由 Us 上 ELP 网的偏差可知 (25)的右端应不会优于 A 的边界的 (s− 1) 维

测度.

命 A 为一个 s 维有界区域. 假定存在一个变换将 Us 映射至 A, 则由逆变换法, 我们可

得到一个由 Us 上的 NT 网 Ũs 诱导出来的 A 上的一个 NT 网 Ã, 其中 Ã 的 F -偏差等于

Weyl 意义之下 Ũs 的偏差 (见文献 [1, 2]). 因此我们建议用 Ã 来作 A 上统计量的统计模拟,

即我们推荐用第二节所讲的方法 IV.

若 A 是 s 维空间的一个有界区域, 但其维数 t 小于 s, 例如 A 是 Bs 的边界 Ss−1, 则我

们需要一个将 Ut 映射至 A 的映射 ϕ. 现在我们可以用 A 的体积元素去定义 c.d.f. F (x), 然

后我们可以决定由 Ut 上的一个 NT 网 Ũt 诱导出来的 A 上的 NT 网 Ã, 从而仍可以如前一

样应用方法 IV[1, 2].

我们有由 Ut 至下面每一个区域的映射:

As = {x = (x1, . . . , xs) : 0 � x1 � · · · � xs � 1},
Bs = {x = (x1, . . . , xs) : x2

1 + · · · + x2
s � 1},

Ss−1 = {x = (x1, . . . , xs) : x2
1 + · · · + x2

s = 1},
Vs = {x = (x1, . . . , xs) ∈ R

+
s : x1 + · · · + xs � 1},

Ts−1 = {x = (x1, . . . , xs) ∈ R
+
s : x1 + · · · + xs = 1},

Ts−1(a, b) = {x = (x1, . . . , xs) ∈ R
+
s : x1 + · · · + xs = 1, 0 � ai � xi � bi � 1, 1 � i � s},

此处R+
s 表示所有非负元素矢量构成的集合,及 a′

is与 b′is为 [0, 1]中的常数 (见文献 [1, 2, 27]).

若 A是一个 s维区域,但我们不能明确写出由 Us 至 A的映射,则我们可以定义一个包

围 A 的长方体 R. 然后利用 R 上的一个 NT 网来对 A 上的统计量作统计模拟, 即用第二节
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引进的方法 II. 一般说来, 这个方法的误差大于方法 IV 的误差, 但仍比 GLP 网为优 (即方

法 I).

致谢 感谢周永道博士和宋谢冰小姐协助中文 Latex 输入工作, 感谢周宏先生的许多帮助.
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