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摘要 获得了求解非线性中立型延迟积分微分方程单支方法的收敛性结果. 证明了当且

仅当相应的常微分方程方法是 A- 稳定的且经典相容阶为 p (p = 1, 2) 时, 单支方法是 p 阶

E (或 EB)- 收敛的. 数值实验结果验证了所获理论的正确性.
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1 引言

泛函微分方程 (FDEs) 广泛出现于物理学、生物学、控制理论等领域 (例见文献 [1, 2]),

由于其理论解一般难以获得, 只能用数值方法进行计算, 因而其算法理论的研究具有毋庸置

疑的重要性. 近年来, 众多学者对各种类型的泛函微分方程, 如延迟微分方程 (DDEs)、延迟

积分微分方程 (DIDEs)、中立型延迟微分方程 (NDDEs) 等的算法理论进行了深入研究, 取

得了大量研究成果 (例见文献 [3–15]). 但对于中立型延迟积分微分方程 (NDIDEs), 迄今仅

有少量文献研究了数值方法的稳定性和收敛性 (见文献 [16–23]),基于单边 Lipschitz 条件数

值方法的收敛性文献尚未见到. 本文基于单边 Lipschitz 条件对单支方法求解中立型延迟积

分微分方程的收敛性进行了分析, 证明了当且仅当相应的常微分方程方法是 A- 稳定的且经

典相容阶为 p (p = 1, 2) 单支方法是 p 阶 E (或 EB)- 收敛的. 最后的数值实验结果验证了

所获理论的正确性.

2 求解 NDIDEs 的单支方法

考虑非线性 NDIDEs,⎧⎪⎨
⎪⎩

y′(t) = f(t, y(t), y(t − τ),
∫ t

t−τ

K(t, s, y(s), y′(s))ds), t ∈ [0, T ],

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0],
(2.1)

引用格式: 王晚生, 李寿佛. 非线性中立型延迟积分微分方程单支方法的收敛性. 中国科学 A, 2009, 39(3): 344–356
Wang W S, Li X F. Convergence of one-leg methods for nonlinear neutral delay integro-differential
equations. Sci China Ser A, 2009, 52, DOI: 10.1007/s11425-009-0032-8
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这里 τ > 0 及 T > 0 是给定的常数, φ 是给定的充分光滑的初始函数, f : [0, T ]× CN ×
C

N ×C
N → C

N 及 K : [0, T ]× [−τ, T ]×C
N ×C

N → C
N 是给定的连续映射,并假定 f 和 K

满足

�e〈f(t, y1, u, v) − f(t, y2, u, v), y1 − y2〉 � α‖y1 − y2‖2, (2.2)

‖f(t, y, u1, v1) − f(t, y, u2, v2)‖ � β‖u1 − u2‖ + γ‖v1 − v2‖, (2.3)

‖K(t, s, y1, f(s, y1, u, v)) − K(t, s, y2, f(s, y2, u, v))‖ � LK‖y1 − y2‖, (t, s) ∈ D, (2.4)

‖K(t, s, y, u1) − K(t, s, y, u2)‖ � μ‖u1 − u2‖, (t, s) ∈ D, (2.5)

这里 t ∈ [0, T ], D = {(t, s) : t ∈ [0, T ], s ∈ [t − τ, t]}, y, y1, y2, u, u1, u2, v, v1, v2 ∈ CN , 〈·, ·〉 为空
间 C

N 中的内积, ‖ · ‖ 是由该内积导出的范数.

为简单计, 用符号 D(α, β, γ, LK , μ) 表示由一切满足条件 (2.2)–(2.5) 的初值问题 (2.1)

所构成的问题类. 用符号 L (α, β, γ, Ly, Lμ, μ) 表示由一切满足条件 (2.2), (2.3), (2.5) 及

‖f(t, y1, u, v) − f(t, y2, u, v)‖ � Ly‖y1 − y2‖, t ∈ [0, +∞), ∀ y1, y2, u, v ∈ C
N , (2.6)

‖K(t, s, y1, u) − K(t, s, y2, u)‖ � Lμ‖y1 − y2‖, (t, s) ∈ D, ∀ y, y1, y2, u, u ∈ C
N (2.7)

的初值问题 (2.1) 所构成的问题类.

注 2.1 当问题 (2.1) 右端函数不含积分项时, 也即退化为 DDEs 初值问题, 问题类

D(α, β, γ, LK , μ) 与问题类 L (α, β, γ, Ly, Lμ, μ) 一致, 并正是已被广泛用作关于 DDEs 数

值方法的非线性稳定性和收敛性的试验问题类 Dα,β (例见文献 [7, 24, 25]). Torelli[3] 首次利

用一个单边 Lipschitz条件 (2.2)和一些经典 Lipschitz 条件研究了非线性 DDEs 的数值稳定

性. 其后,许多研究者讨论了数值方法求解非线性 DDEs的收敛性 (例见文献 [24–26]及其中

的参考文献).

注 2.2 当问题 (2.1) 右端函数不含导数项时, 问题退化为 DIDEs 的初值问题⎧⎪⎨
⎪⎩

y′(t) = f

(
t, y(t), y(t − τ),

∫ t

t−τ

K(t, s, y(s))ds

)
, t ∈ [0, T ],

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].
(2.8)

此时, 问题类 D(α, β, γ, LK , μ) 与问题类 L (α, β, γ, Ly, Lμ, μ) 一致, 并正是已被 Zhang 和

Vandewalle[11]作为 DIDEs试验问题类所研究的问题类 RI(α, β, γ, LK). 在文献 [21]中, Brun-

ner系统地研究了配置方法求解问题 (2.8)的收敛性. Zhang和 Vandewalle在文献 [11, 12]中

分别讨论了求解问题 (2.8) 的 Runge-Kutta 法的稳定性和一般线性方法的稳定性和收敛性.

李寿佛在文献 [8, 9]中分别研究了求解更加一般的 FDEs的 Runge-Kutta法和一般线性方法

的稳定性和收敛性.

注 2.3 在文献 [19] 中, 直接基于条件 (2.5)–(2.7) 及 τμ < 1, Enright 和 Hu 研究了连

续 Runge-Kutta 方法求解方程⎧⎪⎨
⎪⎩

y′(t) = f(t, y(t)) +
∫ t

t−τ

K(t, s, y(s), y′(s))ds, t ∈ [0, T ],

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0]
(2.9)

的收敛性. 求解方程 (2.9) 的配置方法的收敛性已在 Brunner 的专著 [21] 中详细论述. 对于

包含方程 (2.9) 的更加一般的中立型泛函微分方程 (NFDEs), Jackiewicz在 f 关于第二个变

量也满足经典 Lipschitz条件的情况下给出了一些数值方法的收敛性结果 (例见文献 [16,17]).
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将求解常微分方程 (ODEs) 初值问题的 k 步单支方法

ρ(E)yn = hf(σ(E)tn, σ(E)yn), n = 0, 1, 2, . . . , (2.10)

用于求解 NDIDEs 初值问题 (2.1), 得⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ(E)yn = hf(σ(E)tn, σ(E)yn, σ(E)yn−m, Kn), n = 0, 1, 2, . . . ,

Kn = h

m∑
j=0

νjK(σ(E)tn, σ(E)tn−j , σ(E)yn−j , ỹn−j),

ỹn−j = f(σ(E)tn−j , σ(E)yn−j , σ(E)yn−m−j , Kn−j), σ(E)tn−j > 0,

(2.11)

这里 h = τ/m > 0 是积分步长, m 是任一给定的正整数, tn = nh, E 是位移算子: Eyn =

yn+1, ρ(x) =
∑k

j=0 αjx
j 和 σ(x) =

∑k
j=0 βjx

j 是生成多项式, 系数为实数且没有公因子,

并设 ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1) = 1, yn 和 ỹn−j 分别是 y(tn) 和 y′(σ(E)tn − jh) 的逼近,

−m � n � 0 时, yn = φ(tn), 当 −τ � σ(E)tn − jh � 0 时, ỹn−j = φ′(σ(E)tn − jh), Kn 是∫ σ(E)tn

σ(E)tn−τ K(t, s, y(s), y′(s))ds 的逼近, 其由某种复合求积公式得到. 本文采用复合梯形求积

公式来计算 Kn, 即

Kn = h

[
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn, σ(E)yn, ỹn) +

m−1∑
j=1

K(σ(E)tn, σ(E)tn − jh, σ(E)yn−j , ỹn−j)

+
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn − τ, σ(E)yn−m, ỹn−m)

]
. (2.12)

不失一般性, 我们也假定 αk � 0. 对任意给定的 k × k 实对称正定矩阵 G = [gij ], 范数

‖ · ‖G 定义为

‖U‖G =
( k∑

i,j=1

gij〈ui, uj〉
) 1

2

, ∀ U = [u1, u2, . . . , uk] ∈ C
Nk.

3 收敛性分析

在研究中立型延迟积分微分方程的收敛性时, 我们总设问题 (2.1) 中 f , K 及 φ 在其定

义域为 Cq- 函数, 其中 q � 2. 为了记号的方便, 我们也假定 T = (M + 1)τ , 其中 M � 1. 如

此, 使用 Brunner 和 Zhang 在文献 [27] (也可参见文献 [21]) 中的技巧, 容易证明:

1. 初值问题 (2.1) 的解 y(t) 在每一个左开区间 Ii := (iτ, (i + 1)τ ], (i = 0, 1, . . . , M) 上

(q + 1) 次连续可微, 且在 [0, T ]上存在有界的一阶导数.

2. 在由 ξi = iτ (i = 0, 1, . . . , min{q, M})定义的基本不连续点 {ξi} 处, 有

lim
t→ξ−

i

y(i)(t) = lim
t→ξ+

i

y(i)(t),

而其 (i + 1) 阶导数一般在 t = ξi 处不连续. 若 min{q, M} = q < M ,则解在 [ξq, T ]上具有连

续的 (q + 1) 阶导数.

另一方面, 鉴于这约束网格, 即 τ = mh, 其中 m 为正整数, 这些基本不连续点 ξ0, ξ1,

. . . , ξq−1 都是网格节点. 因而, 在这些基本不连续点 ξ0, ξ1, . . . , ξq−1 处, 我们可以重新开始

计算, 即用其他方法计算这些附加起始值 y1, . . . , yk−1, ym+1, . . . , ym+k−1, . . . , y(q−1)m+1, . . . ,

y(q−1)m+k−1. 基于上述分析,不失一般性,我们总是假定初值问题 (2.1)的解 y(t) 在 [0, T ]上
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是 (q + 1) 次连续可微的, 并满足∥∥∥∥diy(t)
dti

∥∥∥∥ � Mi, i = 1, 2, . . . , q + 1. (3.1)

对函数 K(t, s, y(s), y′(s)), 设其具有以下所需各阶偏导数, 并满足∥∥∥∥∂iK(t, s, y(s), y′(s))
∂si

∥∥∥∥ � Ni, 0 � t � T, −τ � s � T. (3.2)

如无特别说明, 下文中恒设 γτμ < 1. 为研究方法 (2.11) 的收敛性, 首先给出下述定义.

定义 3.1 单支方法 (2.11)称为是 p阶 E-收敛的,如果该方法从起始值 y0, y1, . . . , yk−1

出发按定步长 h 求解 D(α, β, γ, LK , μ)类初值问题 (2.1)时, 所得到的逼近序列 {yn} 的整体
误差有估计

‖y(tn) − yn‖ � C(tn)
(
hp + max

0�i�k−1
‖y(ti) − yi‖

)
, n � k, h ∈ (0, h0], (3.3)

这里误差函数 C(t) 与最大容许步长 h0 仅依赖于方法, 常数 α, β, γ, LK , μ, τ 以及 Mi, Ni.

定义 3.2 单支方法 (2.11)称为是 p阶EB-收敛的,如果该方法从起始值 y0, y1, . . . , yk−1

出发按定步长 h 求解 L (α, β, γ, Ly, Lμ, μ) 类初值问题 (2.1) 时, 所得到的逼近序列 {yn} 的
整体误差有估计

‖y(tn) − yn‖ � C(tn)
(
hp + max

0�i�k−1
‖y(ti) − yi‖

)
, n � k, h ∈ (0, h0], (3.4)

这里误差函数 C(t) 与最大容许步长 h0 仅依赖于方法, 常数 α, β, γ, τ, γτμLy, Lμ 以及 Mi,

Ni.

ODEs数值方法的 B-收敛性是一个众所周知的概念, DDEs数值方法的 D-收敛性概念

首先由张诚坚和周叔子在文献 [24]中引进. 为不致混淆,我们称求解 NDIDEs 甚至更一般的

NFDEs 的数值方法的收敛性为 E- 收敛性或 EB- 收敛性 (Extended B- 收敛性). 显然, 单

支方法的 E (或 EB)- 收敛性蕴涵着方法的 B- 收敛性 (例见文献 [28]) 及方法的 D- 收敛性

(例见文献 [29]).

现考虑

ρ(E)ŷn + αken = hf(σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, ȳn−m, K̄n), n = 0, 1, . . . , (3.5)

这里

ŷn = y(tn) + c1h
2y′′(tn), (3.6)

K̄n = h

[
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, Ȳn) +

m−1∑
j=1

K(σ(E)tn, σ(E)tn−j , ȳn−j, Ȳn−j)

+
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn−m, ȳn−m, Ȳn−m)

]
, (3.7)

ȳi = y(σ(E)ti), i = 0, 1, 2, . . . , n − 1, (3.8)

Ȳi =

⎧⎨
⎩

f(σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, ȳn−m, K̄n), i = n,

y′(σ(E)ti), i = 0, 1, 2, . . . , n − 1,
(3.9)

其中

c1 = −1
2

k−1∑
j=0

(
βj − βk

αk
αj

)
j2 − βk

αk

k∑
j=0

jβj +
1
2

( k∑
j=0

jβj

)2

.
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由上可知, 对 n � 0, 当步长 h 满足一定条件时, en 由等式 (3.5) 唯一确定.

下面讨论方法 (2.11) 求解 D(α, β, γ, LK , μ) 类问题的收敛性. 为方便计, 设本节出现的

hi, di, ci 依赖于方法, α, β, γ, LK , τ , μ 和 Mi, Ni.

定理 3.1 若方法 (2.10) 是 A- 稳定的, 则方法 (2.11)用于求解 D(α, β, γ, LK , μ) 类初

值问题 (2.1) 时成立

‖εn+1‖2
G � (1 + h)‖εn‖2

G + d1h‖σ(E)(yn − ŷn)‖2 + d2h max
1�i�n−1

‖σ(E)(yi − ŷi)‖2

+d3h
5 + d4h

−1‖en‖2, n = 0, 1, . . . , h ∈ (0, h1], (3.10)

这里 εn = [(yn − ŷn)T , (yn+1 − ŷn+1)T , . . . , (yn+k−1 − ŷn+k−1)T ]T .

证明 由于 A- 稳定等价于 G- 稳定 (参见文献 [30]), 于是存在一个 k × k 实对称正定

矩阵 G, 对任意实数列 {ai}k
i=0, 成立

AT
1 GA1 − AT

0 GA0 � 2σ(E)a0ρ(E)a0,

这里 Ai = (ai, ai+1, . . . , ai+k−1)T (i = 0, 1). 由此按文献 [28, 30] 的方法, 有

‖εn+1‖2
G − ‖εn‖2

G � 2�e〈σ(E)(yn − ŷn), ρ(E)(yn − ŷn)〉. (3.11)

记 ε̂n+1 = [(yn+1 − ŷn+1)T , . . . , (yn+k−1 − ŷn+k−1)T , (yn+k − ŷn+k − en)T ]T . 注意其与 εn+1 的

区别, 同理有

‖ε̂n+1‖2
G � ‖εn‖2

G + 2�e〈σ(E)(yn − ŷn) − βken, ρ(E)(yn − ŷn) − αken〉. (3.12)

利用条件 (2.2) 和 (2.3), 由 (3.12) 式可得

‖ε̂n+1‖2
G � ‖εn‖2

G + 2h�e〈σ(E)(yn − ŷn) − βken, f(σ(E)tn, σ(E)yn, σ(E)yn−m, Kn)

−f(σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, ȳn−m, K̄n)〉
� ‖εn‖2

G + 2h[α‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖2 + ‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖
×(β‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖ + γ‖Kn − K̄n‖)]. (3.13)

另一方面, 利用条件 (2.3)–(2.5),可得

‖Kn − K̄n‖� 1
2
h[LK‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖ + μ(β‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖

+γ‖Kn − K̄n‖)] + h
m−1∑
j=1

[LK‖σ(E)yn−j − ȳn−j‖

+μ(β‖σ(E)yn−m−j − ȳn−m−j‖ + γ‖Kn−j − K̄n−j‖)]
+

1
2
h[LK‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖ + μ(β‖σ(E)yn−2m − ȳn−2m‖

+γ‖Kn−m − K̄n−m‖)], (3.14)

注意到 1
2γμh < 1, 进而易得

‖Kn − K̄n‖� 2
2 − γμh

[
1
2
h(LK‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖

+μβ‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖) + τLK max
1�j�m

‖σ(E)yn−j − ȳn−j‖

+βτμ max
m�j�2m

‖σ(E)yn−j − ȳn−j‖ + γτμ max
1�j�m

‖Kn−j − K̄n−j‖
]
; (3.15)
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对于 i < n, 同理可得

‖Ki − K̄i‖ � 1
2
h[LK‖σ(E)yi − ȳi‖ + μ(β‖σ(E)yi−m − ȳi−m‖ + γ‖Ki − K̄i‖)]

+h

m−1∑
j=1

[LK‖σ(E)yi−j − ȳi−j‖ + μ(β‖σ(E)yi−m−j − ȳi−m−j‖

+γ‖Ki−j − K̄i−j‖)] + 1
2
h[LK‖σ(E)yi−m − ȳi−m‖

+μ(β‖σ(E)yi−2m − ȳi−2m‖ + γ‖Ki−m − K̄i−m‖)]
� τLK max

0�j�m
‖σ(E)yi−j − ȳi−j‖ + βτμ max

m�j�2m
‖σ(E)yi−j − ȳi−j‖

+γτμ max
0�j�m

‖Ki−j − K̄i−j‖. (3.16)

由 Taylor 展式易知存在 c2, 使得

‖σ(E)ŷi − y(σ(E)ti)‖ � c2M2h
2, i � n − 1.

于是

‖σ(E)yi − ȳi‖= ‖σ(E)yi − y(σ(E)ti)‖
� ‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + ‖σ(E)ŷi − y(σ(E)ti)‖
� ‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h

2. (3.17)

将上式代入 (3.16) 式, 并注意 yj = y(tj) 及 Kj = K̄j , j � 0, 可得

max
1�i�n−1

‖Ki − K̄i‖� τ(LK + βμ)
(

max
1�i�n−1

‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h
2
)

+γτμ max
1�i�n−1

‖Ki − K̄i‖, (3.18)

从而

max
1�i�n−1

‖Ki − K̄i‖ � τ(LK + βμ)
1 − γτμ

(
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h

2
)
. (3.19)

将 (3.19) 式代入 (3.15) 式可进一步推出

‖Kn − K̄n‖� 2
2 − γμh

[
1
2
h(LK‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖

+μβ‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖) + τ(LK + βμ) max
1�j�2m

‖σ(E)yn−j − ȳn−j‖

+γτμ
τ(LK + βμ)

1 − γτμ

(
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h

2
)]

� h

2 − γμh
(LK‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖ + μβ‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖)

+
2τ(LK + βμ)

(2 − γμh)(1 − γτμ)

(
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h

2
)
,

并将其代入 (3.13) 式得

‖ε̂n+1‖2
G � ‖εn‖2

G + 2h

{
α‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖2 + ‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖
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×
[
β‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖ +

γhLK

2 − γμh
‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖

+
γhμβ

2 − γμh
‖σ(E)yn−m − ȳn−m‖

+
2τ(LK + βμ)

(2 − γμh)(1 − γτμ)

(
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h

2
)]}

� ‖εn‖2
G + 2h

[(
α +

γhLK

2 − γμh
+

(γτLK + β)
(2 − γμh)(1 − γτμ)

)

×‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖2

+
(γτLK + β)

(2 − γμh)(1 − γτμ)

(
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖ + c2M2h

2
)2

]
. (3.20)

于是, 易得

‖ε̂n+1‖2
G � ‖εn‖2

G + c3h‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖2 +
2(γτLK + β)h

(1 − γτμ)2
c2
2M

2
2 h4

+
2(γτLK + β)h

(1 − γτμ)2
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖2, h � τ, (3.21)

这里

c3 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, 2α +
γτLK

1 − γμτ
+

γτLK + β

(1 − γμτ)2
� 0,

2α +
γτLK

1 − γμτ
+

γτLK + β

(1 − γμτ)2
, 2α +

γτLK

1 − γμτ
+

γτLK + β

(1 − γμτ)2
> 0.

因为

‖σ(E)(yn − ŷn) − βken‖2 = 2‖σ(E)(yn − ŷn)‖2 + 2β2
k‖en‖2, (3.22)

和

‖εn+1‖2
G � ‖ε̂n+1‖2

G + λG
max‖en‖2 + 2

√
λG

max‖en‖‖ε̂n+1‖G

� (1 + h)‖ε̂n+1‖2
G +

(
1 +

1
h

)
λG

max‖en‖2, (3.23)

其中 λG
max 为 G 的最大特征值, 故

‖εn+1‖2
G � (1 + h)

[
‖εn‖2

G + 2c3h‖σ(E)(yn − ŷn)‖2 + 2c3β
2
kh‖en‖2

+
2(γτLK + β)h

(1 − γτμ)2
max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖2

+
2(γτLK + β)h

(1 − γτμ)2
c2
2M

2
2 h4 + h−1λG

max‖en‖2

]

� (1 + h)‖εn‖2
G + d1h‖σ(E)(yn − ŷn)‖2 + d2h max

1�i�n−1
‖σ(E)(yi − ŷi)‖2

+d3h
5 + d4h

−1‖en‖2, n = 0, 1, . . . , h ∈ (0, h1], (3.24)

其中

h1 = min {1, τ} , d1 = 4c3, d2 =
4(γτLK + β)
(1 − γτμ)2

, d3 =
4(γτLK + β)
(1 − γτμ)2

c2
2M

2
2 ,

d4 = 4c3β
2
k + 2λG

max.

由此完成定理的证明.

350



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 3 期

定理 3.2 设方法 (2.10) 是 A- 稳定的, 则存在常数 d5 和 h2, 使得

‖en‖ � d5h
p+1, h ∈ (0, h2], n = 0, 1, . . . , (3.25)

其中 p 为单支方法的经典相容阶, p = 1, 2.

证明 由于方法 (2.10)是 A-稳定的,于是 βk

αk
> 0 (见参考文献 [28, 30]),其经典相容阶

p = 1, 2. 考虑

y(σ(E)tn) =
k−1∑
j=0

(
βj − βk

αk
αj

)
ŷn+j +

βk

αk
hy′(σ(E)tn) + R

(n)
1 , (3.26)

ρ(E)ŷn = hy′(σ(E)tn) + R
(n)
2 . (3.27)

由 Taylor 展式易知存在常数 c4, 使得

R
(n)
1 � c4M3h

3, (3.28)

R
(n)
2 � c4Mp+1h

p+1. (3.29)

由复化梯形求积公式的误差分析易知存在 c5, 使得∥∥∥∥
∫ σ(E)tn

σ(E)tn−τ

K(σ(E)tn, s, y(s), y′(s))ds − K̄n

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
∫ σ(E)tn

σ(E)tn−τ

K(σ(E)tn, s, y(s), y′(s))ds − K̃n

+
h

2

[
K(σ(E)tn, σ(E)tn, y(σ(E)tn), y′(σ(E)tn))

−K(σ(E)tn, σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, K̄n)
]∥∥∥∥

� c5τN2h
2 +

h

2

[
LK‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖

+γμ

∥∥∥∥
∫ σ(E)tn

σ(E)tn−τ

K(σ(E)tn, s, y(s), y′(s))ds − K̄n

∥∥∥∥
]
,

其中

K̃n = h

[
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn, y(σ(E)tn), y′(σ(E)tn)) +

m−1∑
j=1

K(σ(E)tn, σ(E)tn−j , ȳn−j , Ȳn−j)

+
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn−m, ȳn−m, Ȳn−m)

]
,

并进而有 ∥∥∥∥
∫ σ(E)tn

σ(E)tn−τ

K(σ(E)tn, s, y(s), y′(s))ds − K̄n

∥∥∥∥
� c5τN2

1 − γμτ
h2 +

hLK

2(1 − γμτ)
‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖, h � τ. (3.30)

由 (3.5) 式和 (3.26) 式可知

y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken

=
βk

αk
h[y′(σ(E)tn) − f(σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, ȳn−m, K̄n)] + R

(n)
1 . (3.31)
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由此及 (3.30) 式进一步可得

‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖2 � βk

αk
h‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖

×
[
α‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖

+γ

∥∥∥∥
∫ σ(E)tn

σ(E)tn−τ

K(σ(E)tn, s, y(s), y′(s))ds − K̄n

∥∥∥∥
]

+R
(n)
1 ‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖

� βk

αk

(
α +

γτLK

2(1 − γμτ)

)
h‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖2

+
c5γτN2βk

(1 − γμτ)αk
h3‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖

+R
(n)
1 ‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖.

于是当 βk

αk
(α + γτLK

2(1−γμτ))h < 1 时, 有

‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖
� 2αk(1 − γμτ)

2αk(1 − γμτ) − [2α(1 − γμτ) + γτLK ]hβk

[
c5γτN2βk

(1 − γμτ)αk
+ c4M3

]
h3

� c6h
3. (3.32)

其中

c6 = sup
h∈(0,h1]

[
2αk(1 − γμτ)

2αk(1 − γμτ) − [2α(1 − γμτ) + γτLK ]hβk

(
c5γτN2βk

(1 − γμτ)αk
+ c4M3

)]
.

将 (3.32) 式代入 (3.31) 式得

‖hy′(σ(E)tn) − hf(σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, ȳn−m, K̄n)‖
� αk

βk
‖y(σ(E)tn) − σ(E)ŷn − βken‖ +

αk

βk
‖R(n)

1 ‖

� αk

βk
(c4M3 + c6)h3. (3.33)

另一方面, 因

αken = hf(σ(E)tn, σ(E)ŷn + βken, ȳn−m, K̄n) − hy′(σ(E)tn) − R
(n)
2 ,

从 (3.33) 式可以推出

αk‖en‖ � αk

βk
(c4M3 + c6)h3 + c4Mp+1h

p+1. (3.34)

令

h2 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

h1, 若α +
γτLK

2(1 − γτμ)
� 0;

min
{

h1,
αk(1 − γμτ)

βk[2(1 − γμτ)αβk + γτLK ]

}
, 若α +

γτLK

2(1 − γτμ)
> 0,

(3.35)

于是从 (3.34) 式立得 (3.25) 式, 其中

d5 =
c4M3 + c6

βk
+

c4Mp+1

αk
.

证毕.

定理 3.3 方法 (2.11) p 阶 E- 收敛的充分必要条件为常微分方程方法 (2.10)是 A- 稳

定的且其经典相容阶为 p, p = 1, 2.
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证明 首先注意到,方法 (2.11) p 阶 E- 收敛意味着方法 (2.10) p 阶 B- 收敛,进而意味

着 A- 稳定且其经典相容阶为 p (p = 1, 2) (例参见文献 [25]).

另一方面, 由定理 3.1 和 3.2 可知

‖εn+1‖2
G � (1 + h)‖εn‖2

G + d1h‖σ(E)(yn − ŷn)‖2 + d2h max
1�i�n−1

‖σ(E)(yi − ŷi)‖2

+d3h
5 + d4d5h

2p+1, n = 0, 1, . . . , h ∈ (0, h2],

上式递推下去, 有

‖εn+1‖2
G � ‖ε0‖2

G + h

n∑
i=0

[
‖εi‖2

G + d1‖σ(E)(yi − ŷi)‖2

+d2 max
1�l�i−1

‖σ(E)(yl − ŷl)‖2 + d3h
4 + d4d5h

2p

]
. (3.36)

于是

‖yn+k − ŷn+k‖2 � λG
max

λG
min

k−1∑
j=0

‖yj − ŷj‖2 +
h

λG
min

n∑
i=0

[
λG

max

k−1∑
j=0

‖yi+j − ŷi+j‖2

+d1‖σ(E)(yi − ŷi)‖2

+d2 max
1�j�i−1

‖σ(E)(yj − ŷj)‖2 + d3h
4 + d4d5h

2p

]
, (3.37)

其中 λG
min 为 G 的最小特征值. 容易验证, 存在 d6 使得

‖σ(E)(yi − ŷi)‖2 =
∥∥∥∥

k∑
j=0

βj(yi+j − ŷi+j)
∥∥∥∥

2

� d6

k∑
j=0

‖yi+j − ŷi+j‖2.

将其代入 (3.37) 式可得

‖yn+k − ŷn+k‖2

� λG
max

λG
min

k−1∑
j=0

‖yj − ŷj‖2 +
h

λG
min

n∑
i=0

[
λG

max

k−1∑
j=0

‖yi+j − ŷi+j‖2

+d1d6

k∑
j=0

‖yi+j − ŷi+j‖2 + d2d6(k + 1) max
1�j�i+k−1

‖yj − ŷj‖2 + d3h
4 + d4d5h

2p

]

� λG
max

λG
min

k−1∑
j=0

‖yj − ŷj‖2 +
(k + 1)h

λG
min

(λG
max + d1d6 + d2d6)

n+k−1∑
i=0

‖yi − ŷi‖2

+
n + 1
λG

min

(d3h
5 + d4d5h

2p+1) +
hd1d6

λG
min

‖yn+k − ŷn+k‖2. (3.38)

当 hd1d6
λG
min

< 1 时, 易知存在 c0, d0, h0, d7 使得

‖yn+k − ŷn+k‖2 � d7

k−1∑
j=0

‖yj − ŷj‖2 + d0h

n+k−1∑
i=0

‖yi − ŷi‖2 + c0tn+kh2p

n = 0, 1, 2, . . . , h ∈ (0, h0], (3.39)

其中

h0 = min
{

h2,
λG

min

2d1d6

}
, d7 =

λG
max

λG
min

,

d0 =
(k + 1)
λG

min

(λG
max + d1d6 + d2d6), c0 =

d3 + d4d5

λG
min

.
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利用离散的 Bellman 不等式, 由 (3.39) 式可得

‖yn+k − ŷn+k‖2 �
[
k(d0 + d7) max

0�i�k−1
‖yi − ŷi‖2 + c0tn+kh2p

]
exp(d0tn+k)

n = 0, 1, 2, . . . , h ∈ (0, h0]. (3.40)

于是

‖yn+k − y(tn+k)‖ = ‖yn+k − ŷn+k + ŷn+k − y(tn+k)‖
� |c1|M2h

2 +
[√

k(d0 + d7)
(

max
0�i�k−1

‖yi − y(ti)‖ + |c1|M2h
2
)

+
√

c0tn+khp
]
exp

(
1
2
d0tn+k

)
, n = 0, 1, 2, . . . , h ∈ (0, h0].

这意味着单支方法的收敛阶为 p (p = 1 或 2). 定理 3.3 证毕.

类似地, 我们可以证明下面的定理.

定理 3.4 方法 (2.11) p 阶 EB- 收敛的充分必要条件为相应的常微分方程方法 A- 稳

定且其经典相容阶为 p, 其中 p = 1, 2.

注 3.1 如前所述, 由于在实际问题中

lim
t→0+

y′(t) �= lim
t→0−

y′(t) = φ′(0),

致使问题 (2.1)的解 y(t) 一般在基本不连续点 ξi 处具有较低的正则性. 尽管如此, 由于本文

考虑的方法仅是 A- 稳定的 (见定理 3.3 和 3.4), 它们的阶不会超过 2 阶 (例参见文献 [31]),

从而能够影响定理 3.1–3.3 的证明及方法的具体实施的基本不连续点仅有 ξ0 = 0 和 ξ1 = τ .

在这两个点处, 我们需要使用其他方法去计算附加起始值 y1, . . . , yk−1 及 ym+1, . . . , ym+k−1,

例如,使用中点公式 (MPR)及求积节点包含点 ξ0 或 ξ1 的复合梯形公式 (可稍微修改 (2.12)

式). 这样, 即使正则性假定条件 (3.1) 和 (3.2) 在点 ξ0 = 0 和点 ξ1 = τ 处不成立, 我们仍有

定理 3.3 和 3.4.

4 数值实验

对非线性方程 (2.11), 我们考虑如下的迭代解法⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k−1∑
i=0

αiyn+i + αky
[l]
n+k = hf(σ(E)tn,

k−1∑
i=0

βiyn+i + βky
[l]
n+k, σ(E)yn−m, K [l−1]

n ),

n = 0, 1, . . . ,

K
[l−1]
n = h

[
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn,

k−1∑
i=0

βiyn+i + βky
[l−1]
n+k , ỹ[l−1]

n )

+
m−1∑
j=1

K(σ(E)tn, σ(E)tn−j , σ(E)yn−j , ỹn−j)

+
1
2
K(σ(E)tn, σ(E)tn−m, σ(E)yn−m, ỹn−m)

]
,

ỹ
[l−1]
n = f

(
σ(E)tn,

k−1∑
i=0

βiyn+i + βky
[l−1]
n+k , σ(E)yn−m, K [l−1]

n

)
, σ(E)tn−j > 0.

(4.1)

容易知道上述迭代过程对充分小的 h 是收敛的 (例参见文献 [19, 31]).
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现考虑偏中立型泛函微分方程

∂

∂t
u(x, t) =

1
π

∂2

∂2x
u(x, t) + au(x, t − 1) + b

∫ t

t−1

e−s sin u(x, s)
∂

∂s
u(x, s)ds + g(x, t),

x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 10], (4.2)

初边值条件为

u(x, t) = (x − x2 + 1)e−t, x ∈ [0, 1], t ∈ [−1, 0], (4.3)

u(0, t) = u(1, t) = e−t, t ∈ [0, 10]. (4.4)

选取函数 g(t, x) 使得问题的真解为 u(x, t) = (x − x2 + 1)e−t. 因此, 可用有限差分在网格点

xi = i/Nx, i = 1(1)Nx − 1 上代替二阶偏导并且没有截断误差,这里 Nx 为任给的正整数. 记

ui(t) = u(xi, t), Δx = 1/Nx. 应用线方法之后可得如下中立型延迟积分微分方程

u′
i(t) =

1
πΔx2

[ui−1(t) − 2ui(t) + ui+1(t)] + aui(t − 1) + b

∫ t

t−1

e−s sinui(s) cosu′
i(s)ds

+gi(t), t ∈ [0, 10], (4.5)

u0(t) = uNx(t) = e−t, t ∈ [0, 10], ui(t) = (iΔx − i2Δx2 + 1), i = 1, . . . , Nx − 1, t ∈ [−1, 0].

因而,我们有 α = − 4N2
x

π sin π
2Nx

, β = |a|, γ = |b|, LK = e+4eN2
x/π, μ = e, Ly = 4N2

x/π, Lμ =

e.

对线方法, 取 Δx = 0.1, 而对问题 (4.5) 的求解, 我们采用 2 阶 BDF 方法 (BDF2) 及中

点公式 (MPR). 迭代求解 (4.1) 时, 取 l = 2. 以

E(T ) = max
1�i�Nx−1

|Ui(T ) − u(xi, T )|
表示方法应用于问题 (4.5) 的误差, 其中 Ui(T ) 表示在点 T = 10 的数值逼近. 表 4.1 列出了

a = −e−1 及 b = 0.01 时的数值结果, 这些数值结果证实了本文所获收敛性结果的正确性.

表 4.1 2 阶 BDF 方法 (BDF2) 及中点公式 (MPR) 应用于问题 (4.5) 时的误差

E(T ) (h = 1/m)

m 10 20 40 80

BDF2 7.748076 × 10−8 1.866404 × 10−8 4.579712 × 10−9 1.134266 × 10−9

MPR 3.212700 × 10−8 8.039485 × 10−9 2.010355 × 10−9 5.026191 × 10−10

致谢 衷心感谢评审人的仔细审阅和宝贵意见, 同时衷心感谢 H. Brunner 教授有关解的

正则性的有益讨论.
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