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摘要 令 C 为格序群 A的某些正元组成的一个容许子集, Gusić证明 A可以被赋予一个

C-拓扑使得 A成为拓扑群. 本文证明 C-拓扑实际上使得 A成为拓扑格序群,给出了 Gusić

定理的推广,并揭示了 Gusić C-群的自然性. 而且,我们证明 C-拓扑使得任何 Archimedean

格序向量空间成为 T2 拓扑格向量空间. 同时, 构造了一个简单的例子说明 C-群不一定是

T2 的. 另一个例子证明 T2 拓扑格向量空间也不一定为 C-Archimedean.
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1 引言

格序群 A[1,第 6 章,第 8, 9 节] 是一个偏序 Abel 群使得对于任意元素 x, y ∈ A, 存在上确

界 sup(x, y) 和下确界 inf(x, y). 一个格序群被称作是 Archimedean, 如果其中没有非平凡的

有界格子群. 例如,令 X 为任意拓扑空间, C(X)为所有从 X 到赋予通常拓扑结构的实数拓

扑空间 R 的全体连续函数组成的加法群, 则 C(X) 在逐点序之下为一个 Archimedean 格序

群. 事实上, 格序群的源泉可追溯到当 Dedekind 在研究 Fermat 大定理时发展的算术理论.

此后, 从 Hilbert 的几何基础开始, 到他的积分方程理论直至拓扑向量空间中的算子理论, 格

序群理论逐渐出现在不同的数学领域. 例如, 以 Riesz 空间命名的格序实向量空间理论在泛

函分析中也是很重要的.

文献 [2, 3] 刻画了格序群的一些有趣的拓扑结构. Gusić[4] 证明了格序群上可以建立相

对于一个由某些正元组成的容许子集 C 的 C-拓扑, 并展现了关于格序群作为拓扑群的一

些结果. 本文研究了格序群的 C-拓扑结构, 推广了 Gusić定理, 揭示了 Gusić C-群的自然性.

命题 2.2 证明了一个 2-可除的格序群可构成一个 C-群当且仅当其中含有强单位元. 然而,

这蕴涵着 C-群 A 的子集 C 是唯一的: C 恰好由 A 的强单位组成. 因此, Gusić 拓扑是自

然的! 进而, 我们证明 Gusić 的 C-拓扑群实际上是拓扑格序群, 并且证明 C-拓扑使得任何

Archimedean 向量格空间成为 T2 拓扑格向量空间 (定理 3.2). 同时, 构造了一个易懂的例子
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(例 2.7) 说明 C-群不一定是 T2 的. 另一个例子 (例 3.3) 证明 T2 拓扑格向量空间也不一定

为 C-Archimedean.

设 A是一个 2-可除格序群. 定理 2.13证明了任意 C-拓扑使 A成为拓扑格, 因此是一个

拓扑格序群. 令 Aa = {x ∈ A : x � a}, 并记 Aa,n = 1
2n−1 Aa (n ∈ N). 定理 2.9 证明了 A 是

Archimedean 当且仅当对于任意严格正元 a ∈ A, A 相对于 C = ∪n∈NAa,n 是一个 Hausdorff

空间, 这就为具有 2-可除的除性群的 Bézout整环的完全整闭性质给出了拓扑刻画.

文中没有解释的术语、记号和概念, 请读者参考文献 [1, 5].

2 格序群上的 C-拓扑

令 A 为一个格序群. A 的范数 N [1, 第 6 章, 定义 4] 定义为: 对于任意 x ∈ A, N(x) =

sup(x,−x). 设 a ∈ A, 则 a 的正部是 a+ = sup(a, 0), a 的负部是 a− = sup(−a, 0). 易验证

N(a) = a+ + a−, a = a+ − a−, inf(a+, a−) = 0,

且 N(a) = 0 当且仅当 a = 0. 格序群 A 的一个非空正元素子集 F 被称作是一个滤子, 如果

a, b ∈ F 蕴涵 inf(a, b) ∈ F , 且 c ∈ F 只要 c � a ∈ F .

设 A 为一个 2-可除的格序群, A 的一个由某些严格正元组成的滤子 C 叫作 A 的一

个容许子集 [4], 如果 x ∈ C 蕴涵 x/2 ∈ C. 对于一个容许子集 C ⊆ A, 我们说 A 是 C-

Archimedean[2] 如果对 C 中所有的元素 x, y, 存在自然数 n 使得 ny > x. 格序群 A 叫作是

一个 C-群 [4] 如果 A 是 2-可除的且是 C-Archimedean.

若 A是一个 2-可除并带有一个容许子集 C 的格序群. 以 r ∈ C 为半径,以 x0 ∈ A为中

心的开 C-球 [4] 是集合

Ux0,r = {x ∈ A : r − N(x − x0) ∈ C}.
格序群 A 中的序列 {xn}n∈N 称作是依范数收敛于 x, 如果对于 A 的所有严格正元 ε, 存在

m ∈ N, 使得对于任意 n � m 有 N(xn − x) < ε 成立. A 中的递降序列 {xn}n∈N 称作是收敛

于 x, 如果 x = infn{xn} 存在, 并表示为 lim(xn) = x. A 中的序列 {xn}n∈N 称作是依序收敛

于 x如果存在某个递降于 0 (即 lim(pn) = 0)的序列 pn,使得对所有的 n有 N(xn − x) � pn.

A 中的序列 {xn}n∈N C-收敛于 x 如果 ∀ε ∈ C, ∃m ∈ N, 使得 ∀n � m 成立 N(xn − x) < ε,

并记作 limC(xn) = x.

评注 2.1 易见条件 “C-Archimedean” 等价于

∀x � 0, ∀y ∈ C, ∃n ∈ N, (ny > x),

或 0 是 A 中任意正元序列 {2−nx}n∈N 的一个 C-极限. 然而, 应注意到一个 C-Archimedean

格序群不必是 Archimedean (见例 2.7 和定理 2.9), 反之, Archimedean 格序群也未必是 C-

Archimedean (见例 3.3).

一个格序群 A 是单的当且仅当 A 的任一严格正元 y 是一个强单位 [6]:

∀x � 0, ∃n ∈ N, (ny > x),

即, A是实数集 R的 Archimedean线性序子群. 值得注意的是,一个格序群是 R的子群当且

仅当序收敛、范数收敛和 C-收敛一致. 假设 a 是 2-可除格序群 A 的一个严格正元. 取

Aa = {x ∈ A : x � a}
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并对 n ∈ N 记 Aa,n = 1
2n−1 Aa. 则对任意 n ∈ N 有 Aa,n+1 ⊇ Aa,n. 令 C = ∪n∈NAa,n, 则 C

是含有 a 的最小容许子集 [4]. 并且, 对于 2-可除 Archimedean 格序群中这样的容许子集来

说, 一个 C-收敛序列显然是序收敛的. 进而易见, 如果 A 是一个 C-群, 则对任意 a ∈ C 有

C = ∪n∈NAa,n. 因此, 我们得到 C-群 A 的子集 C 是唯一的: 它刚好由 A 的强单位组成. 所

以, Gusić拓扑是自然的.

命题 2.2 若 A 为 2-可除格序群, 则 A 有一个强单位当且仅当存在容许子集 C 使得

A 是 C-群.

用范数收敛可给出 2-可除 Archimedean 格序群是单的条件刻画.

命题 2.3 若 A 是 2-可除 Archimedean格序群, 则 A 是单的, 当且仅当 A 的任意正元

序列 { p
2n−1 }n∈N 范数收敛于 0.

证明 如果 A是单的, 且有 A的正元序列 { p
2n−1 }n∈N 不依范数收敛到 0. 则存在 ε > 0,

对于无限多 n ∈ N 满足 2−np �< ε, 于是对几乎所有 n 有 2nε � p 成立. 这样, 由 A 的

Archimedean 性质得到 ε = 0, 矛盾.

反之, 若 A 非单, 则存在元素 a ∈ A 与 0 不可比. 则对所有 n ∈ N 有 inf(na+, a−) = 0,

因而 {a−
2n } 不依范数收敛到 0[6].

文献 [7]给出了一些序收敛和范数收敛间的有趣结果. 我们这里用序收敛来刻画 2-可除

格序群的 Archimedean 性质.

命题 2.4 若 A 是 2-可除格序群, 则 A 是 Archimedean 当且仅当 A 的任意正元序列

{ p
2n }n∈N 序收敛于 0.

证明 对 p = 0 结论是平凡的, 不妨假设 p > 0,则只需证明序列 { p
2n } 的任意下界 l 满

足 l � 0 即可. 事实上, 令 l 是该序列的一个下界, 则

0 � s := sup(l, 0)

仍是一个下界, 所以对所有 n ∈ N, 有

0 � 2ns � p.

于是, 对所有 n ∈ N 有 0 � ns � p. 由于 A 是 Archimedean, 因而 s = 0 且 l � 0.

反之, 令 v ∈ A 并假设对所有 n ∈ N, 有 nv � p ∈ A�0. 则对所有 n ∈ N 有 v � p
2n . 因

为 infn( p
2n ) = 0 蕴涵着 v � 0, 所以 A 是 Archimedean.

设 S 是格序群 A 的子集, 定义 S 的 C-闭为

CL(S) := {lim
C

(xn) ∈ A | {xn} ⊂ S},
相应地, 我们说 S 是 C-闭的当且仅当 S = CL(S). 对于 C-收敛, 有

命题 2.5 令 A为 2-可除 Archimedean格序群, a为 A的任意严格正元, C = ∪n∈NAa,n.

则 A 的正锥 A�0 是 C 的 C-闭: A�0 = CL(C).

证明 首先, 注意到我们有 C = ∪n∈N{ a
2n−1 + p : 0 � p ∈ A}. 特别地, 我们得到 0

是序列 { a
2n−1 }n∈N 的一个 C-极限. 假设 x 是序列 { a

2n−1 }n∈N 的另一个 C-极限, 则对所有

ε ∈ C, 有 N(x) < ε 成立, 于是, 对所有 n ∈ N, N(x) < a
2n−1 , 所以 A 的 Archimedean 性

质蕴涵着 N(x) = 0 且 x = 0. 从而 { a
2n−1 }n∈N 的 C-极限是唯一的. 类似地, 应用 A 的

Archimedean性质可以证明 A中的任意 C-收敛序列的 C-极限唯一.其次,对所有 0 � p ∈ A,
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显然 limn( a
2n−1 + p) = p 且对所有 n ∈ N, 有 a

2n−1 + p ∈ C 成立. 这样, 我们已证明 A的正锥

是 C-闭的子集.

另一方面, 令 x 是 A 中序列 {xn}n∈N 的一个 C-极限. 则范数的连续性 (见引理 2.12 的

证明) 蕴涵着序列 {N(xn)}n∈N C-收敛于 N(x). 因而 C 中序列 {xn}n∈N 的 C-极限必是正

元. 所以, C-闭又是 A 的正锥的子集.

一个拓扑群既是群又是拓扑空间并使得群的加法映射和逆影射都是连续的. 注意, 一个

拓扑群是 T0, T1, T2 或 0的邻域的一个基本系统之交为 0 是等价的. 由文献 [4],我们可以提

炼到下述重要结果.

定理 2.6 设 A 是格序群 (不必 2-可除), 并设 C 是 A 的一个容许子集. 则开 C-球形

成 A 的一个拓扑 (C-拓扑) τ 的基. 若 A 还是 2-可除的, 则 A 是一个拓扑群.

这里不重述 Gusić 所列举的有趣例子和评注, 有兴趣的读者请参阅文献 [4]. 然而, 正如

下例所证, 我们指出 C-群不一定是 Hausdorff 空间:

例 2.7 令 A = R ⊕l R, 其中序是反字典序. 则 A 是线性序化可除群. 取 C =

∪n∈NA(0,1),n. 易见, A 是一个 C-群. 但是, A 在 C-拓扑下不是 T2. 例如 (1, 0) 和 (2, 0)

不能被 C-球分离.

然而, 如果 A 的正锥是 C-闭的, 则 C-拓扑群 A 既是 C-群又是 Hausdorff 空间.

推论 2.8 设 C 是格序群 A的一个容许子集. 若 A�0 是 C-闭的, 则 A 上的 C-拓扑是

Hausdorff 的.

证明 由定理 2.6知 A是拓扑群. 再由 A�0 闭知 (−A�0)亦闭,所以 0 = A�0∩(−A�0),

即证得 A 是 Hausdorff 空间.

注意, 如 A 不是 Archimedean, 则 A 中序列的 C-极限可能不唯一 (参见例 2.7). 应该说

下述定理本身很有趣.

定理 2.9 设 A 是 2-可除格序群. 则下述各项等价:

(i) A 是 Archimedean;

(ii) 对任意 a > 0, A�0 相对于 C = ∪n∈NAa,n 是闭的;

(iii) 对任意 a > 0, A 相对于 C = ∪n∈NAa,n 是 Hausdorff 的.

证明 由命题 2.5 和推论 2.8 易得: (i)⇒(ii)⇒(iii). (iii)⇒(i): 设 A 是非 Archimedean,

则存在 A 的严格正元 a 和 b 使得对任意 n ∈ N 有 nb � a. 令 C = ∪n∈NAa,n, 则 b 和 2b 不

能在 C-拓扑中分离, 因此 A 不是 T2 的.

评注 2.10 用文献 [8] 中的术语, C-群是一个 T1-群使得映射 a → −a + x + a (x 固定)

是连续的. 所以, 由定理 2.9 和定理 2.6 前的评注我们得到一个 Archimedean 2-可除 C-拓扑

格序群是一个 C-群. 然而, 我们将在下述反例 3.3 中举出说明这对 Gusić 的一般 C-群不成

立.

推论 2.11 设 A 是 Archimedean 2-可除 C-拓扑格序群, 则 A 的一个子群的闭是子群.

证明 由评注 2.10 和文献 [8, 定理 8.1] 即得.

引理 2.12 令 A 是 2-可除格序群, 则 A 相对于 A 的任意容许子集 C 是一个拓扑格.

证明 由于对任意 a, b ∈ A 有

N(N(a) − N(b)) � N(a + b) � N(a) + N(b)
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成立 1), 根据定理 2.6, 我们只需证明范数

N : A → A, x → N(x)

连续.对于任意 ε ∈ C,令 UN(a), ε 是一个半径为 ε围绕 N(a)的开 C-球,并令 Ua,ε 是一个半

径为 ε 围绕 a 的开 C-球. 取 x ∈ Ua,ε, 则

ε − N(N(x) − N(a)) � ε − N(x − a) = ε − (ε − cx) = cx ∈ C,

这里 ε − N(x − a) = cx ∈ C. 既然 x 是任意选取的, 我们得到 N(Ua,ε) ⊆ UN(a), ε, 所以格的

连续性证毕.

于是, 由定理 2.6 和引理 2.12 得到

定理 2.13 2-可除格序群 A 上的任意 C-拓扑使得 A 成为一个拓扑格序群.

3 格向量空间上的 C-拓扑

易见, 文献 [4] 中以及上述格序群的 C-拓扑理论自然地可应用于向量空间. 特别地, 由

定理 2.13 和推论 2.8 我们有

命题 3.1 设 L 是 Riesz 空间, 则任意 C-拓扑 τ 使得 L 成为拓扑格序群. 如果 L 是

Riesz C-空间 (即, 该格序群是 C-Archimedean) 且 L�0 是闭的, 则 L 是 Archimedean. 并且,

任何 Riesz-ArchimedeanC-空间是 Archimedean 函数格.

对于 Archimedean 全序域上的 Archimedean 格向量空间, 我们有以下定理.

定理 3.2 设 F 为 Archimedean 全序域, V 为 F 上的 Archimedean 格向量空间, v 是

V 中的任意严格正元. 令 C = ∪n∈NAv,n, 则 V 上的 C-拓扑使得 V 成为 T2 拓扑向量空间.

证明 由命题 3.1, 只需证明映射

m : F × V → V, (λ, x) → λx

连续. 对所有的 ε ∈ C,

ε − N(λx − λ0x0) � ε − ‖λ‖ · N(x − x0) + N(x) · ‖λ − λ0‖,
其中 ‖ · ‖ 是 Archimedean全序域 F 上的绝对值. 所以, 如我们分别选 n ∈ N, 0 < δλ0 ∈ F 和

0 < δx0 ∈ C 使得

δλ0 <
1

23+n
, δx0 <

ε

23+n
,
|x0|
2n

<
ε

8
且

‖λ0‖
2n

<
1
8
,

于是, 对所有 λ ∈ Uλ0, δλ0
和 x ∈ Ux0,δx0

, 我们有

ε − N(λx − λ0x0) � ε − (‖λ‖δx0 + N(x)δλ0)

� ε − ((δλ0 + ‖λ0‖)δx0 + (δx0 + N(x0))δλ0 )

� ε −
((

1
23+n

+
2n

8

)
ε

23+n
+

(
ε

23+n
+

2nε

8

)
1

23+n

)

� ε − ε

2
=

ε

2
∈ C,

证毕.

现在我们举例说明不是所有的 T2 拓扑格向量空间是 C-Archimedean,而是所有的 T2 拓

扑格序群是 C-Archimedean.

1) 注意,这些不等式只在交换格序群中成立. 对于更一般的情形,我们推荐读者参考文献 [9].
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例 3.3 文献 [10] 证明了 Wilson[11] 构造的 R 上的任一格序 � 是 Archimedean. 并且,

相对于 R 的每个 Wilson 序 �, 有一个最大 Archimedean 全序子域 F . 显然, R 是 F 上的格

向量空间. 令 � 是实数域上一个相对于最大 Archimedean 全序子域 F 的 Wilson 序, 且相

对于 Wilson 序下的任意实数 r > 0 取 C = ∪n∈NAr,n. 则该 C-拓扑 τ 使得 R 成为一个 T2

拓扑 Archimedean 向量空间, 但不是 C-Archimedean. 事实上, 由 Artin-Schreier 理论, 文献

[11]中构造的序中 R没有强单位,由于该构造是通过无限多次连续的域扩张,因此 R中任意

严格正元在后继域扩张中将不再是强单位. 所以这样构造序之后的 R 不是 C-Archimedean.

致谢 作者感谢几位审稿人的宝贵评论.
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