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启动项目

摘要 群 G 的子群 H 称为在 G 中弱 s-可补的, 如果 G 有子群 T , 使得 HT = G 且

H ∩ T � HsG. 这里 HsG 是包含在 H 中的 G 的最大的 s-置换子群. 本文构造了一个例子

说明在 [J Algebra, 315: 192–209, 2007] 中的公开问题 6.3 和 6.4 是不成立的, 并且证明了

在许多情况下公开问题 6.4 成立. 由此统一和推广了一系列已知结果.
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1 引言

本文中所有群皆为有限群.

如果对于 G 的任意 Sylow 子群 P 都有 PH = HP , 群 G 的一个子群 H 称为在 G 中

s-置换的. 在文献 [1] 中, 作者引入了下面广义 s-置换子群的概念: 1) 群 G 的一个子群 H 称

为在 G 中弱 s-置换的, 如果 G 有次正规子群 T , 使得 HT = G 且 H ∩ T � HsG. 2) 群 G 的

一个子群 H 称为在 G 中弱 s-可补的, 如果 G 有子群 T , 使得 HT = G 且 H ∩ T � HsG, 其

中 HsG 是包含在 H 中的 G 的最大 s-置换子群. 此外，在文献 [1] 中, 作者提出了下列问题:

公开问题 1 ([1, 问题 6.4]) 设 F 是包含所有超可解群的一个饱和群系, G 是一个群且

G 有一个正规子群 E, 使得 G/E ∈ F. 假设 E 的每一个非循环 Sylow 子群 P 有一个子群

D 满足 1 < |D| < |P | 且 P 的所有满足 |H | = |D| 和 |H | = 2|D| (若 P 是非交换 2- 群且

|P : D| > 2) 的子群 H 在 G 中弱 s-可补. 则 G ∈ F?

本文证明了下面的三个定理，它们说明了在许多情形下 (对极大子群和极小子群) 这个

公开问题是成立的.

定理 A 设 F 是包含所有超可解群的一个饱和群系. 则群 G ∈ F 的充要条件是 G 有

一个正规子群 E 使得 G/E ∈ F 且 E 的每个非循环 Sylow 子群的在 G 中没有 U-补充的极

大子群在 G 中弱 s-可补.
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定理 B 设 F 是包含所有超可解群的一个饱和群系. 则群 G ∈ F 的充要条件是 G 有

正规子群 E, 使得 G/E ∈ F 且 E 的每一个非循环 Sylow 子群的在 G 中没有 U-补充的素数

阶循环子群或 4 阶循环子群 (若 E 的 Sylow 2-子群是非交换的) 在 G 中弱 s-可补.

定理 C 设 p 是一个素数, F 是包含所有 p-幂零群的一个饱和群系. 假设对某一个不

小于 1 的整数 n, 群 G 的阶满足 (|G|, (p − 1)(p2 − 1) · · · (pn − 1))=1. 则 G ∈ F 的充要条件

是 G 有一个正规子群 E, 使得 G/E ∈ F 且 E 有一个 Sylow p-子群 P , 使得 P 的每个在 G

中没有 p-幂零补充的 n-极大子群 (如果存在) 在 G 中弱 s-可补.

然而, 在第 4 节, 我们构造了一个例子说明在一般情况下上面的公开问题是不成立的.

同时, 这个例子还说明了另一个类似的公开问题 (参见文献 [1; 问题 6.3]) 也是不成立的.

在第 5 节, 我们指出了在许多文章中的结果都是我们定理的特殊情况.

文中未交待的符号和术语都是标准的, 读者可参阅专著 [2, 3].

2 预备知识

回想, 一个群类 F 称为一个群系,如果 F 是关于同态像和次直积闭的. 一个群系 F 称为

饱和的, 如果它包含所有满足 G/Φ(G) ∈ F 的群 G. 群系 F 称为 s-闭的, 如果当 G ∈ F 时,

则 G 的每个子群也属于 F. 我们用 U 表示所有超可解群的群类. 众所周知, U 是一个 s-闭

的饱含群系. 设 F 是一群系. 我们称群 G 的子群 H 在 G 中 F-可补充, 如果 G 有一个子群

T ∈ F, 使得 HT = G. 在这种情况下, 称 T 是 H 在 G 中的一个 F-补充.

为方便读者, 我们列举一些已知结果. 它们在后面的证明中是有用的.

引理 2.1 ([4, 推论 7.7.2]) 设 G 是一个可解群, A � G. 则:

(1) 如果 A 是 G 的次正规 Hall-子群, 那么 A � G.

(2) 如果 A 是 G 的次正规 π-子群, 那么 A � Oπ(G).

引理 2.2 设 H 是群 G 的一个 s-置换子群. 则:

(1) H 在 G 中次正规 (参见文献 [5, 推论 I.6.3] 和 [1, 引理 2.6]).

(2) 如果 H 是 p-群, 对某个素数 p, 那么 Op(G) � NG(H) (参见文献 [6; 引理 A]).

引理 2.3 ([5, 定理 I.6.1]) 设 G 是一个群且 H � G. 则

(1) 如果 H 在 G 中 s-置换且 θ 是 G 的一个同态映射, 那么 Hθ 在 Gθ 中 s-置换.

(2) 如果 H � K � G 且 H 在 G 中是 s-置换的, 那么 H 在 K 中 s-置换.

引理 2.4 ([1, 引理 2.8]) 设 G 是一个群, H � K � G. 则下列断言成立

(1) HsG 在 G 中 s-置换且 HG � HsG.

(2) HsG � HsK .

(3) 如果 H 在 G 中正规, 那么 (K/H)s(G/K) � KsG/H .

(4) 如果 H 是 G 的 Sylow 子群或者是 G 的极大子群, 那么 HsG = HG.

引理 2.5 ([7, 引理 2.3]) 设 F 是包含 U 的一个饱含群系, G 是一个群且有一个正规子

群 E, 使得 G/E ∈ F. 如果 E 循环, 则 G ∈ F.

引理 2.6 ([8, 引理 3.10]) 设 G 是一个群, p 和 q 是 |G| 的两个不同的素因子, P 是 G

的一个非循环 Sylowp-子群且 Q 是 G的 Sylow q-子群. 如果 P 的所有 (可能只有一个)极大

子群在 G 中有 q-闭补充, 则 G 是 q-闭的.

下面引理是显然成立的.
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引理 2.7 设 F 是群系, H 是群 G 的一个 F-可补充子群.

(1) 如果 N � G, 则 HN/N 在 G/N 中 F-可补充.

(2) 如果 H � K � G 且 F 是 s-闭的, 则 H 在 K 中 F-可补充.

引理 2.8 ([1, 引理 2.10]) 设 G 是一个群, H � K � G. 则下列断言成立:

(i) 如果 H 在 G 中弱 s-可补, 则 H 在 K 中弱 s-可补;

(ii) 假设 H � G. 则 K/H 在 G/H 中弱 s-可补当且仅当 K 在 G 中弱 s-可补.

(iii) 如果 H � G, 则对于每个在 G 中弱 s-可补的且满足 (|E|, |H |) = 1 的子群 E, 有

HE/H 在 G/H 中弱 s-可补.

引理 2.9 假设群 G 的每个非循环的 Sylow 子群的极大子群在 G 中 U-可补充. 则 G

是超可解的.

证明 假设引理不真, 并令 G 为极小阶反例. 设 p 是 |G| 的一个最大素因子, 且 P 是

G 的一个 Sylow p-子群. 我们断言: P 在 G 中正规. 事实上, 设 q 是 |G| 的最小素因子, 且

Q 是 G 的一个 Sylow q-子群. 如果 Q 循环, 那么由文献 [3, 定理 IV. 2.8] 知, G 是 q-幂零的.

因此 G 有正规 Hall q′-子群 T . 由引理 2.7 知, T 满足假设条件. 由 G 的极小选择知, T 是超

可解的. 由此得到 P � T , 从而 P � G. 如果 Q 非循环, 那么 Q 的每个极大子群在 G 中有

U-补充 T . 由 p 的极大性知, T 是 p-闭的. 从而由引理 2.6, P � G. 于是我们的断言成立. 设

N 是包含在 P 中 G的一个极小正规子群. 则 N 是初等交换 p-群. 由引理 2.7知, G/N 满足

引理假设. 由 G 的选择, G/N 是超可解的. 从而 N 是包含在 P 中 G 的唯一极小正规子群

且 N � Φ(G). 因此 P = Op(G) = N . 因为 G/P 是超可解的但 G 非超可解, 所以由引理 2.5

知, P 非循环. 由假设, P 的每个极大子群 P1 在 G 中有 U-补充 T . 这表明 PT = G. 因为

P = N 是交换的,所以 P ∩T 在 G中正规. 又因为 P 是 G的极小正规子群,所以 P ∩ T = 1

或者 P ∩ T = P . 如果 P ∩ T = 1,那么 |P ||T | = |G| = |P1||T |. 这是不可能的. 故 P ∩ T = P ,

从而 G = T 是超可解的. 这一最后的矛盾完成了引理的证明.

引理 2.10 ([1, 引理 2.11]) 设 N 是群 G 的一个初等交换正规子群. 假设 N 有一个子

群 D 满足 1 < |D| < |N | 且 N 的所有满足 |H = |D| 的子群 H 在 G 中弱 s-置换. 则 N 的

某个极大子群在 G 中正规.

引理 2.11 设 G 是一个群, p 是一个素数且对某一个 � 1 的整数 n, pn+1 � |G|. 如果
(|G|, (p − 1)(p2 − 1) · · · (pn − 1))=1, 那么 G 是 p-幂零的.

证明 假设引理不真, 并令 G 为一个极小阶反例. 显然, G 的每个子群满足引理的条

件. 由 G 的极小选择知, G 是极小非 p-幂零群. 由文献 [9, 定理 10.3.3] 和 [2, 定理 3.11]

知, G = [P ]Q 是两个 Sylow 子群的半直积. 易见 G 的每个真商群也满足引理的条件. 因

此 Φ(P ) = Φ(G) = 1. 从而 P 是初等交换 p-群. 因为 |P | � pn, 所以 |AutG(P )| 整除
(p−1)(p2−1) · · · (pn−1). 又因为 NG(P )/CG(P ) � AutG(P ),所以由条件知 NG(P )/CG(P ) =

1. 因此由文献 [9, 定理 10.1.8]知, G 是 p-幂零的. 这一矛盾完成了引理的证明.

引理 2.12 设 p 是一个素数, G是一个群且 (|G|, p− 1)=1. 假设 P 是 G 的一个 Sylow

p-子群且 P 的每个极大子群在 G 中 p-幂零可补充. 则 G 是 p-幂零的.

证明 如果 p2 � |G|, 那么由引理 2.11 知, G 是 p-幂零的. 假设 p2||G|, 并令 P1 是 P 的

极大子群. 由假设, P1 在 G中有 p-幂零补充 T1. 设 K1 是 T1 的一个正规 Hall p′-子群. 显然,

K1是 G的一个 Hall p′-子群. 因此 G = P1T1 = P1NT1(K1) = P1NG(K1). 我们断言: K1在 G
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中正规. 事实上,如果 K1在 G中不正规,那么 NP (K1) = NG(K1)∩P �= P . 从而 P 有极大子

群 P2,使得 NP (K1) � P2. 因为 P = P ∩G = P ∩P1NG(K1) = P1(P ∩NG(K1)) = P1NP (K1),

所以 P1 �= P2. 由假设, P2 在 G 中 p-幂零可补充. 重复上面的过程, 我们可以找到 G 的一

个 Hall p′-子群 K2 使得 G = P2NG(K2). 如果 p = 2, 那么由 [10; 主要定理] 知, K1 和

K2 在 G 中共轭. 如果 p > 2, 那么由 Feit-Thompson 定理知, G 是可解的. 从而 K1 和 K2

在 G 中共轭. 即存在 g ∈ P 使得 (K2)g = K1. 则 G = (P2NG(K2))g = P2NG(K1). 从而

P = P ∩ G = P ∩ P2NG(K1) = P2(P ∩ NG(K1)) = P2NP (K1) = P2. 此矛盾完成了引理的证

明.

3 定理 A, B 和 C 的证明

定理 A 的证明 必要性是显然的, 我们仅需证明充分性. 假设充分性不成立. 选定一

个饱和群系 F, 并设 G 是一个极小阶反例. 则

(1) E 是可解的.

显然, E/E ∈ U. 由引理 2.7和 2.8,我们知道 E 的每个非循环 Sylow子群的极大子群要

么在 E 中 U-可补充, 要么在 E 中是弱 s-可补的. 如果 E < G, 那么由 G 的选择可知, E 是

超可解的. 因此我们能够假设 G = E. 在这种情形下, G/E ∈ U.

假设对 |G| 的任意素因子 p, 有 Op(G)=1. 由引理 2.9,存在一个素数 p 整除 |G| 使得 G

有一个非循环的 Sylow p-子群 P 且 P 有一个极大子群 P1 在 G 中不是 U-可补充的. 则由

定理的条件, P1 在 G 中弱 s-可补. 从而在 G 中存在一个非超可解子群 T 使得 P1T = G 且

P1 ∩ T � (P1)sG. 由引理 2.1 和 2.2 知, P1 ∩ T � Op(G) = 1. 于是 |T |p = p. 显然, T/T ∈ U.

假设 Q 是 T 的一个非循环的 Sylow q-子群, 其中 q 是整除 |T | 的一个素数. 则 q �= p 且 Q

是 G 的一个非循环的 Sylow q-子群. 由假设, Q 的每个极大子群在 G 中要么 U-可补充, 要

么弱 s-可补.因此,由引理 2.7和 2.8知, Q的每个极大子群在 T 中要么 U-可补,要么弱 s-可

补. 这表明 (U, T ) 满足定理的条件. 由 G 的选择知, T 是超可解的. 这一矛盾说明了存在某

个素数 p 整除 |G| 使得 Op(G) �= 1.

现在我们声称: (U, G/Op(G)) 满足定理的条件. 事实上, (G/Op(G))/(G/Op(G)) ∈ U. 假

设 q ∈ π(G/Op(G)) 且 T/Op(G) 是 G/Op(G) 的一个非循环的 Sylow q-子群. 如果 q = p, 那

么 T 是 G 的非循环 Sylow q-子群. 对 T/Op(G) 的任意一个极大子群 T1/Op(G), T1 也是 T

的一个极大子群. 由假设, T1 在 G 中要么 U-可补充, 要么弱 s-可补. 应用引理 2.7 和 2.8 知,

T1/Op(G) 在 G/Op(G) 中要么 U-可补充, 要么弱 s-可补. 现在假设 q �= p. 令 T1/Op(G) 是

T/Op(G) 的一个极大子群, Q1 是 T1 的一个 Sylow q-子群. 则 T 有 Sylow q-子群 Q 使得

Q1 = Q ∩ T1. 显然, T = QOp(G), T1 = Q1Op(G), Q 非循环且 Q1 是 Q 的极大子群. 由假设,

Q1 在 G中要么 U-可补充,要么弱 s-可补.由引理 2.7和 2.8知, T1/Op(G) = Q1Op(G)/Op(G)

在 G/Op(G)中要么 U-可补充,要么弱 s-可补.这表明 G/Op(G)满足定理的条件.因此,由 G

的选择, G/Op(G) 是超可解的, 从而 G 可解. 于是 (1) 成立.

(2) 设 X 是 E 的任意 Hall 子群. 如果 X 是 G 的真子群, 则 X 是超可解的.

显然, X/X ∈ U. 设 P 是 X 的一个非循环 Sylow p-子群且 P1 是 P 的一个极大子群. 则

P 是 E 的非循环 Sylow p-子群. 由假设, P1 在 G 中要么 U-可补充, 要么弱 s-可补. 由引理

2.7 和 2.8 知, P1 在 X 中要么 U-可补充, 要么弱 s-可补. 于是 (U, X) 满足定理的条件, 从而
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由 G 的选择知, X 是超可解的.

(3) 设 N 是包含在 E 中的 G 的一个极小正规子群. 则 N 是交换的, G/N ∈ F 且

E/N ∈ U.

因为由 (1) 知, E 是可解的, 所以 N 是交换的. 用类似上面的方法, 我们可以证明 (F,

G/N) 和 (U, E/N) 满足定理的条件. 由 G 的选择, G/N ∈ F 且 E/N ∈ U.

(4) N 是包含在 E 中的 G的唯一极小正规子群且对某一素数 p,有 N = Op(E) = F (E).

因为 F 是饱和群系, 所以由 (3) 知, N 是包含在 E 中的 G 的唯一极小正规子群且

N � Φ(G). 选择 G 的一个极大子群 M 使得 G = [N ]M , 并假设 N 是 p-群. 那么 F (E) =

F (E)∩NM = N(F (E)∩M). 因为 N � Op(E) � F (E) � F (G) � CG(N),所以 F (E)∩M �G.

因此 F (E) ∩ M=1. 从而 N = Op(E) = F (E).

(5) N 是 E 的非循环 Sylow p-子群.

由引理 2.5 和 (3) 知, N 非循环. 设 q 是 |E| 的最大素因子, 并设 Q 是 E 的一个 Sylow

q-子群. 则 QN/N 是 E/N 的一个 Sylow q-子群. 设 P 是 E 的 Sylow p-子群. 因为 E/N 是

超可解的, 所以 NQ/N � E/N . 故 QN � E. 如果 q = p, 那么 P = Q = QN � E. 由 (4) 知,

N = Op(E) = P 是 E 的 Sylow p-子群. 现在假设 q > p. 则 PQ = PNQ 是 E 的 Hall 子

群. 如果 PQ < G, 那么由 (2) 知, PQ 是超可解的. 于是 Q � PQ, 从而 Q � QN . 故 Q � E.

这与 (4) 矛盾. 因此 G = PQ = E 且 Q 在 G 中不正规. 假设 N < P . 由 Frattini 论断,

G = QNNG(Q) = NNG(Q). 因为 N 非循环, 所以 P 非循环. 由引理 2.6 知, 存在 P 的一个

极大子群 P1 使得 P1 在 G 中没有 q-闭补充. 于是 P1 在 G 中非 U-可补充. 因此, 由假设知,

G 有子群 T , 使得 P1T = G 且 P1 ∩ T � (P1)sG. 由 P1 的选择, T 不是 p-幂零的. 由引理

2.1 和 2.2, Op(G) � NG((P1)sG) 且 P1 ∩ T � (P1)sG � Op(G) = N . 因此 (P1)sG � P1 ∩ N .

从而 (P1)sG � ((P1)sG)G = ((P1)sG)Op(G)P =((P1)sG)P � (P1 ∩ N)P = P1 ∩ N � N . 故

((P1)sG)G = 1 或者 ((P1)sG)G = P1 ∩ N = N . 如果 ((P1)sG)G = 1, 那么 P1 ∩ T = 1, 从

而 |T |p = p. 故 T 是 p-幂零的, 矛盾. 如果 ((P1)sG)G = P1 ∩ N = N , 那么 N � P1. 于是

G = NNG(Q) = P1NG(Q). 这意味着 P1 在 G 中有 q-闭补充, 再次矛盾. 因此 N = P 是 E

的 Sylow p-子群.

(6) 最后的矛盾.

由 (3)和 (4)及其证明知, G = [N ]M ,其中 M 是 G的一个极大子群. 设 Mp 是 M 的一

个 Sylow p-子群,则 P = NMp 是 G的一个 Sylow p-子群. 令 N1 = N ∩P1, 其中 P1 是 P 的

包含Mp 的极大子群. 则 P = NP1, N1 是 N 的极大子群且 N1 �P . 设 T 是 N1 在 G中的任

意一个补充. 则 N1T = G. 从而 NT = G 且 N = N ∩N1T = N1(N ∩ T ). 这说明 N ∩ T �= 1.

但因为 N ∩T 在 G中正规且 N 是 G的极小正规子群, 所以 N ∩T = N . 因此 T = G非超可

解.由假设, N1 在 G 中弱 s-可补.从而对于 G的某个子群 T , G = N1T 且 N1 ∩ T � (N1)sG.

因为 T = G, 所以 N1 = (N1)sG 在 G 中 s-置换. 由引理 2.2 知, Op(G) � NG(N1). 因此

N1 � POp(G) = G. 这一矛盾完成定理的证明.

定理 B 的证明 因为必要性是显然的，所以我们仅给出充分性的证明. 假设充分性不

成立, 选定一个饱和群系 F, 并设 G 是一个极小阶反例. 则

(1) E 是可解的.

设 T 是 E 的一个真子群. 则 |T | < |G| 且 T/T ∈ U. 设 〈x〉 是 T 的任一非循环 Sylow
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子群的一个循环子群且 |〈x〉| 是一个素数或者 |〈x〉| = 4 (如果 T 的 Sylow 2- 子群非交换). 显

然 〈x〉 也是 E 的非循环 Sylow 子群的循环子群且 |〈x〉| 为一个素数或者 |〈x〉| = 4 (如果 E

的 Sylow 2- 子群非交换). 由假设, 〈x〉 在 G 中要么 U-可补充, 要么弱 s-可补. 由引理 2.7 和

2.8 知, 〈x〉 在 T 中要么 U-可补充, 要么弱 s-可补. 这说明 (U, T ) 满足定理的条件. 因此, 由

G 的极小选择知, T 是超可解的. 由文献 [2, 定理 3.11.9]知, E 是可解的.

(2) GF 是 p-群,其中 GF 是 G的 F-剩余, p 是某个素数. 如果令 P = GF. 则 P/Φ(P )是

G 的主因子且 exp(P ) = p 或者 exp(P ) = 4 (若 |p| = 2 且 P 非交换).

因为 G/E ∈ F, 所以 GF ⊆ E. 设 T 是 G 的一个极大子群且满足 GF � T (即 T 是

G 的一个 F-伪正规极大子群). 则 TE = G. 我们断言 (F, T ) 满足定理的条件. 事实上,

T/T ∩ E ∼= TE/E = G/E ∈ F. 用类似上面的方法, 我们可以证明 (F, T ) 满足定理的条件.

由 G 的选择, T ∈ F. 于是由文献 [2, 定理 3.4.2] 知, (2) 成立.

(3) 对于任意元素 x ∈ P = GF, 〈x〉 在 G 中 s-置换.

设 x ∈ P . 则由 (2) 知, |x| = p 或者 |x| = 4. 设 T 是 〈x〉 在 G 中的一个补充.

则 G = 〈x〉T , 从而 P = P ∩ G = P ∩ 〈x〉T = 〈x〉(P ∩ T ). 因为 P/Φ(P ) 交换, 所以 (P ∩
T )Φ(P )/Φ(P )�G/Φ(P ). 因此 (P ∩T )Φ(P )�G. 而 P/Φ(P )是 G的主因子,故 P ∩T � Φ(P )

或者 P = (P ∩ T )Φ(P ) = P ∩ T . 如果对 〈x〉 的某个补充 T 有 P ∩ T � Φ(P ) 成立, 那么

〈x〉 = P � G. 显然 〈x〉 在 G 中是 s-置换的. 现在我们假设对于 〈x〉 的任意补充 T 都有

P ∩ T = P . 那么 T = G 是 〈x〉 在 G 中的唯一补充. 因为 T = G 非超可解的, 所以由假设,

〈x〉 在 G 中是弱 s-可补. 于是 〈x〉 = 〈x〉 ∩ T � 〈x〉sG. 从而 〈x〉 = 〈x〉sG 在 G 中 s-置换.

(4) |P/Φ(P )| = p.

假设 |P/Φ(P )| �= p,且设 T/Φ(P )是 P/Φ(P ) 的任一循环子群. 对任意 x ∈ T \Φ(P ), 有

T = 〈x〉Φ(P ). 由 (3) 知, 〈x〉 在 G 中 s-置换的. 因此, 由引理 2.3 知, T/Φ(P ) 在 G/Φ(P ) 中

s-置换. 从而, 由引理 2.10 知, P/Φ(P ) 有一个极大子群在 G/Φ(P ) 中正规. 这与 P/Φ(P ) 是

G 的主因子矛盾. 因此 |P/Φ(P )| = p.

(5) 最后的矛盾.

因为 P = GF, 所以 G/P ∈ F. 从而 (G/Φ(P ))/(P/Φ(P )) ∼= G/P ∈ F. 由引理 2.5,

G/Φ(P ) ∈ F. 因为 Φ(P ) � Φ(G) 且 F 是饱和群系, 所以 G ∈ F. 这一最后的矛盾完成定理的

证明.

注 我们听审稿人说在参考文献 [11](待发表) 中, 其作者也给出了与定理 B 相同的结

果, 但证明方法不同.

群 G 的子群 Mn 称为 G 的一个 n-极大子群, 如果 G 有子群列: Mn < Mn−1 < · · · <

M1 < M0 = G, 使得 Mi 是 Mi−1 的极大子群, 对所有 i = 1, . . . , n.

为证明定理 C, 我们首先证明下面结果.

引理 3.1 设 G 是一个群, p 是一素数满足对某个不小于 1 的整数 n, 有 (|G|, (p −
1)(p2 − 1) · · · (pn − 1))=1. 假设 G 有一个 Sylow p-子群 P 使得 P 的每个 n-极大子群 (如果

存在) 在 G 中要么 p-幂零可补充, 要么弱 s-可补, 则 G 是 p-幂零的.

证明 假设引理不成立, 并设 G 为一个极小阶反例. 由引理 2.11 知, pn+1||G|. 故 P 有

非单位的 n-极大子群. 由引理 2.12 知, 存在 P 的极大子群 P1 使得 P1 在 G 中没有 p-幂零

补充. 于是 P 的包含在 P1 中的每个 n-极大子群 Pn 在 G中没有 p-幂零补充. 因此,由假设,
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G 有一个非 p-幂零子群 T , 使得 PnT = G 且 Pn ∩ T � (Pn)sG.

(1) Pn ∩ T �= 1 且 Op(G) �= 1.

假设 Pn∩T = 1. 那么 |T |p = pn. 由引理 2.11, T 是 p-幂零的. 这一矛盾说明 Pn∩T �= 1.

由引理 2.1 和 2.2 知, (P1)sG � Op(G). 故 Op(G) �= 1.

(2) G/L 是 p-幂零的, 对于包含在 Op(G) 中 G 的任意非单位正规子群 L.

如果 pn+1 � |G/L|. 由引理 2.11, G/L 是 p-幂零的. 因此我们不妨假设 pn+1||G/L|. 设
Mn/L 是 P/L 的任意一个 n-极大子群. 显然, Mn 也是 P 的 n-极大子群. 由假设, Mn 在 G

中要么 p-幂零可补充, 要么弱 s-可补. 于是由引理 2.7 和 2.8, Mn/L 在 G/L 中要么 p-幂零

可补充, 要么弱 s-可补. 由 G 的极小选择, G/L 是 p-幂零的.

(3) N = Op(G) 是 G 的极小正规子群, 且对于 G 的某个极大子群 M 有 G = [N ]M 且

M 是 p-幂零群.

设 N 是包含在 Op(G) 中 G的一个极小正规子群. 显然, N 是初等交换 p-群. 由 (2) 知,

N 是包含在 Op(G) 中 G 的唯一极小正规子群且 N � Φ(G). 因此, 存在 G 的极大子群 M

使得 G = [N ]M . 从而 M � G/N 是 p-幂零的且 Op(G) = Op(G) ∩ NM = N(Op(G) ∩ M).

因为 N � Op(G) � F (G) � CG(N), 所以 Op(G) ∩ M 在 G 中正规. 这导致了 Op(G) ∩ M=1.

于是 N = Op(G).

(4) 最后的矛盾.

由引理 2.1 和 2.2, Op(G) � NG((Pn)sG) 且 Pn ∩ T � (Pn)sG � Op(G) = N . 所以

(Pn)sG � P1∩N . 从而 1 �= (Pn)sG � ((Pn)sG)G = ((Pn)sG)Op(G)P =((Pn)sG)P � (P1∩N)P =

P1 ∩ N � N . 因为 N 是 G 的极小正规子群, 所以 ((Pn)sG)G = P1 ∩ N = N . 故 N � P1. 从

而 G = NM = P1M . 这说明 P1 在 G 中有 p-幂零补充 M . 这与 P1 的选择矛盾. 这最后的

矛盾完成了引理的证明.

定理 C 的证明 必要性是显然的, 我们仅仅需要证明充分性. 假设充分性不成立, 并令

G 为一个极小阶反例. 由引理 2.7 和 2.8 知, P 的每个 n-极大子群在 E 中要么 p-幂零可补

充, 要么弱 s-可补. 于是由引理 3.1 知, E 是 p-幂零的. 显然 E �= G. 设 T 是 E 的一个正规

Hall p′-子群. 现在我们分以下步骤证明:

(1) T=1. 从而 P = E � G.

假设 T �= 1. 因为 T 是 E 的正规 Hall p′-子群且 E � G, 所以 T � G. 我们断言 G/T (相

对于 E/T 来说) 满足定理的条件. 事实上, (G/T )/(E/T ) � G/E ∈ F, 且 E/T = PT/T 是

p-群. 假设 Mn/T 是 PT/T 的一个 n-极大子群, 且 Pn = Mn ∩ P . 则 Pn 是 P 的 n-极大子

群, 且 Mn = PnT . 由假设, Pn 在 G 中要么 p-幂零可补充, 要么弱 s-可补. 由引理 2.7 和 2.8

知, Mn/T = PnT/T 在 G/T 中要么 p-幂零可补充, 要么弱 s-可补. 由引理 3.1 知, G/T 是

p-幂零的. 这推出 G 也是 p-幂零的. 因此 G ∈ F, 这一矛盾说明 T = 1, 从而 P = E � G.

(2) 假设 Q 是 G 的一个 Sylow q-子群, 其中 q 是 |G| 的一个素因子且 q �= p, 那么

PQ = P × Q.

由 (1), P = E � G. 于是 PQ 是 G 的一个子群. 由引理 2.7 和 2.8 知, P 的每个 n-极大

子群在 PQ 中要么 p-幂零可补充, 要么弱 s-可补. 因此, 由引理 3.1 知, PQ 是 p-幂零的. 从

而 Q � PQ. 故 PQ = P × Q.

(3) 最后的矛盾.
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设 H 是包含在 P 中的 G 的任一非单位正规子群且 Gp 是 G 的 Sylow p-子群. 由 (2),

对于 G 任意的 Sylow q-子群 Q,其中 q �= p, 我们有 HQ = H × Q. 故 Op(G) � CG(H), 从而

[H, G]=[H, GpO
p(G)] = [H, Gp] � G. 我们断言: [H, Gp] < H . 事实上, 如果 [H, Gp] = H , 那

么对任意的非负整数 t, H = [H, Gp, ..., Gp] � Gp
t+1, 其中 Gp 在 [H, Gp, ..., Gp] 中的个数为

t. 这与 [12; 定理 A.10.3] 矛盾. 因此 [H, Gp] < H . 从而存在 G 的正规子群 K 使得 H/K 是

G 的主因子且 [H, G] � K. 由此得到 H/K � Z(G/K). 但因为 G/P ∈ F, 所以 G ∈ F. 这最

后的矛盾完成了定理的证明.

4 两个公开问题的回答

在这一节, 我们构造一个例子说明在第一节中出现的公开问题的答案是否定的.

例子 令 H = 〈a, b | a5 = b5 = 1, a �= b, 且 ab = ba〉, α 是 H 的一个 3 阶自同构其满足

aα = b, bα = a−1b−1. 令 H1 = H , H2 = 〈a′, b′〉 是 H1 的一个副本, 且令 G = [H1 × H2]〈α〉.
假设 H3 = 〈aa′, bb′〉, H4 = 〈aa′b, a−1b′〉. 那么 Hi (i = 1, 2, 3, 4) 是 G 的 25 阶极小正规子群.

从而 G 非超可解. 设 A 是 G 的任意一个 25 阶子群. 我们断言: 存在一个 i ∈ {1, 2, 3, 4}
使得 Hi ∩ A = 1. 如果对某个 Hi, 有 Hi = A. 则断言显然成立. 因此我们可以假设对

所有 i = 1, 2, 3, 4, Hi ∩ A 都是 5 阶循环群. 设 H1 ∩ A = 〈ai1bj1〉, H2 ∩ A = 〈a′i2b
′j2〉,

H3 ∩ A = 〈(aa′)i3(bb′)j3 〉. 我们现在来证明 i1 = i2, j1 = j2.

事实上, 如果 i1 = 0, 那么 H1 ∩ A = 〈bj1〉 = 〈b〉 且 A = (H1 ∩ A)(H2 ∩ A) = 〈b, a′i2b′j2〉.
因为 (aa′)i3(bb′)j3 ∈ A, 所以 i3 = 0, 从而 i2 = 0. 故 i1 = i2 = 0. 然而因为对 i = 1, 2,

Hi ∩ A 的阶为 5, 所以我们可以假设 j1 = j2 = 1. 如果 i1 �= 0, 那么用类似上面的方法, 可以

得到 i2, i3 �= 0. 因为 H1 ∩ A = 〈ai1bj1〉 总可以写成 〈abk〉 形式, 对某个整数 k, 所以可以假设

i1 = 1. 同样我们可以假设 i2 = i3 = 1. 故 abj1 , a′b′j2 , aa′(bb′)j3 ∈ A. 于是 bj3−j1b′j3−j2 ∈ A.

如果 bj3−j1b′j3−j2 �= 1, 那么 a′b′j2 ∈ A = 〈abj1 , bj3−j1b′j3−j2〉. 但是这显然是不可能的. 因此

j1 = j2 = j3. 故 i1 = i2 且 j1 = j2.

此时, 易知 H4 ∩ A = 1. 从而断言成立. 这表明对某个 i, T = Hi〈α〉 是 A 在 G 中的补,

从而 A 在 G 中是弱 s-可补的.

显然, 这个群 G 满足公开问题 1 的条件, 但 G 非超可解. 故我们给出了这个公开问题

(参见文献 [1, 问题 6.4]) 的一个否定回答 (因为如果我们令 F = U, 则 U 本身也是一个包含

所有超可解群的饱和群系).

同时, 这个例子还给出了另一个类似的公开问题 (参见 [1, 问题 6.3]) 的一个否定回答.

5 一些应用

显然, 群 G 的所有正规子群, c-正规子群, c-可补子群, s-置换子群，弱 s-置换子群都是

G 的弱 s-可补子群.

在一些文献中, 我们还可以找到下面一些概念.

设 F 是一个群类. 群 G 的子群 H 称为在 G 中 F-s-可补的 [13], 如果 G 有一个子群 T

使得 HT = G 且 T/T ∩ HG ∈ F.

群 G 的子群 H 在 G 中称为 Q-可补的 [14], 如果 G 有一个子群 T , 使得 HT = G 且

600



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 5 期

H ∩ T � HQG, 其中 HQG 是包含在 H 中 G 的最大拟正规 (置换) 子群.

若 H 在 G 中 Q-可补, 则显然 H 在 G 中弱 s-可补. 不难证明: 如果 F 是一个饱和群

系且 H 在 G 中 F-s-可补, 那么 H 在 G 中 F-可补充. 事实上, 如果 H 在 G 中 F-s-可补,

那么 G 有一个子群 T 使得 HT = G 且 T/T ∩ HG ∈ F. 我们仅仅考虑 T �∈ F 的情形. 因

为 F 是饱和群系, 所以 T ∩ HG � Φ(T ). 令 T = (T ∩ HG)T1. 则 T1 < T , HT1 = G 且

T1/T1∩HG = T1/T1∩ (T ∩HG) � T/T ∩HG ∈ F. 如果 T1 ∈ F,那么 H 在 G中 F-可补充. 设

T1 �∈ F. 因为 T 是有限群, 由归纳我们可以找到 T 的一个子群 Tn 使得 Tn ∈ F 且 HTn = G,

也就是说, H 在 G 中 F-可补充.

因此下面结果都是定理 A 和定理 B 的特殊情况.

推论 5.1 设 F 是包含 U 的一个饱和群系，G 是一个群. 如果 G 有正规子群 E 使得

G/E ∈ F 且 E 的任一非循环的 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中弱 s-可补, 那么 G ∈ F.

推论 5.2 设 G 是一个群. 如果 G 的任一非循环的 Sylow 子群的每个素数阶子群和 4

阶子群在 G 中弱 s-可补, 那么 G 是超可解的.

推论 5.3 ([15,定理 3.3]) 设 E 是群 G的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果 E

的任意 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中 c-正规, 那么 G 是超可解的.

推论 5.4 ([15,定理 3.4]) 设 E 是群 G的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果 E

的每个素数阶子群和 4 阶子群 (如果 E 的 Sylow 2-子群是非交换的) 在 G 中 c-正规, 那么

G 是超可解的.

推论 5.5 ([16]) 设 G 是奇阶群. 如果 G 的每个素数阶子群在 G 中正规, 那么 G 是超

可解的.

推论 5.6 ([17]) 如果群 G 的任意 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中正规, 那么 G 是

超可解的.

推论 5.7 ([18, 定理 3.7]) 如果群 G 的任意 Sylow 子群的在 G 中没有超可解补充的极

大子群在 G 中正规, 那么 G 是超可解的.

推论 5.8 ([19, 定理 4.2]) 如果群 G 的每个素数阶子群和 4 阶子群在 G 中 c- 正规, 那

么 G 是超可解的.

推论 5.9 ([19, 定理 4.1]) 如果群 G 的任意 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中 c- 正

规, 那么 G 是超可解的.

推论 5.10 ([20, 定理 3.4]) 设 F 是包含 U 的一个饱和群系. 如果 GF 的每个素数阶子

群和 4 阶循环子群在 G 中 c- 正规, 那么 G ∈ F.

推论 5.11 ([21]) 如果群 G的任一 Sylow子群的在 G中没有超可解补充的极大子群在

G 中 c- 正规, 那么 G 是超可解的.

推论 5.12 ([22, 定理 3.3]) 设 E 是群 G 的一个正规子群满足 G/E 是超可解的. 如果

E 的任一 Sylow子群的每个极大子群在 G 中 c- 可补, 那么 G 是超可解的.

推论 5.13 ([23, 定理 3.1]) 设 E 是群 G 的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果

E 的每个极小子群在 G中是 c- 可补的且每个 4阶循环子群在 G中 c- 正规,那么 G是超可

解的.

推论 5.14 ([24, 定理 4.1]) 设 E 是群 G 的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果

E 的每个极小子群和 4 阶子群在 G 中 c- 可补, 那么 G 是超可解的.
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推论 5.15 ([25,定理 3.1]) 设 E 是群 G的一个正规子群,使得 G/E 是超可解的. 如果

E 的任意 Sylow 子群的在 G 中没有超可解补充的极大子群在 G 中 c- 可补, 那么 G 是超可

解的.

推论 5.16 ([25, 定理 3.4]) 如果 GU 的每个在 G 中没有超可解补充的素数阶子群和 4

阶循环子群在 G 中 c- 可补, 那么 G 超可解的.

推论 5.17 ([26]) 设 F 是包含所有超可解群的饱和群系，G 是一个群且 G 有一个正规

子群 E 使得 G/E ∈ F. 如果 E 的 Sylow 2- 子群交换且 E 的每个极小子群在 G 中置换, 那

么 G ∈ F.

推论 5.18 ([17]) 如果群 G 的任一 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中 s-置换, 那么 G

是超可解的.

推论 5.19 ([27]) 设 E 是群 G的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果 E 的每个

素数阶子群和 4 阶循环子群在 G 中 s-置换, 那么 G 是超可解的.

推论 5.20 ([26]) 设 F 是包含 U 的一个饱和群系, G 是一个群且 G 有一个可解正规子

群 E 使得 G/E ∈ F. 如果 E 的每个极小子群和 4 阶子群在 G 中弱 s-置换, 那么 G ∈ F.

推论 5.21 ([13, 定理 3.4]) 设 E 是群 G 的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果

E 的任一 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中 U-s-可补, 那么 G 是超可解的.

推论 5.22 ([14, 定理 3.1]) 设 E 是群 G 的一个正规子群使得 G/E 是超可解的. 如果

E 的任一 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中 Q-可补, 那么 G 是超可解的.

推论 5.23 ([14,定理 3.4]) 设 F是包含 U 的一个饱和群系，G是一个群且 G 有一个正

规子群 E 使得 G/E ∈ F. 如果 E 的任一 Sylow 子群的每个极大子群在 G 中 Q-可补, 那么

G ∈ F.

由定理 C, 我们可以直接得到推论 5.24,从而推广了有关 p-幂零群的一些已知结果.

推论 5.24 设 G 是一个群, p 是一素数且对某一个不小于 1 的整数 n 满足 (|G|, (p −
1)(p2 − 1) · · · (pn − 1))=1. 如果对某个大于 1且小于等于 n 的整数 t, G有一个 Sylow p-子群

P 使得 P 的每个在 G 中没有 p-幂零补充的 t-极大子群 (如果存在) 在 G 中弱 s-可补, 那么

G 是 p-幂零的.

我们说 G ∈ Cp′ ,如果 G的任意两个 Hall p′-子群在 G中共轭;称 G ∈ Dp′ 如果 G ∈ Cp′

且 G 的每个 p′-子群都包含在 G 的某个 Hall p′-子群中.

推论 5.25 ([22, 定理 3.1]) 设 G 是一个群, P 是 G 的一个 Sylow p-子群, 其中 p 是

|G| 的素因子且 (|G|, p − 1) = 1. 如果 P 的每个极大子群在 G 中 c-可补且 G ∈ Cp′ , 那么

G/Op(G) 是 p-幂零的且 G ∈ Dp′ .

推论 5.26 ([28,定理 3.1]) 设 G 是一个群, P 是 G的一个 Sylow p-子群, 其中 p 是 |G|
的素因子且 (|G|, p − 1) = 1. 如果 P 的每个极大子群在 G 中 c-可补, 那么 G 是 p-幂零的.

推论 5.27 ([29, 定理 3.1]) 设 G 是一个群, p 是 |G| 的素因子且 (|G|, p − 1) = 1. 如果

G 有一个正规子群 E 使得 G/E 是 p-幂零的且 E 的任意 Sylow 子群的每个极大子群在 G

中 c-可补, 那么 G 是 p-幂零的.

推论 5.28 ([29, 定理 3.4]) 设 G 是一个群, p 是 |G| 的素因子且 (|G|, p2 − 1) = 1. 如果

G有一个正规子群 E 使得 G/E 是 p-幂零的且 E 的任意 Sylow子群的每个 2-极大子群 (如

果存在) 在 G 中 c- 可补, 那么 G 是 p-幂零的.
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推论 5.29 ([29, 定理 3.8]) 设 G 是一个群且 (|G|, 21) = 1. 如果 G 有一个正规子群 E

使得 G/E 是 2- 幂零的且 E 的任意 Sylow 子群的每个 3- 极大子群 (如果存在) 在 G 中 c-

可补, 那么 G 是 2- 幂零的.

推论 5.30 ([14, 定理 3.3]) 设 G 是一个群, p 是 |G| 的素因子且 (|G|, p − 1) = 1. 如果

G 有一个正规子群 E 使得 G/E 是 p-幂零的且 E 的任意 Sylow 子群的每个极大子群在 G

中 Q-可补, 那么 G 是 p-幂零的.

推论 5.31 ([13; 定理 3.1]) 设 p 是群 G 的阶的一个素因子, P 是 G 的一个 Sylow p-子

群. 如果 P 的每个极大子群在 G 中是 p-幂零 -s-可补的且 G ∈ Cp′ , 那么 G/Op(G) 是 p-幂

零的.

致谢 作者诚挚地感谢审稿人的有益建议.
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