
中国科学 A辑 : 数学 2009 年 第 39 卷 第 5 期 : 633∼ 645

www.scichina.com math.scichina.com

三三次长方体有限元的超收敛

刘经洪 ①∗, 孙海娜 ①,朱起定 ②

1 浙江大学宁波理工学院公共基础部, 宁波 315100
2 湖南师范大学数学与计算机科学学院, 长沙 410081

*通信作者 E-mail: jhliu1129@sohu.com

收稿日期: 2008-03-10; 接受日期: 2008-11-20

宁波市自然科学基金 (批准号: 2008A610020)、国家自然科学基金 (批准号: 10671065) 和湖南省教育厅 (批准号:

07C576, 03C212) 资助项目

摘要 本文首先介绍了三维投影型插值算子, 并通过这个算子导出了三三次长方体有限

元的弱估计. 然后, 利用离散导数 Green 函数的 W 2, 1 半范估计和弱估计证明了有限元 uh

的梯度和三三次投影型插值 Π3
hu 的梯度在逐点意义下有超逼近. 最后, 将这种超逼近用于

超收敛分析并导出了有限元的整体超收敛估计.
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1 引言

二阶椭圆边值问题的有限元超收敛是一个热门的研究课题 (参见文献 [1–7]). 对于一维

和二维问题, 已经获得了许多超收敛结果. 而三维问题的超收敛结果相对很少 (参见文献 [2–

4, 8–18]). 困难之一是三维有限元的弱估计和离散 Green 函数估计难以获得. 大部分已有的

三维超收敛结果都是 L2 范数意义下的平均超收敛结果. 本文研究三三次长方体元的逐点超

收敛, 这种有限元经常在工程界用到.

本文的第一个结果是下面所谓的弱估计:∣∣a(u − Π3
hu, v)

∣∣ � Ch4‖u‖5,∞, Ω |v|1, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh
0 (Ω),∣∣a(u − Π3

hu, v)
∣∣ � Ch5‖u‖5,∞, Ω |v|′2, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh

0 (Ω),

其中 Π3
hu 是解 u 的三三次投影型插值.

特别地, 如果剖分是一致的, 弱估计为∣∣a(u − Π3
hu, v)

∣∣ � Ch5‖u‖6,∞, Ω |v|1, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh
0 (Ω),∣∣a(u − Π3

hu, v)
∣∣ � Ch6‖u‖6,∞, Ω |v|′2, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh

0 (Ω).

本文的第二个主要工作是三维离散导数 Green 函数 ∂ZGh
Z 的估计. 我们引入一个特殊

的权函数 φ(x) 及其性质. 借助这个权函数, 我们导出了 ∂ZGh
Z 的如下 W 2, 1 半范估计:∣∣∂ZGh

Z

∣∣′
2, 1, Ω

� Ch−1.
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将弱估计和 ∂ZGh
Z 的估计相结合, 即可获得 uh 和 Π3

hu 在逐点意义下的超逼近结果. 最

后我们将超逼近应用到超收敛分析获得了超收敛结果, 并给出了数值例子.

本文用字母 C 代表不同的常数, 并采用 Sobolev 空间及其范数的标准记号.

2 三维投影型插值算子

本节将介绍在下面各节需要用到的三维投影型插值算子.

用

e = (xe − he, xe + he) × (ye − ke, ye + ke) × (ze − de, ze + de) ≡ I1 × I2 × I3 (2.1)

来表示一个三维单元, {lj(x)}∞j=0, {l̃j(y)}∞j=0, {l̄j(z)}∞j=0 分别是空间 L2(I1), L2(I2), L2(I3)上

的规范正交的 Legendre 多项式系. 易见 {li(x)l̃j(y)l̄k(z)}∞i,j,k=0 是空间 L2(e) 上的规范正交

多项式系. 假设 ∂x∂y∂zu ∈ L2(e), 则有以下展开式:

∂x∂y∂zu =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

∞∑
k=0

αijkli(x)l̃j(y)l̄k(z), (2.2)

其中

αijk =
∫

e

∂x∂y∂zu li(x)l̃j(y)l̄k(z) dxdydz, i, j, k � 0. (2.3)

记

ω0(x) = ω̃0(y) = ω̄0(z) = 1, ωj+1(x) =
∫ x

xe−he

lj(ξ) dξ,

ω̃j+1(y) =
∫ y

ye−ke

l̃j(ξ) dξ, ω̄j+1(z) =
∫ z

ze−de

l̄j(ξ) dξ, j � 0.

由 Parseval等式可得

u(x, y, z) − u(xe − he, y, z) − u(x, ye − ke, z) − u(x, y, ze − de)

+u(x, ye − ke, ze − de) + u(xe − he, y, ze − de) + u(xe − he, ye − ke, z)

−u(xe − he, ye − ke, ze − de) =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

∞∑
k=0

αijkωi+1(x)ω̃j+1(y)ω̄k+1(z).

而

u(x, ye − ke, ze − de) =
∞∑

i=0

βi00ωi(x), u(xe − he, y, ze − de) =
∞∑

j=0

β0j0ω̃j(y),

u(xe − he, ye − ke, z) =
∞∑

k=0

β00kω̄k(z), u(x, y, ze − de) =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

βij0ωi(x)ω̃j(y),

u(xe − he, y, z) =
∞∑

j=0

∞∑
k=0

β0jkω̃j(y)ω̄k(z), u(x, ye − ke, z) =
∞∑

i=0

∞∑
k=0

βi0kωi(x)ω̄k(z)

(参见文献 [5] 中第 1.4 节). 因而

u(x, y, z) =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

∞∑
k=0

βijkωi(x)ω̃j(y)ω̄k(z), (x, y, z) ∈ e, (2.4)
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其中

β000 = u(xe − he, ye − ke, ze − de), (2.5)

βi00 =
∫

I1

∂xu(x, ye − ke, ze − de)li−1(x) dx, (2.6)

β0j0 =
∫

I2

∂yu(xe − he, y, ze − de)l̃j−1(y) dy, (2.7)

β00k =
∫

I3

∂zu(xe − he, ye − ke, z)l̄k−1(z) dz, (2.8)

βij0 =
∫

I1×I2

∂x∂yu(x, y, ze − de)li−1(x)l̃j−1(y) dxdy, (2.9)

β0jk =
∫

I2×I3

∂y∂zu(xe − he, y, z)l̃j−1(y)l̄k−1(z) dydz, (2.10)

βi0k =
∫

I1×I3

∂x∂zu(x, ye − ke, z)li−1(x)l̄k−1(z) dxdz, (2.11)

βijk = αi−1,j−1,k−1 =
∫

e

∂x∂y∂zu li−1(x)l̃j−1(y)l̄k−1(z) dxdydz, i, j, k � 1. (2.12)

引入三三次多项式空间 T3, 即

q(x, y, z) =
∑

(i,j,k)∈I

aijkxiyjzk, q ∈ T3, (2.13)

其中指标集

I = {(i, j, k)|0 � i, j, k � 3}. (2.14)

定义三三次投影型插值算子 Πe: H3(e) → T3(e), 使得

Πeu(x, y, z) =
∑

(i,j,k)∈I

βijkωi(x)ω̃j(y)ω̄k(z). (2.15)

由 Legendre 多项式的定义及 (2.6)–(2.12)式, 易得

li(x) = O(h− 1
2

e ), l̃j(y) = O(k− 1
2

e ), l̄k(z) = O(d−
1
2

e ), i, j, k � 0;

ωi(x) = O(h
1
2
e ), ω̃j(y) = O(k

1
2
e ), ω̄k(z) = O(d

1
2
e ), βi00 = O(hi− 1

2
e ),

β0j0 = O(kj− 1
2

e ), β00k = O(dk− 1
2

e ), βij0 = O(hi− 1
2

e k
j− 1

2
e ),

β0jk = O(kj− 1
2

e d
k− 1

2
e ), βi0k = O(hi− 1

2
e d

k− 1
2

e ),

βijk = O(hi− 1
2

e k
j− 1

2
e d

k− 1
2

e ), i, j, k � 1.

(2.16)

此外, {ωi(x)} 具有下面的性质 (参见文献 [5]):

a. ωi(xe ± he) = 0, i � 2,

b. ωi(xe − (x − xe)) = (−1)iωi(xe + (x − xe)), i � 2,

c. (ωi, pm) = 0, ∀ pm ∈ Pm(I1), i � m + 3,

d. (ωi, ωj) = 0, i, j � 2, i �= j, |i − j| �= 2,

(2.17)

这里 Pm(I1) 代表 I1 上的 m 次多项式空间, 且

(u, v) =
∫

I1

u(x)v(x) dx.
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显然, {ω̃j(y)} 和 {ω̄k(z)} 也有类似于 (2.17) 式的性质.

为简单起见, 记 λijk = βijkωi(x)ω̃j(y)ω̄k(z), 则

λijk = O(hi
ek

j
ed

k
e), i, j, k � 0. (2.18)

结合 (2.4), (2.14), (2.15) 式可得

R = u − Πeu =
( 3∑

i=0

3∑
j=0

∞∑
k=4

+
3∑

i=0

∞∑
j=4

∞∑
k=0

+
∞∑

i=4

∞∑
j=0

∞∑
k=0

)
λijk, (2.19)

这就是所谓的插值余项.

3 三三次长方体有限元的弱估计

设 Ω ⊂ R
3 是边界面分别与坐标平面平行的长方体, T h = {e} 是 Ω̄ 的一个步长为 h 的

长方体剖分, 且 Ω̄ =
⋃

e∈T h ē. 考虑以下问题:⎧⎨
⎩
−Δu = f 在 Ω,

u = 0 在 ∂Ω.
(3.1)

相应的弱形式为

a(u , v) = (f , v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (3.2)

其中

a(u , v) ≡ (∇u , ∇v) =
∫

Ω

∇u · ∇v dxdydz.

如下定义三三次长方体有限元空间:

Sh
0 (Ω) =

{
v ∈ H1

0 (Ω) : v|e ∈ T3(e), ∀ e ∈ T h
}
. (3.3)

其有限元方法为: 寻找 uh ∈ Sh
0 (Ω), 使得

a(uh , v) = (f , v), ∀ v ∈ Sh
0 (Ω).

显然

a(u − uh , v) = 0, ∀ v ∈ Sh
0 (Ω). (3.4)

由 (2.15) 和 (3.3) 式, 可得

Π3
h : H3(Ω) ∩ H1

0 (Ω) → Sh
0 (Ω), (3.5)

其中 (Π3
hu)|e = Πeu. 下面我们估计

a(u − Π3
hu, v) =

∫
Ω

∇R · ∇v dxdydz, ∀ v ∈ Sh
0 (Ω). (3.6)

定理 3.1 (弱估计) 设 {T h}是 Ω的一个长方体剖分族, u ∈ W 5,∞(Ω)∩H1
0 (Ω),则投影

型插值算子 Π3
h 满足下面的基本估计:∣∣a(u − Π3

hu, v)
∣∣ � Ch4‖u‖5,∞, Ω |v|1, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh

0 (Ω), (3.7)∣∣a(u − Π3
hu, v)

∣∣ � Ch5‖u‖5,∞, Ω |v|′2, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh
0 (Ω). (3.8)

特别地, 如果剖分族 {T h} 是均匀的, 且 u ∈ W 6,∞(Ω) ∩ H1
0 (Ω), 我们有

|a(u − Π3
hu, v)| � Ch5‖u‖6,∞, Ω |v|1, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh

0 (Ω), (3.9)

|a(u − Π3
hu, v)| � Ch6‖u‖6,∞, Ω |v|′2, 1, Ω, ∀ v ∈ Sh

0 (Ω), (3.10)
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这里 |v|′2, 1, Ω =
∑

e∈T h |v|2, 1, e.

证明 由 ωi(x), ω̃j(y), ω̄k(z) (参见 (2.17) 式中的性质 c) 及 Legendre 多项式的正交性

可得 ∫
e

∇R · ∇v dxdydz =
∫

e

∇r · ∇v dxdydz,

其中

r =
( 3∑

i=0

3∑
j=0

5∑
k=4

+
3∑

i=0

5∑
j=4

5∑
k=0

+
5∑

i=4

5∑
j=0

5∑
k=0

)
λijk. (3.11)

易证 ∫
e

∇λ004 · ∇v dxdydz =
∫

e

∇λ040 · ∇v dxdydz =
∫

e

∇λ400 · ∇v dxdydz = 0.

只需估计

J ≡
∫

e

∇λ014 · ∇v dxdydz,

其他项为高阶项或可以类似估计的项.

对于任意 v ∈ Sh
0 (Ω),

Jy ≡
∫

e

∂yλ014∂yv dxdydz = β014

∫
e

l̃0(y)ω̄4(z)∂yv dxdydz.

由 (2.16) 式可得

|Jy| � |β014||l̃0(y)ω̄4(z)||v|1, 1, e � Ch4‖u‖5,∞, Ω|v|1, 1, e. (3.12)

此外, 由 Legendre 多项式的正交性可得

Jz ≡
∫

e

∂zλ014∂zv dxdydz = β014

∫
e

ω̃1(y)l̄3(z)∂zv dxdydz = 0. (3.13)

显然

Jx =
∫

e

∂xλ014∂xv dxdydz = 0. (3.14)

于是结合 (3.12)–(3.14)式可得

|J | � Ch4‖u‖5,∞, Ω|v|1, 1, e. (3.15)

进而有 ∣∣∣∣
∫

e

∇R · ∇v dxdydz

∣∣∣∣ � Ch4‖u‖5,∞, Ω|v|1, 1, e. (3.16)

对单元求和即得 (3.7) 式.

另外, 分部积分可得

Jy = β014

∫
e

l̃0(y)ω̄4(z)∂yv dxdydz = −β014

∫
e

l̃0(y)D−1ω̄4(z)∂z∂yv dxdydz. (3.17)

于是

|Jy| � |β014||l̃0(y)D−1ω̄4(z)||v|2, 1, e � Ch5‖u‖5,∞, Ω|v|2, 1, e. (3.18)

由 (3.13), (3.14), (3.18)式有

|J | � Ch5‖u‖5,∞, Ω|v|2, 1, e. (3.19)

因而 ∣∣∣∣
∫

e

∇R · ∇v dxdydz

∣∣∣∣ � Ch5‖u‖5,∞, Ω|v|2, 1, e. (3.20)
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单元求和即得 (3.8) 式.

要证明 (3.9) 和 (3.10) 式, 需要利用一致网格上的单元合并技术. 我们仍然只需考虑主

项

J ≡
∫

e

∇λ014 · ∇v dxdydz,

记 Je = J . 由 (3.13) 和 (3.14) 式, 分部积分及关于 y 积分有

Je =

√
1
2
k
− 1

2
e β014

∫
I1×I3

D−1ω̄4(z) (∂zv(x, ye − ke, z) − ∂zv(x, ye + ke, z)) dxdz. (3.21)

在相邻单元

e′ = (xe − he, xe + he) × (ye + ke, ye + 3ke) × (ze − de, ze + de) ≡ I1 × I ′2 × I3, (3.22)

有下面类似于 (3.21) 式的结果:

Je′ =

√
1
2
k
− 1

2
e β′

014

∫
I1×I3

D−1ω̄4(z) (∂zv(x, ye + ke, z) − ∂zv(x, ye + 3ke, z)) dxdz. (3.23)

显然

β′
014 − β014 =

∫
I′
2×I3

∂y∂zu(xe − he, y, z)l̃0(y)l̄3(z) dydz

−
∫

I2×I3

∂y∂zu(xe − he, y, z)l̃0(y)l̄3(z) dydz

=
∫

I3

D−3 l̄3(z)(∂y∂4
zu(xe − he, η2, z) − ∂y∂4

zu(xe − he, η1, z))dz

×(−1)3
√

2k
1
2
e

= (−1)3
√

2k
1
2
e

∫
I3

D−3 l̄3(z)∂2
y∂4

zu(xe − he, η, z)(η2 − η1)dz.

于是

|β′
014 − β014| � Ch5‖u‖6,∞, Ω. (3.24)

用 Je+e′ 表示 (3.21)和 (3.23) 式中含有相同因式的项的和, 即

Je+e′ =

√
1
2
k
− 1

2
e (β′

014 − β014)
∫

I1×I3

D−1ω̄4(z)∂zv(x, ye + ke, z) dxdz. (3.25)

由 (3.24) 和 (3.25)式, 逆估计可得

|Je+e′ | � Ch5‖u‖6,∞, Ω|v|1, 1, e+e′ . (3.26)

单元求和即得 ∣∣∣∣
∫

Ω

∇λ014 · ∇v dxdydz

∣∣∣∣ �
∑

|Je+e′ | � Ch5‖u‖6,∞, Ω|v|1, 1, Ω. (3.27)

在 (3.11) 式中的其他项也有和 (3.27) 式一样的结果. 于是 (3.9) 式得证.

至于 Je, 分部积分两次, 再关于 y 积分即得

Je =

√
1
2
k
− 1

2
e β014

∫
I1×I3

D−2ω̄4(z)
(
∂2

zv(x, ye + ke, z) − ∂2
zv(x, ye − ke, z)

)
dxdz. (3.28)

类似可得

Je′ =

√
1
2
k
− 1

2
e β′

014

∫
I1×I3

D−2ω̄4(z)
(
∂2

zv(x, ye + 3ke, z) − ∂2
zv(x, ye + ke, z)

)
dxdz. (3.29)
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用 J ′
e+e′ 表示 (3.28) 和 (3.29) 式中包含相同因式的项的和, 即

J ′
e+e′ =

√
1
2
k
− 1

2
e (β014 − β′

014)
∫

I1×I3

D−2ω̄4(z)∂2
zv(x, ye + ke, z) dxdz. (3.30)

类似于 (3.26) 式的证明可得

|J ′
e+e′ | � Ch6‖u‖6,∞, Ω|v|2, 1, e+e′ . (3.31)

单元求和即得 ∣∣∣∣
∫

Ω

∇λ014 · ∇v dxdydz

∣∣∣∣ �
∑

|J ′
e+e′ | � Ch6‖u‖6,∞, Ω|v|′2, 1, Ω. (3.32)

(3.11)式中的其他项也有和 (3.32) 式相同的结果. 于是 (3.10) 式得证.

4 离散导数 Green 函数与超逼近

我们如下定义离散 δ 函数 δh
Z ∈ Sh

0 (Ω),离散导数 δ 函数 ∂Zδh
Z ∈ Sh

0 (Ω), u ∈ L2(Ω)的 L2

投影 Phu ∈ Sh
0 (Ω),离散导数 Green函数 ∂ZGh

Z ∈ Sh
0 (Ω),以及导数 Green函数 ∂ZG∗

Z ∈ H1
0 (Ω)

(参见文献 [7]):

(v, δh
Z) = v(Z), ∀ v ∈ Sh

0 (Ω), (u − Phu, v) = 0, ∀ v ∈ Sh
0 (Ω),

(v, ∂Zδh
Z) = ∂v(Z), ∀ v ∈ Sh

0 (Ω) (∇∂ZGh
Z , ∇v) = ∂v(Z), ∀ v ∈ Sh

0 (Ω),

(∇∂ZG∗
Z , ∇v) = (∂Zδh

Z , v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

其中 Sh
0 (Ω) ⊂ H1

0 (Ω) 是 (3.3) 式中定义的有限元空间.

显然 ∂ZGh
Z 是 ∂ZG∗

Z 的有限元逼近.

此外, 我们如下定义一个权函数:

φ ≡ φ(X) =
(
|X − X̄ |2 + h2

)− 3
2 , ∀X ∈ Ω̄, (4.1)

其中 X̄ ∈ Ω̄ 是一个固定点. 这个权函数有以下性质:

|∇mφα| � Cφα+ m
3 , α ∈ R, m = 1, 2, 3, . . . , (4.2)∫

Ω

φα(X) dX � C(α − 1)−1h−3(α−1), ∀α > 1, (4.3)
∫

Ω

φ(X) dX � C| ln h|, (4.4)

这里 ∇mφα 表示函数 φα 的 m 阶导数的张量.

∀α ∈ R, 定义如下范数:

‖v‖m, φα, Ω =
{∫

Ω

φα
∑

|β|�m

|Dβv|2 dX

} 1
2

. (4.5)

当 m = 0 时, 简记

‖v‖φα, Ω =
(∫

Ω

φα|v|2 dX

) 1
2

. (4.6)

对于离散 δ 函数 δh
Z(X) 和离散导数 δ 函数 ∂Zδh

Z(X), 有下面性质:

|δh
Z(X)| � Ch−3e−Ch−1|X−Z|, ∀X, Z ∈ Ω̄, (4.7)

|∂Zδh
Z(X)| � Ch−4e−Ch−1|X−Z|, ∀X, Z ∈ Ω̄. (4.8)
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我们假定映射

L : W 2, q(Ω) ∩ W 1, q
0 (Ω) −→ Lq(Ω) (1 < q � 3) (4.10)

是同胚的 (参见文献 [19]). 于是, 当 v ∈ W 2, q(Ω) ∩ W 1, q
0 (Ω) 时, 有所谓的先验估计:

‖v‖2, q, Ω � C(q)‖Lv‖0, q, Ω, (4.11)

这里 C(q) 表示一个与 q 有关的常数.

引理 4.1 设 Phw 是 w ∈ W 1, q(Ω) 的 L2 投影, 则下面的稳定性估计成立:

‖Phw‖1, q, Ω � C‖w‖1, q, Ω, (4.12)

其中 3 < q � +∞.

引理 4.2 对任意 α > 0, 有 ∥∥∂Zδh
Z

∥∥
φ−α � Ch

3α−5
2 . (4.13)

证明 由 (4.1) 和 (4.8) 式得∥∥∂Zδh
Z

∥∥2

φ−α � C

∫
Ω

(
|X − Z|2 + h2

) 3α
2 h−8e−Ch−1|X−Z|dX

� C

∫ ∞

0

(
r2 + h2

) 3α
2 h−8e−Ch−1rr2dr,

记 h−1r = t, 则 ∥∥∂Zδh
Z

∥∥2

φ−α � Ch3α−5

∫ ∞

0

(
t2 + 1

) 3α
2 e−Ctt2dt

� Ch3α−5,

(4.13) 式得证.

引理 4.3 对任意 ε ∈ (1
2 , 1), 有下面估计:

|∂ZG∗
Z |φ1−ε � Ch

3ε−4
2 . (4.14)

证明 令 r = 1+ε
1−ε , r′ = 1+ε

2ε , 显然 1
r + 1

r′ = 1, 于是

‖∂ZG∗
Z‖

2
φ1−ε =

∫
Ω

φ1−ε |∂ZG∗
Z |

2
dX

�
(∫

Ω

φ1+εdX

) 1−ε
1+ε

|∂ZG∗
Z |

2
0, 1+ε

ε

� C
(
ε−1h−3ε

) 1−ε
1+ε ‖∂ZG∗

Z‖
2
0, 1+ε

ε
.

假设 w 是共轭问题 ⎧⎨
⎩
Lw = |∂ZG∗

Z |
1
ε sgn(∂ZG∗

Z) 在 Ω,

w = 0 在 ∂Ω

的解. 由逆估计, L2 投影算子 Ph 的定义及其稳定性估计 (4.12) 可得

‖∂ZG∗
Z‖

1+ε
ε

0, 1+ε
ε

= (∂ZG∗
Z , |∂ZG∗

Z |
1
ε sgn(∂ZG∗

Z))

= a(∂ZG∗
Z , w) =

∣∣(∂Zδh
Z , w)

∣∣ = |∂ZPhw(Z)|

� |Phw|1,∞ � Ch− 3
q |Phw|1, q

� Ch− 3
q |w|1, q ,
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其中 q > 3.

令 q = 3(1+ε)
2−ε > 3, 1

p = 1
q + 1

3 , 于是 p = 1 + ε < 2. 由嵌入定理 (参见文献 [20])和先验估

计 (4.11) 式可得

|w|1, q � C ‖w‖2, p � C ‖∂ZG∗
Z‖

1
ε

0, 1+ε
ε

.

故

‖∂ZG∗
Z‖

2
0, 1+ε

ε
� Ch− 6

q = Ch
2ε−4
1+ε .

从而

‖∂ZG∗
Z‖

2
φ1−ε � Ch3ε−4,

(4.14)式得证.

引理 4.4 对任意 α ∈ R, 有∥∥∇2∂ZG∗
Z

∥∥2

φ−α � C
∥∥∂Zδh

Z

∥∥2

φ−α + C ‖∂ZG∗
Z‖

2

φ−α+ 4
3
, (4.15)

特别地, 如果 5
6 < α < 4

3 , 有 ∥∥∇2∂ZG∗
Z

∥∥2

φ−α � Ch3α−5. (4.16)

证明 由权范数定义与先验估计 (4.11)式, 可得

‖∇2∂ZG∗
Z‖2

φ−α =
∫

Ω

φ−α|∇2∂ZG∗
Z |2dX =

∫
Ω

(
φ−α

2 |∇2∂ZG∗
Z |

)2

dX

� C

( ∫
Ω

|∇2

(
φ− α

2 ∂ZG∗
Z

)
|2dX +

∫
Ω

|∇2φ− α
2 ∂ZG∗

Z |2dX +
∫

Ω

|∇φ−α
2 |2|∇∂ZG∗

Z |2dX

)

� C(‖∇2(φ−α
2 ∂ZG∗

Z)‖2
0 + ‖∂ZG∗

Z‖2

φ−α+4
3

+ |∂ZG∗
Z |2

1, φ−α+ 2
3
)

� C(‖L(φ− α
2 ∂ZG∗

Z)‖2
0 + ‖∂ZG∗

Z‖2

φ−α+4
3

+ |∂ZG∗
Z |2

1, φ−α+ 2
3
)

� C

( ∫
Ω

φ−α|L(∂ZG∗
Z)|2dX +

∫
Ω

|∇φ− α
2 |2|∇∂ZG∗

Z |2dX +
∫

Ω

|∇φ−α
2 |2|∂ZG∗

Z |2dX

+
∫

Ω

|∇2φ−α
2 |2|∂ZG∗

Z |2dX + ‖∂ZG∗
Z‖2

φ−α+4
3

+ |∂ZG∗
Z |21, φ−α+ 2

3

)

� C(‖L(∂ZG∗
Z)‖2

φ−α + ‖∂ZG∗
Z‖2

1, φ−α+2
3

+ ‖∂ZG∗
Z‖2

φ−α+4
3
)

� C‖∂Zδh
Z‖2

φ−α + C|a(∂ZG∗
Z , φ−α+ 2

3 ∂ZG∗
Z)| + C‖∂ZG∗

Z‖2

φ−α+4
3

� C‖∂Zδh
Z‖2

φ−α + C|(∂Zδh
Z , φ−α+ 2

3 ∂ZG∗
Z)| + C‖∂ZG∗

Z‖2

φ−α+4
3

� C‖∂Zδh
Z‖2

φ−α + C‖∂ZG∗
Z‖2

φ−α+4
3
,

(4.15)式得证.

最后证明 (4.16) 式.

事实上, 如果 5
6 < α < 4

3 , 在 (4.14)中取 ε = α − 1
3 , ε ∈ (1

2 , 1). 于是由 (4.14) 式得

‖∂ZG∗
Z‖

2

φ−α+ 4
3

= ‖∂ZG∗
Z‖

2
φ1−ε � Ch3ε−4 = Ch3α−5. (4.17)

结合 (4.13), (4.15)和 (4.17) 式即可得到 (4.16)式.

引理 4.5

|∂ZG∗
Z |2, 1, Ω � Ch−1. (4.18)
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证明 显然

|∂ZG∗
Z |2,1 �

(∫
Ω

φαdx

) 1
2 ∥∥∇2∂ZG∗

Z

∥∥
φ−α . (4.19)

令 1 < α < 4
3 , 由 (4.3), (4.16) 和 (4.19) 式, 即可证明 (4.18) 式.

利用权范数思想和类似于文献 [7] 中的方法, 可得下面的引理 4.6.

引理 4.6

|∂ZG∗
Z − ∂ZGh

Z |1,1 � C. (4.20)

引理 4.7

|∂ZGh
Z |′2, 1, Ω � Ch−1, (4.21)

其中 |∂ZGh
Z |′2, 1, Ω =

∑
e∈T h |∂ZGh

Z |2, 1, e.

证明 记 g = ∂ZG∗
Z , gh = ∂ZGh

Z , 设 gI 是 g 的插值, 由三角不等式、插值误差估计和

逆估计可得

|g − gh|′2, 1 � |g − gI |′2, 1 + |gI − gh|′2, 1

� C |g|2, 1 + Ch−1 |gI − gh|1, 1

� C |g|2, 1 + Ch−1 |g − gI |1, 1 + Ch−1 |g − gh|1, 1

� C |g|2, 1 + Ch−1 |g − gh|1, 1 .

于是

|gh|′2, 1 � |g − gh|′2, 1 + |g|2, 1

� C |g|2, 1 + Ch−1 |g − gh|1, 1 .

由 (4.18) 和 (4.20)式立即可得 (4.21) 式.

下面是本文的主要结果:

定理 4.1 (超逼近) 设 {T h} 是 Ω 的长方体正规剖分族, u ∈ W 5,∞(Ω) ∩ H1
0 (Ω), uh 和

Π3
hu 分别是 u 的三三次长方体有限元逼近与三三次投影型插值, 则下面的超逼近估计成立:

|uh − Π3
hu|1,∞, Ω � Ch4‖u‖5,∞, Ω. (4.22)

特别地, 如果 {T h} 是均匀剖分族, 且 u ∈ W 6,∞(Ω) ∩ H1
0 (Ω), 则可得下面的强超逼近估计:

|uh − Π3
hu|1,∞, Ω � Ch5‖u‖6,∞, Ω. (4.23)

证明 对任意 Z ∈ Ω, 由 (3.4) 式和 ∂ZGh
Z 的定义知

∂(uh − Π3
hu)(Z) = a(uh − Π3

hu , ∂ZGh
Z) = a(u − Π3

hu , ∂ZGh
Z).

利用 (3.8) 式可得

|∂(uh − Π3
hu)(Z)| � Ch5‖u‖5,∞, Ω|∂ZGh

Z |′2, 1, Ω. (4.24)

结合 (4.21) 与 (4.24) 式即得 (4.22) 式.

类似地, 在均匀网格下, 由 (3.10) 式得

|∂(uh − Π3
hu)(Z)| � Ch6‖u‖6,∞, Ω|∂ZGh

Z |′2, 1, Ω. (4.25)

于是, 由 (4.21) 和 (4.25) 式立即可得 (4.23) 式.
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注 通常情况下, 问题 (3.1) 的解在长方体区域 Ω 的八个顶点处有奇性, 这就意味着本

文中的整体正则性假定 u ∈ W 5,∞(Ω) ∩ H1
0 (Ω) 或 W 6,∞(Ω) ∩ H1

0 (Ω) 是不现实的, 它只是一

种理想的情形. 因而超逼近估计 (4.22) 和 (4.23) 式也只是理想的结果. 然而, 如果我们考虑

的是子域 Ū ⊂⊂ Ω 上的问题, 并且 Ū 能被剖分 T h 覆盖, 那么, 整体正则性假定是可以实现

的 (参见文献 [21]). 于是, 在子域 Ū 上, 我们可以得到类似于上面的超逼近估计, 即所谓的

局部超逼近估计.

5 整体超收敛估计和一个数值例子

本节利用文献 [4, 22] 中介绍的插值后处理技术和上面得到的超逼近估计导出有限元的

整体超收敛估计.

考虑由 T h 中的四个具有公共顶点的相邻单元构成的一个大单元 e∗ (图 5.1), 构造一个

插值后处理算子 Π6
2h : C(e∗) → T6(e∗) 使得

(i) Π6
2hw(Zi) = w(Zi), i = 1, . . . , 27,

(ii)
∫

li

(w − Π6
2hw)v dl = 0, ∀ v ∈ P1(li), i = 1, . . . , 54,

(iii)
∫

σi

(w − Π6
2hw)v dσ = 0, ∀ v ∈ Q1(σi), i = 1, . . . , 36,

(iv)
∫

ei

(w − Π6
2hw)v dV = 0, ∀ v ∈ T1(ei), i = 1, . . . , 8.

�
�

��

图 5.1 大单元 e∗

�
�

��

�
�

��

�
�

�

这里 ei, i = 1, . . . , 8, 代表 T h 中具有公共顶点的相邻的 8 个单元, Zi, i = 1, . . . , 27,

li, i = 1, . . . , 54, σi, i = 1, . . . , 36, 分别是它们的顶点、边和面. 用 P1, Q1, T1 和 T6 分别代表

一次多项式集、双线性多项式集、三线性多项式集和三六次多项式集.

上面的插值后处理算子 Π6
2h 具有如下性质 (参见文献 [4, 22]):

I. |Π6
2hw − w|1, ∞ � Chr‖w‖r+1,∞, 1 � r � 6,

II. |Π6
2hv|1,∞ � C|v|1, ∞, ∀ v ∈ Sh

0 (Ω),

III. Π6
2hΠ3

h = Π6
2h,

这里 Π3
h 是第 3 节介绍的三三次投影型插值算子.

由超逼近估计和插值后处理算子的性质可导出下面的整体超收敛估计.
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定理 5.1 (超收敛) 在定理 4.1 的条件下, 如果剖分是正规的, 则

|u − Π6
2huh|1, ∞, Ω � Ch4‖u‖5,∞, Ω, (5.1)

如果剖分是均匀的, 则

|u − Π6
2huh|1, ∞, Ω � Ch5‖u‖6,∞, Ω. (5.2)

证明 显然

|u − Π6
2huh|1,∞, Ω � |u − Π6

2hΠ3
hu|1,∞, Ω + |Π6

2hΠ3
hu − Π6

2huh|1,∞, Ω. (5.3)

如果剖分是正规的, 则由 (4.22) 式和 Π6
2h 的性质 II 得

|Π6
2hΠ3

hu − Π6
2huh|1,∞, Ω � |Π3

hu − uh|1, ∞, Ω � Ch4‖u‖5,∞, Ω, (5.4)

由 Π6
2h 的性质 I 和 III 可得

|u − Π6
2hΠ3

hu|1,∞, Ω � |u − Π6
2hu|1,∞, Ω � Ch4 ‖u‖5,∞, Ω. (5.5)

结合 (5.3)–(5.5) 式即可证明结果 (5.1). 类似可证明结果 (5.2).

例 5.1 考虑 Possion方程⎧⎨
⎩
−Δu = f 在 Ω = [0, 1]× [0, 1] × [0, 1],

u = 0 在 ∂Ω,

其中

f = (−ex(ey−(e−1)y−1)−ey(ex−(e−1)x−1)+π2(ex−(e−1)x−1)(ey−(e−1)y−1)) sin(πz).

精确解为

u = (ex − (e − 1)x − 1)(ey − (e − 1)y − 1) sin(πz).

设 uh 和 Π6
2h 分别是三三次有限元逼近和插值后处理算子, 解例 5.1 可得下面的数值结

果:

表 1 均匀剖分下的整体超收敛数值结果

h |u − uh|1, ∞, Ω

∣∣u − Π6
2huh

∣∣
1, ∞, Ω

0.5 0.0442 0.0131

0.25 4.4650e–003 2.8126e–004

0.125 5.4372e–004 8.4386e–006

上面的数值结果和理论估计是一致的.
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