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摘要 本文在一致分离性与 g-几乎乘积性质条件下, 证明了一类 Saturated 集合的拓扑

压的变分原理, 并将其应用到重分形分解中, 证明了一类非紧集合的拓扑压的条件变分原

理.
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1 引言

设 (X, d, T ) 为拓扑 (半) 动力系统, 即 (X, d) 为紧致的度量空间, T : X → X 为连续映

射. M(X)是 X 上所有 Borel概率测度的集合. M(X,T ) ⊆M(X)是所有 T -不变的概率测度

的集合.动力系统的统计力学是动力系统研究的重要方向之一, 著名的动力学家 Sinai, Ruelle

和 Bowen 在此方向作出了重要的贡献, 建立了重要的动力系统 SRB 理论. Ruelle[1] 定义了

紧致不变集合的拓扑压, 给出了紧致集合拓扑压的变分原理.

紧集的拓扑压的变分原理 设 T : X → X 为连续映射, 则对任一连续函数 ϕ : X → R,

有

P (X,ϕ) = sup
μ

{
h(T, μ) +

∫
X

ϕdμ

}
,

其中 P (X,ϕ) 为 T 关于函数 ϕ 的拓扑压, μ 为 T -不变的概率测度, h(T, μ) 为 μ 关于 T 的

测度熵. 特别的, 当 ϕ = 0, 即为拓扑熵 htop(T ) = P (X, 0) 的变分原理. 拓扑压变分原理的

完整证明可见文献 [2]. 1973 年, Bowen[3] 给出了紧致度量空间上的非紧子集的拓扑熵的定

义, 并证明了相应的变分原理. 1984 年, Pesin 和 Pitskel’[4] 定义了紧致度量空间上非紧集的

拓扑压 (定义参见第 2 节), 并且证明了非紧集的拓扑压的变分原理.

非紧集的拓扑压的变分原理 设 Z ⊂ X 为一个 T -不变集合. E(Z, T ) ⊂M(X,T ) 为满

足条件 μ(Z) = 1, ∀μ ∈ E(Z, T ) 的遍历测度的集合. 对于任意的 x ∈ X , 定义概率测度

En(x) :=
1
n

n−1∑
k=0

δTk(x).
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En(x) 的极限点集用 V (x) 表示, 则 V (x) ⊂M(X,T ). 若 V (x) ∩ E(Z, T ) 	= ∅, ∀x ∈ Z, 则对任

意实值连续函数 ϕ : X → R,

P (Z,ϕ) = sup
{
h(T, μ) +

∫
Z

ϕdμ : μ ∈ E(Z, T )
}
.

若 ϕ = 0, 即为非紧集的拓扑熵的变分原理. 若 Z 为紧集, 则与经典变分原理一致.

由于非紧集的变分原理中的条件 V (x) ∩ E(Z, T ) 	= ∅, ∀x ∈ Z 是难以验证的, 所以对什

么样的非紧集其变分原理成立是一个比较困难的问题. 最近, 这一问题的研究取得了一些重

要进展. 文献 [5, 6] 利用动力系统重分形分解, 分别建立了一类水平集的拓扑压与拓扑熵的

非紧变分原理.

在文献 [5] 中, Takens 和 Verbitskiy 将非紧集的拓扑熵应用于重分形分解, 证明了一类

非紧集拓扑熵的条件变分原理.

定理 A 设动力系统 (X, d, T )具有 specification性质, ϕ : X → R为任意连续函数. 对

任意的 α ∈ R, 如果

Kα =
{
x ∈ X, lim

n→∞
1
n

n−1∑
i=0

ϕ(T ix) = α

}
	= ∅,

则

htop(T,Kα) = sup
{
h(T, μ) : μ ∈M(X,T ),

∫
ϕdμ = α

}
.

文献 [5] 中的证明繁琐, 在文献 [7] 中, Pfster 和 Sullivan 弱化了定理 A 中的条件, 在

g-几乎乘积性质条件下证明了同样的结论.

设 D ⊂ X ,若对于任意的 x ∈ D,如果 {En(x)}n, {En(y)}n 有相同的极限集,则有 y ∈ D,

此时称 D 为 Saturated 集合.

定义集合 GK := {x ∈ X : V (x) = K},其中 K ⊂M(X)是非空、紧致的连通子集. 特别

的, 若 K = {μ},则 Gμ = {x ∈ X : En(x) → μ} 称为测度 μ 的通有点的集合.

在文献 [3] 中, Bowen 证明了: 若 μ 是遍历测度, 则

htop(T,Gμ) = h(T, μ). (1)

由遍历论可知,若 μ为遍历测度,则有 μ(Gμ) = 1. 但对一般的非遍历测度 ν,总有 ν(Gν) = 0,

因而 (1) 式对一般不变测度不一定成立. 但是对任意的不变测度 μ 和 M(X,T ) 中任意的紧

致连通子集 K,

htop(T,Gμ) � h(T, μ), (2)

htop(T,GK) � inf{h(T, μ) : μ ∈ K} (3)

却总是成立的.

Pfister 和 Sullivan 在文献 [7] 中证明了以下的主要结论.

定理 B 设动力系统 (X, d, T )满足 g-几乎乘积性质与一致分离性, 对 M(X,T )中的任

意非空的紧致的连通子集 K, 有

htop(T,GK) = inf{h(T, μ) : μ ∈ K}.
若系统 (X, d, T ) 只满足 g-几乎乘积性质, 则

htop(T,Gμ) = h(T, μ), ∀μ ∈M(X,T ).
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将此结论应用于计算 Kα 的拓扑熵, 得到了文献 [5] 中的的主要结论. 此外, 在 2008

年 Fan 和 Liao 等人 [8] 证明了与定理 A 和 B 类似的结果. 他们证明了: 如果系统满足

specification 性质, 则对 ∀μ ∈ M(X,T ), htop(T,Gμ) = h(T, μ). 此外他们对 Banach 空间上取

值的连续函数得到了与定理 A 相似的结论.

最近在文献 [6] 中, Luzia 为了证明在某些非共形排斥子上, 具有满 Hausdorff 维数的遍

历测度的存在性, 给出了符号动力系统中一类非紧集的拓扑压的条件变分原理.

定理 C 设 (X,T ) 是混合的有限型子位移, ϕ, ψ : X → R 是 Hölder 连续函数. 对任意

的 α ∈ R, 设

Kα =
{
x ∈ X : lim

n→∞
1
n

n−1∑
i=0

ψ(T ix) = α

}
,

Iψ = (infμ∈M(X,T )

∫
ψdμ, supμ∈M(X,T )

∫
ψdμ). 若 0 /∈ ∂Iψ，则对任意的 α ∈ Iψ, 有

P (ϕ,Kα) = sup
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈M(X,T ),

∫
ψdμ = α

}
.

文献 [5, 7] 主要研究的是非紧拓扑熵及其变分原理, 文献 [6] 是对有限型符号空间上的

Hölder 连续函数研究了一类水平集的拓扑压.在本文中, 我们应用文献 [7]中的方法,首先研

究了非紧的 Saturated 集合的拓扑压, 并将其应用到重分形分解中, 得到了一类非紧集的拓

扑压的条件变分原理. 以上的三个定理不仅成为我们结论的特殊情况, 而且我们得到了文献

[9] 中的关于 Hausdorff 维数的条件变分原理.

2 定义和主要结论

首先给出非紧集合的拓扑压的定义.

定义 2.1 设 Bn(x, ε) := {y ∈ X : max{d(T ix, T iy) � ε : 0 � j � n− 1}}, x ∈ X. 对任

意的 Z ⊂ X, 设 Gn(Z, ε) 是 Z 的所有由集合 Bm(x, ε),m � n 构成的有限或可数覆盖组成的

集族. 设 ϕ : X → R 为连续函数, 下文中用 Snϕ(x) 表示
∑n−1
i=0 ϕ(T ix). 定义

M(Z, t, ϕ, n, ε) := inf
C∈Gn(Z,ε)

{ ∑
Bm(x,ε)∈C

exp
(
− tm+ sup

y∈Bm(x,ε)

Smϕ(y)
)}

.

则下列极限存在

M(Z, t, ϕ, ε) = lim
n→∞M(Z, t, ϕ, n, ε),

且存在唯一的实数 P (Z,ϕ, ε), 使得

P (Z,ϕ, ε) = inf{t : M(Z, t, ϕ, ε) = 0} = sup{t : M(Z, t, ϕ, ε) = ∞}.
集合 Z 关于 ϕ 的拓扑压 P (Z,ϕ) 定义为

P (Z,ϕ) = lim
ε→0

P (Z,ϕ, ε).

若 ϕ = 0, 则 P (Z, 0) = htop(T, Z), 即为非紧集合的拓扑熵.

在文献 [10]中, Barreira和 Schmeling在动力系统中定义了一种新的维数. 若 ϕ : X → R

为严格正的函数，定义 N(Z, t, ϕ, ε) = limn→∞N(Z, t, ϕ, n, ε), 其中

N(Z, t, ϕ, n, ε) := inf
C∈Gn(Z,ε)

{ ∑
Bm(x,ε)∈C

exp
(
− t sup

y∈Bm(x,ε)

Smϕ(y)
)}

.
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则存在唯一的数 BS(Z,ϕ, ε), 使得

BS(Z,ϕ, ε) = inf{t : N(Z, t, ϕ, ε) = 0} = sup{t : N(Z, t, ϕ, ε) = ∞}.
BS(Z,ϕ) = limε→0 BS(Z,ϕ, ε) 就称为集合 Z 的 BS-维数.

由拓扑压与 BS-维数的定义易得: 对任意的集合 Z ⊂ X ,其 BS-维数 BS(Z,ϕ) 为 Bowen

方程 P (Z,−sϕ) = 0 的唯一根.

注记 2.1 (i) 当 ϕ = 1 时，BS(Z,ϕ) = htop(T, Z).

(ii) 当 ϕ = log ||dT || 时, T 为 Cr 黎曼流形 X 上的 C1+δ 共形扩张映射, 则对任意的

Z ⊆ X 有 BS(Z,ϕ) = dimH(Z).

设 Z
+ 为全体非负整数集. 下面定义 M(X,T )上的一个度量 d. 本文中用 〈f, μ〉 表示积

分
∫
X fdμ. X 上存在可数个连续函数 {f1, f2, . . . } (0 � fk � 1) 使得

d(μ, ν) ≡ ||μ− ν|| :=
∑
k�1

2−k|〈fk, μ− ν〉|

为 M(X,T ) 上的一个度量. 同时也给出了 X 上的一个等价度量 d (此处仍然用 d 表示),

d(x, y) := d(δx, δy).

本文将用此等价度量. 用 B(ν, ζ) := {μ ∈ M(X) : d(ν, μ) � ζ} 表示 M(X) 中以 ν 为中心, ζ

为半径的球.

设 F ⊂M(X) 是一个邻域, 定义集合 Xn,F := {x ∈ X : En(x) ∈ F}.
定义 2.2[11] 设 δ > 0, ε > 0, 若满足 |{j : d(T ix, T iy) > ε, 0 � j � n − 1}| � δn, 则称

x, y ∈ X 为 (δ, n, ε)-分离, 其中 | · | 表示集合的基数. 集合 E ⊂ X 称为 (δ, n, ε)-分离集, 如果

E 中任意两点都是 (δ, n, ε)-分离.

若 F ⊂ M(X) 是测度 ν 的邻域, 任意 ε > 0, 设 N(F, δ, n, ε) 为 Xn,F 中的 (δ, n, ε)-分离

集的最大基数, N(F, n, ε) 为 Xn,F 中的 (n, ε)-分离集的最大基数. 定义

s(ν, ε) := inf
F�ν

lim inf
1
n

logN(F, n, ε), s(ν, ε) := inf
F�ν

lim sup
1
n

logN(F, n, ε).

此定义中, 下确界对 ν 的任意邻域基求取. 若 limε→0 s(ν, ε) = limε→0 s(ν, ε), 则称极限存在,

记为 s(ν).

定义 2.3 设 μ ∈M(X,T )为遍历测度,对于任意的 η,如果存在 δ∗ > 0, ε∗ > 0,使得对

μ在 M(X)中的任意邻域 F ,存在 n∗
F,μ,η ∈ N,当 n � n∗

F,μ,η 时, N(F, δ∗, n, ε∗) � en(h(T,μ)−η),

则称 (X, d, T ) 具有一致分离性.

命题 2.1[7] 若 T 为可扩映射或者为渐近 h- 可扩映射, 则 (X, d, T ) 具有一致分离性.

定义 2.4 设 h∗ < h(T, ν), 若对任意 ν ∈ M(X,T ) 及 ν 的任意邻域 F , 存在遍历测度

ρ ∈ F , 使得 h∗ < h(T, ρ), 则称遍历测度为熵稠密的.

命题 2.2[7] 如果动力系统 (X, d, T ) 满足遍历测度熵稠密与一致分离性质, 则对任意

η, 存在 δ∗ > 0 与 ε∗ > 0, 使得对任意的不变测度 μ 及 μ 在 M(X) 中的任意邻域 F , 存在

n∗
F,μ,η ∈ N, 当 n � n∗

F,μ,η 时,

N(F, δ∗, n, ε∗) � en(h(T,μ)−η).

设 g : N → N 为非减的无界映射, 满足

g(n) < n, lim
n→∞

g(n)
n

= 0.
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对任意 x ∈ X, ε > 0, 定义闭集

Bn(g;x, ε) := {y ∈ X : ∃Λ ⊂ Λn, |Λn \ Λ| � g(n),max{d(T i(x), T i(y)) : j ∈ Λ} � ε},
其中 Λn = {0, 1, . . . , n− 1}.
定义 2.5 称动力系统 (X, d, T ) 具有 g-几乎乘积性质, 如果对满足上述条件的映射 g,

存在非增的函数 m : R
+ → N, 使得对任意 k ∈ N, xi ∈ X, εi > 0, 以及 ni � m(εi), 1 � i � k,

满足
k⋂
i=1

T−Mi−1Bni(g;xi, εi) 	= ∅,

其中 M0 = 0,Mi = n1 + · · · + ni, i = 1, . . . , k − 1.

文献 [7]中的命题 2.1证明了: 若 (X, d, T )满足 specification性质,对任意满足上述条件

的映射 g, 则系统具有 g-几乎乘积性质, 再由文献 [11] 中的定理 2.1, 此时具有熵稠密性. 此

外, 所有的 β- 移位映射都具有 g-几乎乘积性质, 而满足 specification 性质的 β- 移位映射的

β 集合的 Lebesgue 测度却为零. 这表明 g-几乎乘积性质严格弱于 specification 性质.

命题 2.3[7] 设动力系统 (X, d, T )满足 g-几乎乘积性质与一致分离性,设 x1 ∈ X, . . . , xk

∈ X, ε1 > 0, . . . , εk > 0, 及 n1 � m(ε1), . . . , nk � m(εk) 已给定. 若 Enj (xj) ∈ B(νj, ζj), 0 �
j � k, 则对任意 y ∈ ⋂k

i=1 T
−Mi−1Bni(g;xi, εi) 和任意概率测度 α, 有

d(EMk
(y), α) �

k∑
j=1

nj
Mk

(ζj ′ + d(νj , α)),

其中 Mj = n1 + · · · + nj , ζj
′ = ζj + εj + g(nj)

nj
, j = 1, . . . , k.

本文中首先证明以下定理.

定理 2.1 设 ϕ : X → R 为任意一个连续函数.

(i)若动力系统 (X, d, T )满足 g-几乎乘积性质与一致分离性,则对 M(X,T )中的任意非

空的紧致连通子集 K, 有

P (GK , ϕ) = inf
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ K

}
.

(ii) 若动力系统 (X, d, T ) 仅满足 g-几乎乘积性质, 则对任意的不变测度 μ, 有

P (Gμ, ϕ) = h(T, μ) +
∫
ϕdμ.

本文的结构如下. 第 3 和 4 节分别证明 P (GK , ϕ) 的上下界为 inf{h(T, μ) +
∫
ϕdμ : μ ∈

K}. 第 5 节将在非一致分离条件下证明定理 2.1 (ii). 第 6 节将定理 2.1 应用于重分形分解,

得到一类非紧集的拓扑压的条件变分原理 (定理 6.1), 并给出定理 6.1 的一些初步应用.

3 上界证明

命题 3.1[7] 设 (X, d, T ) 为动力系统, 若 μ ∈M(X,T ),则 s(μ) � h(T, μ).

定理 3.1 设 (X, d, T ) 为动力系统, μ ∈M(X,T ).

(i) 若 K ⊂M(X,T )为闭子集, 定义

KG := {x ∈ X : {En(x)}n 有极限点在 K 中}.
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则有

P (KG,ϕ) � sup
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ K

}
.

(ii) 若 μ ∈M(X,T ),则有

P (Gμ, ϕ) � h(T, μ) +
∫
ϕdμ.

(iii) 若 K ⊂M(X,T ) 为非空的紧致连通子集, 则有

P (GK , ϕ) � inf
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ K

}
.

证明 (i) 设 μ ∈ M(X,T ), s = supμ∈K{h(T, μ) +
∫
ϕdμ}. 若 s = ∞ 结论显然成立. 下

证 s <∞ 的情况.

对任意的 s′ > s, 设 s′ − s = 2δ > 0. 由命题 3.1 可得

s(μ) = lim
ε→0

inf
F�μ

lim sup
n→∞

1
n

logN(F, n, ε) � h(T, μ).

又因为 N(F, n, ε) 关于 ε 非增, 所以

inf
F�μ

lim sup
1
n

logN(F, n, ε) � h(T, μ), ∀ε > 0.

对于 ∀ε > 0, 存在测度 μ 的邻域 F (μ, ε) 与 M(F (μ, ε)) ∈ N, 使得
1
n

logN(F (μ, ε), n, ε) � h(T, μ) + δ, ∀n � M(F (μ, ε)).

则可找到测度 μ 的球形邻域 B(μ, ζε) ⊂ F (μ, ε), 以及 M(B(μ, ζε)) ∈ N 使得
1
n

logN(B(μ, ζε), n, ε) � h(T, μ) + δ, ∀n � max{M(B(μ, ζε)),M(F (μ, ε))},
其中 ζε � min{diam(F (μ, ε)), ε}, 使得对任意的 μ ∈ B(ν, ζε),∣∣∣∣

∫
ϕdν −

∫
ϕdμ

∣∣∣∣ � ε.

因为取得最大基数的 (n, ε)-分离集亦是 (n, ε)-生成集. 设基数为 N(B(μ, ζε), n, ε)的生成

集为 E, 则 C :=
⋃
x∈E Bn(x, ε) 覆盖 Xn,B(μ,ζε). 所以

M(Xn,B(μ,ζε), s
′, ϕ, n, ε) �

∑
Bn(x,ε)∈C

exp
(
− s′n+ sup

y∈Bn(x,ε)

Snϕ(y)
)
.

设 γ(ε) = sup{|ϕ(x) − ϕ(y)| : d(x, y) < ε}. 则当 ε→ 0 时, 有 γ(ε) → 0.

所以

sup
y∈Bn(x,ε)

Snϕ(y) � Snϕ(x) + nγ(ε).

又因为 x ∈ E ⊂ Xn,B(μ,ζε), 所以 En(x) ∈ B(μ, ζε), 因而∣∣∣∣
∫
ϕdEn(x) −

∫
ϕdμ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
n
Snϕ(x) −

∫
ϕdμ

∣∣∣∣ � ε.

由上述条件可得

M(Xn,B(μ,ζε), s
′, ϕ, n, ε) �

∑
Bn(x,ε)∈C

exp
(
n

(
− s′ +

∫
ϕdμ+ γ(ε) + ε

))

�N(B(μ, ζε), n, ε) exp
(
n

(
− s′ +

∫
ϕdμ+ γ(ε) + ε

))

� exp(n(−δ + γ(ε) + ε)).
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可以选取充分小的 ε 使得 −δ + γ(ε) + ε < 0.

因为 K 为紧集, 任意给定一个充分小的 ε > 0 都可以找到 K 的形如 B(μ, ζε) 的有限覆

盖 B(μj, ζε), j = 1, 2, . . . ,mε, μj ∈ K.对充分大的 M ,有
⋃
n�M

⋃mε

j=1Xn,B(μj ,ζε) 覆盖
KG.当

M � max1�j�mε{M(B(μj, ζε)),M(F (μj , ζε))} 时,

M(KG, s′, ϕ, n, ε) �
∑
n�M

mε∑
j=1

exp(n(−δ + γ(ε) + ε))

�mε

∑
n�M

exp(n(−δ + γ(ε) + ε)).

给定 δ > 0, 存在充分小的 ε0, 当 ε < ε0 时, γ(ε) + ε < δ. 此时上式中当 n→ ∞ 时, 右式

趋于零. 所以

P (KG,ϕ, ε) � s, ∀ε < εo.

因而

P (KG,ϕ) = lim
ε→0

P (KG,ϕ, ε) � sup
μ∈K

{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ

}
.

(ii) 可由 (i) 直接推得 (ii).

(iii) 因为 GK ⊂{μ} G, ∀μ ∈ K, 所以

P (GK , ϕ) � P ({μ}G,ϕ) � h(T, μ) +
∫
ϕdμ, ∀μ ∈ K.

因而 P (GK , ϕ) � inf{h(T, μ) +
∫
ϕdμ : μ ∈ K}.

4 下界估计

定理 4.1 设动力系统 (X, d, T ) 满足一致分离性与 g-几乎乘积性质, K ⊂ M(X,T ) 为

非空的紧致连通子集, 则

P (GK , ϕ) � inf
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ K

}
.

证明中需要下面的引理.

引理 4.1[12] 设 K ⊂M(X,T ),若 K 为非空的连通紧集,则存在 K 中的一个测度序列

{α1, α2, . . . }, 使得
{αj : j ∈ N, j > n} = K, ∀n ∈ N,

且

lim
j→∞

d(αj , αj+1) = 0.

下面给出定理 4.1 的证明:

证明 设 η > 0, h∗ = inf{h(T, μ)+
∫
ϕdμ : μ ∈ K}−η. 对任意 s < h∗,设 h∗−s := 2δ > 0.

假设已经给出 K 中如引理 4.1 中的测度序列 {αk}.
由命题 2.2, 存在 δ∗ > 0, ε∗ > 0, 当 μ ∈ M(X,T ) 时, 对 μ 的任意邻域 F , 存在自然数

n∗
F,μ,η 使得当 n � n∗

F,μ,η 时,

N(F, δ∗, n, ε∗) � en(h(T,μ)−η). (4)
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设 {ζk}, {εk} 为严格单调递减趋于零的正数序列并且满足 ε1 < ε∗,∣∣∣∣
∫
ϕdαk −

∫
ϕdμ

∣∣∣∣ � δ

6
, ∀μ ∈ B(αk, ζk + 2εk).

由 (4) 式可得, 存在 nk ∈ N 及 (δ∗, nk, ε∗)-分离集 Γk ⊂ Xnk,B(αk,ζk), 满足

|Γk| � enk(h(T,αk)−η). (5)

假设 g : N → N 满足下面的条件

δ∗nk > 2g(nk) + 1,
g(nk)
nk

� εk. (6)

若 x ∈ Γk, y ∈ Bnk
(g;x, εk), 则由命题 2.3 与 (6) 式可得

Enk
(y) ∈ B(αk, ζk + 2εk). (7)

选取一个严格递增的自然数序列 {Nk}, 使其满足

nk+1 � ζk

k∑
j=1

njNj ,

k−1∑
j=1

njNj � ζk

k∑
j=1

njNj .

由此分别定义新的序列 {nj ′}, {αj ′}, {εj ′}, {ζj ′}与 {Γk′}如下: 当 j = N1+· · ·+Nk−1+q, 1 �
q � Nk 时, 令

nj
′ := nk εj

′ := εk, αj
′ := αk, ζj

′ := ζk, Γj ′ := Γk.

定义集合

Gk :=
k⋂
j=1

( ⋃
xj∈Γj

′
T−Mj−1Bnj

′(g;xj , εj ′)
)
, 其中 Mj =

j∑
l=1

nl
′.

由 g-几乎乘积性质可推得 Gk 是非空的闭集, 且可表示为非空闭集的并. 每个非空闭集可用

标签 Gk(x1, . . . , xk) 来表示, 其中 xj ∈ Γj ′.

引理 4.2[7] 设 ε > 0 且 4ε = ε∗,

G =
⋂
k�1

Gk.

(i) 设 xj , yj ∈ Γj ′, 且 xj 	= yj . 若 x ∈ Bnj
′(g;xj , εj ′), y ∈ Bnj

′(g; yj, εj ′), 则

max{d(Tmx, Tmy) : 0 � m � nj − 1} > 2ε.

(ii) G 是一个闭集, 且为非空闭集 G(x1, x2, . . . ) 的无交并集, 其中 xj ∈ Γj ′.

(iii) G ⊂ GK .

引理 4.3 P (G,ϕ) � h∗.

证明 从上面的构造可以证明 limn→∞Mn/Mn+1 = 1, 其中 Mj = n1
′ + · · · + nj

′. 由已

知结论, 存在 nk ∈ N 和 Xnk,B(αk,ζk) 的 (δ∗, nk, ε∗)-分离集 Γk 满足

|Γk| � exp(nk(h(T, αk) − η)).

同时对 ∀kx ∈ Γk 有 Enk
(kx) ∈ B(αk, ζk). 所以∣∣∣∣

∫
ϕdEnk

(kx) −
∫
ϕdαk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
nk
Snk

ϕ(kx) −
∫
ϕdαk

∣∣∣∣ � δ

6
.

即有

|Γk|� exp
(
nk

(
h(T, αk) +

∫
ϕdαk − η

)
− Snk

ϕ(kx) − nk
δ

6

)

� exp
(
nkh

∗ − Snk
ϕ(kx) − nk

δ

6

)
.
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因为 G 为紧集, 考虑 G 的一个由 Bm(x, ε) 构成的有限开覆盖 C, 满足 Bm(x, ε) ∩ G 	=
∅, ∀Bm(x, ε) ∈ C. 从每个 C ∈ Gn(G, ε) 定义一个新的覆盖 C′, 即当 Mp � m < Mp+1 时, 用

BMp(x, ε) 替代 Bm(x, ε). 所以

M(G, s, ϕ, n, ε) = inf
C∈Gn(G,ε)

∑
Bm(x,ε)∈C

exp
(
− sm+ sup

y∈Bm(x,ε)

Smϕ(y)
)

� inf
C∈Gn(G,ε)

∑
BMp (x,ε)∈C′,

z∈Bm(x,ε)∩BMp(x,ε)∩G

exp(−sm+ Smϕ(z)).

考虑一个特殊的覆盖 C′. 设 m 为使得 BMp(x, ε) ∈ C′ 成立的最大值 p.

定义

Wk :=
k∏
i=1

Γk′,Wm :=
m⋃
k=1

Wk.

任意 z ∈ BMp(x, ε)∩G都与Wp 中的某个点相对应,且由引理 4.2 (i)可得该点是唯一的.

设 1 � j � k, v = (v1, . . . , vj) ∈ Wj , w = (w1, . . . , wk) ∈ Wk, 如果 vi = wi, i = 1, . . . , j, 则称

v 是 w 的前缀. 易看出每个 Wk 中的元是 |Wm|/|Wk| 个 Wm 中元的前缀. 设集合 W ⊂ Wm

包含 Wm 中每个元素的一个前缀, 则
m∑
k=1

|W ∩Wk||Wm|/|Wk| � |Wm|.

所以
m∑
k=1

|W ∩Wk|/|Wk| � 1.

而 C′ 是一个覆盖, Wm 中的每个点都有一个前缀与某个 BMp(x, ε) ∈ C′ 相对应, 且每个

BMp(x, ε) ∈ C′ 只和一个 p 长的前缀相对应.

由上述证明可得

|Wp| � exp
[
Mph

∗ −
p∑
i=1

(
Sni

′ϕ(i
′
x) + ni

′ δ
6

)]
,

其中 i′x ∈ Γi′. 所以 ∑
BMp (x,ε)∈C′

exp
[
−Mph

∗ +
p∑
i=1

(
Sni

′ϕ(i
′
x) + ni

′ δ
6

)]
� 1.

下面证明

Mph
∗ −

p∑
i=1

(
Sni

′ϕ(i
′
x) + ni

′ δ
6

)
− sm+ Smϕ(z)

= m(h∗ − s) +
p∑
i=1

(
Sni

′ϕ(TMi−1z) − Sni
′ϕ(i

′
x) − ni

′ δ
6

)

+ Sm−Mpϕ(TMpz) − (m−Mp)h∗ > 0.

因为 z ∈ G, 由 G 的构造, 存在

G(x1, x2, . . .) =
∞⋂
i=0

T−Mj−1Bnj
′(g;xj , εj ′),
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使得 TMj−1z ∈ Bnj
′(g;xj , εj ′).再由 (7) 式有 Eni

′(TMi−1z) ∈ B(αi′, ζi′ + 2εi′). 又 i′x ∈ Γi′, 所

以 Eni
′(i

′
x) ∈ B(αi′, ζi′), 因而∣∣∣∣
∫
ϕdEni

′(TMi−1z) −
∫
ϕdEni

′(i
′
x)

∣∣∣∣ni′ = |Sni
′ϕ(TMi−1z) − Sni

′ϕ(i
′
x)| � ni

′ δ
2
.

所以

Mph
∗ −

p∑
i=1

(
Sni

′ϕ(xi
′
) + ni

′ δ
6

)
− sm+ Smϕ(z)

� m(h∗ − s) −
p∑
i=1

2ni′
δ

3
− np+1

′(‖ ϕ ‖ +h∗)

� 2δMp −Mpδ − np+1
′(‖ ϕ ‖ +h∗)

� Mpδ − np+1
′(‖ ϕ ‖ +h∗).

因为 limp→∞
np+1

′

Mp
= 0, 所以可以选取充分大的 p, 使得 Mpδ − np+1

′(‖ ϕ ‖ +h∗) > 0. 此

时
∑

Bm(x,ε)∈C
exp

(
−sm+ sup

y∈Bm(x,ε)

Smϕ(y)
)

�
∑

BMp (x,ε)∈C′
exp

[
−Mph

∗+
p∑
i=1

(
Sni

′ϕ(i
′
x)+ni′

δ

6

)]
.

所以 M(G; s, ϕ, n, ε) � 1. 从而推得 s � P (G,ϕ, ε). 因为 s < h∗ 以及 η 的任意性, 引理得证.

又因为 G ⊂ GK , 所以 P (G,ϕ) � P (GK , ϕ). 定理 4.1 得证.

由定理 3.1 和定理 4.1可推得定理 2.1 (i). 特别的,若 ϕ = 0,即为文献 [7]中的定理 1.1.

5 非一致分离条件

设 ε > 0, δ > 0, ν ∈M(X,T ), F 是 ν 的邻域. 定义

s(ν, δ, ε) := inf
F�ν

lim inf
1
n

logN(F, δ, n, ε), s(ν, δ, ε) := inf
F�ν

lim inf
1
n

logN(F, δ, n, ε).

此定义中, 上、下确界可以对球形邻域 B(ν, ζ) 求取. 因为 N(F, δ, n, ε) � N(X,n, ε),由文献

[13]中的定理 7.7 及注 (8) 可得

s(ν, δ, ε) � s(ν, ε) <∞, s(ν, δ, ε) � s(ν, ε) <∞.

引理 5.1[7] 设 ε∗, δ∗ > 0. 若 ν ∈ M(X,T ), ν =
∫
μtρ(dt) 为其遍历分解, 则对任意的

Δ > 0, 存在有限个遍历测度的凸组合
∑p
i=1 aiμi, 使得

d

(
ν,

p∑
i=1

aiμi

)
� Δ,

∫
s(μt, δ∗, ε∗)ρ(dt) �

p∑
i=1

ais(μi, δ∗, ε∗),

其中 {ai} 可选取为有理数. 若 h∗ < h(T, ν), 则可以选取充分小的 ε∗, δ∗, 使得

h∗ <
∫
s(μt, δ∗, ε∗)ρ(dt).

由定理 3.1 (ii), 可推得 P (Gν , ϕ) � h(T, ν) +
∫
ϕdν 对任意不变测度 ν 成立. 要证明定

理 2.1 (ii), 只需要证明: 对任意的 ν ∈M(X,T ), P (Gν , ϕ) � h(T, ν) +
∫
ϕdν.

定理 5.1 设动力系统 (X, d, T ) 满足 g-几乎乘积性质. ϕ : X → R 为连续函数, 则

P (Gν , ϕ) � h(T, ν) +
∫
ϕdν, ∀ν ∈M(X,T ).

证明 设 a := h(T, ν) +
∫
ϕdν, 对任意的 a∗ < a′ < a, 下证 a∗ � P (Gν , ϕ).
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设 η1 := a− a′, η2 := a′ − a∗, h′ := h(T, ν) − η1, h
∗ := h(T, ν) − η1 − η2. 对任意的 s < a∗,

设 a∗ − s := 2δ. 由引理 5.1, 对任意的 k, 可以找到 ε∗ > 0, δ∗ > 0, 以及有限个遍历测度的有

理系数的凸组合 αk :=
∑pk

i=1 ai,kμi,k, 使得 αk → ν (k → ∞),

h′ <
pk∑
i=1

ai,ks(μi,k, δ∗, ε∗). (8)

设 {ζk}, {εk} 为严格单调递减趋于零的正数序列, 满足 ζ1 < δ/6, ε1 < ε∗, 并且使得对任

意的 1 � i � pk, 有 ∣∣∣∣
∫
ϕdμi,k −

∫
ϕdμ

∣∣∣∣ � δ

6
, ∀μ ∈ B(μi,k, ζk),

∣∣∣∣
∫
ϕdμi,k −

∫
ϕdμ

∣∣∣∣ � δ

3
, ∀μ ∈ B(μi,k, ζk + 2εk).

设 νζk
> 0, 使得当 d(ν, αk) < νζk

, 时∣∣∣∣
∫
ϕdν −

∫
ϕdαk

∣∣∣∣ � ζk.

对于每个 αk, 存在正整数 nk 使得 {ai,knk} 都为整数, 且满足

N(B(μi,k, ζk), δ∗, ai,knk, ε∗) � eai,knk(s(μi,k,δ
∗,ε∗)−η2), (9)

δ∗ai,knk > 2g(ai,knk) + 1, g(ai,knk)/ai,knk � εk, ∀i = 1, 2, . . . , pk. (10)

设 Γi,k ⊂ Xai,knk,B(μi,k,ζk) 为 (δ∗, ai,knk, ε∗)-分离集, 则有

|Γi,k| � eai,knk(s(μi,k,δ
∗,ε∗)−η2). (11)

定义 Γk :=
∏pk

i=1 Γi,k, 由 (8) 和 (9) 式可得 |Γk| � enkh
∗
. 又因为 d(ν, αk) < νζk

, 所以∫
ϕdν − ∫

ϕdαk − ζk < 0, 因而

|Γk| � enk(h∗+
∫
ϕdν)−nk(

∫
ϕdαk+ζk) = enka

∗−nk(
∫
ϕdαk+ζk).

设 x̄k := (x1,k, . . . , xpk,k) ∈ Γk, 其中 Eai,knk
(xi,k) ∈ B(μi,k, ζk). 定义集合

Bnk
(g; x̄k, εk) :=

pk⋂
i=1

T−(a1,k+···+ai−1,k)nkBai,knk
(g;xi,k, εk).

与定理 4.1 中相似, 定义集合

Gk :=
k⋂
j=1

( ⋃
xj∈Γj

′
T−Mj−1Bnj

′(g; x̄j , εj ′)
)
,

其中 Mj =
∑j

i=1 ni
′.

余下的证明与定理 4.1 相似, 在此省略.

至此, 我们证明了定理 2.1 (ii). 特别的, 若 ϕ = 0, 则得到文献 [7] 中的定理 6.1.

6 条件变分原理

应用前面的结论, 我们得到一个非紧集合拓扑压的条件变分原理. 定理 A 和 C 分别为

它的特殊情形.

定理 6.1 设动力系统 (X, d, T )满足 g-几乎乘积性质, ψ, ϕ : X → R为连续函数. 若对

于任意的 α ∈ R,

Kα =
{
x ∈ X, lim

n→∞
1
n
Snψ(x) = α

}
	= ∅,
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则

P (Kα, ϕ) = sup
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈M(X,T ),

∫
ψdμ = α

}
.

证明 设 F (α) := {μ ∈ M(X,T ) :
∫
ψdμ = α}, 则 F (α) 为闭集. limn→∞ 1

nSnψ(x) = α

与 {En(x)} 的所有极限点在 F (α) 中等价. 设

GF (α) := {x ∈ X : {En(x)} 所有极限点都在 F (α) 中 }.

对任意 μ ∈ F (α), 都有 Gμ ⊂ GF (α). 所以

h(T, μ) +
∫
ϕdμ = P (Gμ, ϕ) � P (GF (α), ϕ).

因而

sup
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ F (α)

}
� P (GF (α), ϕ).

另一方面 GF (α) ⊂F (α) G, 所以 P (GF (α), ϕ) � P (F (α)G,ϕ), 再由定理 3.1 (i) 得

P (F (α)G,ϕ) � sup
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ F (α)

}
.

所以

P (GF (α), ϕ) = sup
{
h(T, μ) +

∫
ϕdμ : μ ∈ F (α)

}
.

定理得证.

注记 6.1 在本文完成后, 我们得知 Thompson[14] 也证明了与定理 6.1 相同的结果, 但

是文献 [14]采用了文献 [5] 中的证明方法, 并且要求动力系统 (X, d, T ) 满足 specification 性

质. 我们的条件严格弱于文献 [14] 中的条件.

注记 6.2 对于连续映射 ψ : X → R
n, 我们可以得到类似定理 6.1 的结论.

由定理 6.1 以及注记 6.1, 我们可得到以下推论.

推论 6.1 若动力系统 (X, d, T ) 满足 g-几乎乘积性, 则有

BS(Kα, ϕ) = sup
{
h(T, μ)∫
ϕdμ

: μ ∈M(X,T ),
∫
ψdμ = α

}
.

由 BS- 维数的定义可以推得以下的结论.

推论 6.2 若动力系统 (X, d, T ) 满足 g-几乎乘积性, 则有

htop(T,Kα) = sup
{
h(T, μ) : μ ∈M(X,T ),

∫
ψdμ = α

}
.

推论 6.3 设 X 是一个 Cr 黎曼流形, T 是其上的一个拓扑混合的 C1+δ 共形扩张映

射, 则有

dimH(Kα) = sup
{

h(T, μ)∫
log ||dT ||dμ : μ ∈M(X,T ),

∫
ψdμ = α

}
.

Barreira 和 Saussol 在文献 [15] 中证明了: 若测度熵满足上半连续条件, ϕ, ψ 有唯一的

平衡态,则 BS-维数也满足推论 6.1中的结论.推论 6.3中的结论也是文献 [9]中的主要结论.

对于我们的结论在平均共形以及 C1 共形排斥子上的应用, 我们将另文发表.

致谢 衷心感谢审稿人对我们的文章提出的修改建议.
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