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摘要 本文研究一类四次椭圆 Hamilton 向量场在所有三次多项式下的扰动, 证明了如

下结论: (1)除全局中心外,围绕一个中心定义的 Abel积分的孤立零点的个数不超过 12; (2)

存在一个三次系统,它在扰动前属于一个鞍点环的情形, 而在扰动后至少存在 3 个极限环.
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1 引言

众所周知, 常微分方程在刻画自然现象中具有重要的作用, 然而, 由于缺乏得力的理论

工具, 我们很难对非线性微分方程的解做出全面的研究, 比如确定极限环的个数和位置. 由

于 Liénard方程

ẋ = y, ẏ = P (x) + yQ(x) (1.1)

包含了著名的 Van der Pol 方程

ẍ + αφ(x)ẋ + x = 0 (1.2)

和 Duffing 方程

ẍ(t) + δẋ(t) − x + x3 = 0, (1.3)

(1.1)式在非线性力学、电子学等学科中具有重要的作用. 遗憾的就是对这种方程, Hilbert第

16 问题仍然没有解决, 同时在局部分支理论中也常常遇到 Liénard 方程. Liénard 方程 (1.1)

称为是 (m, n)- 型的, 如果 deg P = m 以及 deg Q = n.

于是在文献 [1–4] 中, Dumortier 和 Li 系统地研究了 (3, 2)- 型的 Liénard 方程 ẋ = y,

ẏ = P (x)在 δy(x2+βx+α) ∂
∂y 扰动下 Abel积分零点的个数和极限环的个数,其中 0 < δ � 1,

(δ, β, α) ∈ R
3 是任意常数. 经过适当的尺度变换, Hamilton 函数 1

2y2 +
∫ x

0
P (s)ds 可以化为

H(x, y) =
1
2
y2 +

a

4
x4 +

b

3
x3 +

c

2
x2, (a, b, c) ∈ R

3, a �= 0. (1.4)
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换句话讲, 文献 [1–4] 研究了如下系统的分支现象:

ẋ = y, ẏ = −(ax3 + bx2 + cx) + (δx2y + δβxy + δαy), (1.5)

其中 (a, b, c, δ, β, α) ∈ R
6 为任意常数, a �= 0 且 0 < δ � 1.

本文将研究向量场

ẋ = y, ẏ = −(ax3 + bx2 + cx), ∀ (a, b, c) ∈ R
3, a �= 0, (X0)

在一般三次多项式扰动下的分支现象, 即我们要讨论如下向量场⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ẋ = y + ε

∑
0�i+j�3

pijx
iyj =: Hy + εP3(x, y),

ẏ = −(ax3 + bx2 + cx) + ε
∑

0�i+j�3

qijx
iyj =: −Hx + εQ3(x, y),

(X̃ε)

Abel 积分孤立零点的个数和极限环的个数, 其中 pij , qij 和 ε 是任意常数, 0 < ε � 1 (i, j 满

足 0 � i + j � 3).

对任意 (a, b, c) ∈ R
3 (a �= 0), 向量场 (X0) 的相图有 5 种不同的拓扑类型, 分别称为含

两鞍点的多角环、鞍点的同宿环、全局中心、尖点环和双同宿环 (见图 1 (A)–(E)).
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主要结论如下所示.

定理 1.1 考虑向量场 (X0)在一般三次多项式下的扰动,即向量场 (X̃ε). 假设 a (�= 0), b

和 c 是任意常数, 使得 (X0) 至少有一个中心, 则下列结论成立:

(i) 对 Abel 积分零点的个数, (X̃ε) 等价于⎧⎨⎩ ẋ = y,

ẏ = −(ax3 + bx2 + cx) + ε(q01y + q11xy + q21x
2y + q03y

3).
(Xε)

(ii) 对于情形 (A), (B), (D) 和 (E), (Xε) 确定的围绕一个中心的 Abel 积分孤立零点的

个数不超过 12.

(iii)对于情形 (B),存在常数 a∗, b∗, c∗, q∗01, q∗11, q∗21, q∗03 和 ε∗ > 0,使得对应的向量场 (X∗
ε )

至少有 3 个极限环.
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注 1.1 (i)由于本文讨论向量场 (X0)在一般三次多项式下的扰动, 因此很难得到 Abel

积分零点和极限环个数的上确界. 另一方面, 文献 [1–4] 中的方法也不太适用.

(ii) 我们将应用广义 Rolle 定理 (在 Khovanskii 方法的意义下, 见第 3 节中的定理 B),

通过考察两条曲线交点的个数来完成定理 1.1 的证明.

(iii) 由文献 [1]的定理 1 知,对于情形 (B),向量场 (1.5)极限环个数的上确界为 2. 结合

本文定理 1.1, 可以看出一般三次多项式的扰动确实能改变极限环的个数.

(iv) Zhao和 Zhang[5] 证明了向量场 (X0)在所有 n次多项式扰动下对应的 Abel积分零

点的个数不超过 7n + 5. Liu[6] 研究了情形 (E) 在所有 n 次多项式扰动下 Abel 积分零点的

个数.

(v) 文献 [7–11] 研究了 Hamilton 函数 (1.4) 具有对称性时 Abel 积分零点的个数, 如

H(x, y) = 1
2y2 + x4 − x2, H(x, y) = 1

2y2 + x2 − x4. 这时,大部分结论是用 Petrov方法得到的.

本文的结构如下: 第 2 节首先证明定理 1.1(i), 然后给出 Abel 积分 I(h) 的表达式和

Ii(h)的性质, i = 1, 2, 3. 第 3 节将给出 Abel积分孤立零点个数的上界. 第 4 节完成定理 1.1

的证明.

2 预备知识

设 Γh 是由 H(x, y) = h (h ∈ Σ) 定义的等位线, 其中 Σ 是能定义等位线的 h 的最大范

围.

2.1 定理 1.1 (i) 的证明及 Ii(h) 的相关性质

引理 2.1 对于 Abel 积分, 向量场族 (X̃ε) 与向量场族 (Xε) 等价.

证明 由文献 [11] 知, (X̃ε) 的后继函数 (又称为 Mel’nikov 函数) 可表示为

M(h, ε) = ε(I(h) + o(ε)), h ∈ Σ, (2.1)

其中

I(h) =
∮

Γh

P3(x, y)dy − Q3(x, y)dx (2.2)

是 Abel 积分. 由 Green 公式,

I(h) =
∫ ∫

intΓh

(
∂P3

∂x
+

∂Q3

∂y

)
dxdy,

其中
∂P3

∂x
+

∂Q3

∂y
= (p10 + q01) + (2p20 + q11)x + (p11 + 2q02)y

+(3p30 + q21)x2 + 2(p21 + q12)xy + (p12 + 3q03)y2.

设 xl(h) 和 xr(h) 是 Γh 与 x 轴交点的横坐标, xl(h) < 0 < xr(h), 则当 x ∈ (xl(h), xr(h)) 时,

Γh 可表示为

− y+(x, h) � y(x, h) � y+(x, h),

y+(x, h) =

√
2
[
h −

(
a

4
x4 +

b

3
x3 +

c

2
x2

)]
, h ∈ Σ.

从而

I(h) =
∫ xr(h)

xl(h)

dx

∫ y+(x,h)

−y+(x,h)

F (x, y)dy,
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其中

F (x, y) = (p10 + q01) + (2p20 + q11)x + (3p30 + q21)x2 + (p12 + 3q03)y2.

注意到 pij 和 qij 是任意常数, 不失一般性, 可以假设 pij ≡ 0. 于是,

I(h) =
∫ ∫

intΓh

[q01 + q11x + q21x
2 + 3q03y

2]dxdy.

因此, 向量场族 (Xε) 与向量场族 (X̃ε) 有相同的 Abel 积分, 即对于 Abel 积分, 两向量场族

等价. 证毕.

为方便讨论, 记

Ii(h) =
∮

Γh

xiydx, h ∈ Σ, i = 0, 1, 2, . . . , (2.3)

Q(h) =
I2(h)
I0(h)

, h ∈ Σ, (2.4)

ω(h) =
I ′′1 (h)
I ′′0 (h)

, 对 h ∈ Σ 且 I ′′0 (h) �= 0. (2.5)

引理 2.2 对系统 (Xε), Abel 积分 I(h) 可表示为

I(h) = (α1h + α2)I0(h) + βI1(h) + γI2(h), (2.6)

其中

α1 =
12
5

q03, α2 = q01,

β = q11 +
bc

5a
q03, γ = q21 +

b2 − 3ac

5a
q03.

证明 由 (2.2) 式,

I(h) = q01I0(h) + q11I1(h) + q21I2(h) +
∮

Γh

q03y
3dx. (2.7)

沿着 Γh, 有

y2 = 2h− a

2
x4 − 2b

3
x3 − cx2,

于是 ∮
Γh

y3dx = 2hI0(h) − a

2
I4(h) − 2b

3
I3(h) − cI2(h). (2.8)

下面计算 I3(h) 和 I4(h). 沿着 Γh, 有

ydy + (ax3 + bx2 + cx)dx = 0. (2.9)

由于
∮
Γh

y2dy = 0, 则

aI3(h) + bI2(h) + cI1(h) = 0. (2.10)

由 (2.9) 式,

xy2dy + (ax4 + bx3 + cx2)ydx = 0. (2.11)

注意到 ∮
Γh

xy2dy =
∫ ∫

intΓh

y2dxdy =
∮

Γh

y3

3
dx

=
∮

Γh

2
3
y

[
h − a

4
x4 − b

3
x3 − c

2
x2

]
dx

=
2
3

{
hI0(h) − a

4
I4(h) − b

3
I3(h) − c

2
I2(h)

}
,

436



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 4 期

及 (2.11) 式, 从而有
2h

3
I0(h) +

5a

6
I4(h) +

7b

9
I3(h) +

2c

3
I2(h) = 0. (2.12)

将 (2.10) 与 (2.12) 式代入 (2.8) 式得∮
Γh

y3dx =
12h

5
I0(h) − b

5
I3(h) − 3c

5
I2(h)

=
12h

5
I0(h) +

b

5
· 1
a
(bI2(h) + cI1(h)) − 3c

5
I2(h)

=
12h

5
I0(h) +

b2 − 3ac

5a
I2(h) +

bc

5a
I1(h).

于是, 由 (2.7) 式, 有

I(h) =
[
q01 +

12
5

q03h

]
I0(h) +

[
q11 +

bc

5a
q03

]
I1(h) + [q21 +

b2 − 3ac

5a
q03]I2(h)

= (α1h + α2)I0(h) + βI1(h) + γI2(h).

证毕.

2.2 Ii(h), Q(h) := I2(h)
I0(h)

和 ω(h) := I′′
1 (h)

I′′
0 (h)

的性质

由文献 [1], 下列结论成立.

定理 A[1]

(i)

N

⎛⎜⎜⎜⎝
I0

I1

I2

⎞⎟⎟⎟⎠ = (4hE + S)

⎛⎜⎜⎜⎝
I ′0

I ′1

I ′2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

其中 E 是单位矩阵, 且

N =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
3 0 0
b

3a
4 0

3ac− b2

3a2

2b

3a
5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

bc

3a

b2 − 3ac

3a

0
3ac2 − cb2

3a2

b(4ac − b2)
3a2

0
−bc(4ac− b2)

3a3

3a2c2 − 5ab2c + b4

3a3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(ii) 若 b(2b2 − 9ac) �= 0, 则

I ′′2 =
12a

2b2 − 9ac
hI ′′0 +

1
b

(
36a2

2b2 − 9ac
h − c

)
I ′′1 . (2.13)

(iii) 若 I1(h) ≡ 0, 则 Q(h) 满足下面的方程

G(h)Q′(h) = a20 + a22Q − Q(a00 + a02Q), (2.14)

其中

G(h) = 12h[144a3h2 + 12(b4 − 6ab2c + 6a2c2)h − c3(2b2 − 9ac)],

a00 = 12[108a3h2 + (10b4 − 61ab2c + 63a2c2)h − c3(2b2 − 9ac)],

a02 =−15a[12a(b2 − 3ac)h + c2(2b2 − 9ac)],

a20 =−12[12a(b2 − 3ac)h + c2(2b2 − 9ac)]h,

a22 = 180a[12a2h − c(b2 − 3ac)]h.
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(iv) 若 b(2b2 − 9ac) �= 0, 则 ω(h) 满足下面的 Riccati 方程

G(h)ω′(h) = −b01ω
2 − (b00 − b11)ω + b10, (2.15)

其中

b00 =
432a3(36ac− 7b2)

2b2 − 9ac
h2 − (864a2c2 − 996ab2c + 168b4)h + 12(2b2 − 9ac)c3,

b01 =
3888a4(b2 − 3ac)

b(2b2 − 9ac)
h2 +

12a(54a2c2 + 9ab2c − 2b4)
b

h

+
(2b2 − 9ac)(10b2 − 9ac)c2

b
,

b10 =−144a2b(7b2 − 27ac)
2b2 − 9ac

h2 + 12bc(2b2 − 9ac)h,

b11 =
432a3(72ac− 17b2)

2b2 − 9ac
h2 − 12(2b2 − 9ac)(5b2 − 8ac)h.

注 2.1 当 h ∈ Σ 时, G(h) �= 0.

3 定理 1.1(ii) 的证明

定理 B[12−14] 设函数 F (x, y)和 G(x, y)在 D上连续,在 D内光滑,其中 D = (x1, x2)×
(y1, y2). 若 F ′

x(x, y) 及 F ′
y(x, y) �= 0, 则在区域 D 内, 方程组⎧⎨⎩F (x, y) = 0,

G(x, y) = 0

解的个数不超过 1 加上方程组⎧⎨⎩F (x, y) = 0,

F ′
y(x, y)G′

x(x, y) − F ′
x(x, y)G′

y(x, y) = 0

解的个数.

以下用 
{f(h) = 0 (h ∈ Σ)} 表示 f(h) 在 h ∈ Σ 上孤立零点的个数.

引理 3.1 假设 b = 0, 则


{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � max(4, q), (3.1)

其中 q 是 Q(h) 在 Σ 上单调区间的个数.

证明 当 b = 0 时,

H(x, y) =
1
2
y2 +

a

4
x4 +

c

2
x2, (a, b, c) ∈ R

3, a �= 0,

此时等位线 H(x, y) = h 同时关于 x 轴和 y 轴对称, 从而 I1(h) ≡ 0. 由 (2.6) 式,

I(h) = (α1h + α2)I0(h) + γI2(h), h ∈ Σ, (3.2)

其中 α1, α2 和 γ 是任意常数. 若 γ = 0, 则 I(h) = (α1h + α2)I0(h). 注意到 I0(h) �= 0, 因此

I(h) 在 Σ 内至多有一个孤立零点. 若 γ �= 0, 则

I(h) = γI0(h)
[
α1h + α2

γ
+

I2(h)
I0(h)

]
=: γ[(α̃1h + α̃2) + Q(h)]I0(h),

因此方程 I(h) = 0 与方程

(α̃1h + α̃2) + Q(h) = 0, h ∈ Σ, (3.3)
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同解, 其中 α̃1 和 α̃2 是任意常数. 方程 (3.3) 与方程组⎧⎨⎩G(h, y) := y − Q(h) = 0,

F (h, y) := y + (α̃1h + α̃2) = 0,
h ∈ Σ, (3.4)

同解. 下面考虑 α̃1 = 0 的情形. 此时方程组 (3.4) 等价于⎧⎨⎩y = Q(h),

y = −α̃2.
h ∈ Σ. (3.5)

方程组 (3.5)解的个数即为曲线 y = Q(h)与任意直线 y = −α̃2 的交点个数. 由于 Q(h)的单

调区间的个数是 q, 故对任意 α̃2, 直线 y = −α̃2 与曲线 Q(h) 至多有 q 个交点, 也就是说, 当

α̃1 = 0 时, 
{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � q.

现在考虑 α̃1 �= 0 的情形. 由定理 B, 方程组 (3.4) 解的个数不超过 1 加如下方程组⎧⎨⎩Q′(h) = −α̃1,

Q(h) = −(α̃1h + α̃2),
h ∈ Σ (3.6)

解的个数. 注意到当 h ∈ Σ 时, G(h) �= 0, 则方程组 (3.6) 等价于⎧⎨⎩G(h)Q′(h) = −α̃1G(h),

Q(h) = −(α̃1h + α̃2),
h ∈ Σ. (3.7)

设

f(h) = G(h)Q′(h) + α̃1G(h).

由 (2.14) 式, 有

f(h) = [a20 + a22Q − Q(a00 + a02Q)] + α̃1G(h). (3.8)

将方程组 (3.7) 的第 2 个方程代入 (3.8) 式, 可得

f(h) = [a20 + a22Q − Q(a00 + a02Q)]|Q(h)=−(α̃1h+α̃2) + α̃1G(h). (3.9)

由定理 A, dega02 = 1, dega20, dega22, dega00 = 2 且 degG(h) = 3, 从而 f(h) 是 h 的三次多

项式, 在 h ∈ R 上至多有 3 个孤立零点, 因此方程组 (3.6) 在 h ∈ R 上至多有 3 个孤立零点,

从而 (3.4) 当 h ∈ Σ 时至多有 4 个孤立零点. 综上所述, 我们证明了


{I(h) = 0(h ∈ Σ)} �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 若 γ = 0;

q, 若 γ �= 0 且 α̃1 = 0,

4, 若 γ �= 0 且 α̃1 �= 0.

证毕.

下面通过讨论 I ′′(h) 孤立的零点的个数来研究 I(h) 的孤立零点数.

引理 3.2 若 2b2 − 9ac �= 0, 则

I ′′(h) = (σ1h + σ2)I ′′0 (h) + (σ3h + σ4)I ′′1 (h), h ∈ Σ, (3.10)

其中 σi, i = 1, 2, 3, 4,是任意常数.

证明 由 (2.6) 式, 有

I ′(h) = (α1h + α2)I ′0(h) + βI ′1(h) + γI ′2(h) + α1I0(h). (3.11)
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由于 q01, q11, q21 和 q03 是任意常数, α1, α2, β 和 γ 也是任意常数. 由定理 A(i),

3I0 = 4hI ′0 +
bc

3a
I ′1 +

b2 − 3ac

3a
I ′2. (3.12)

将 (3.12) 代入 (3.11) 式, 可得

I ′(h) = (ρ1h + ρ2)I ′0(h) + ρ3I
′
1(h) + ρ4I

′
2(h), (3.13)

其中 ρi, i = 1, 2, 3, 4,是任意常数. 于是

I ′′(h) = ρ1I
′
0(h) + (ρ1h + ρ2)I ′′0 (h) + ρ3I

′′
1 (h) + ρ4I

′′
2 (h). (3.14)

由定理 A(i),

(N − 4E)

⎛⎜⎜⎜⎝
I

′
0

I
′
1

I
′
2

⎞⎟⎟⎟⎠ = (4hE + S)

⎛⎜⎜⎜⎝
I ′′0

I ′′1

I ′′2

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.15)

由 (3.15) 的第一行可知

−I ′0(h) = 4hI ′′0 +
bc

3a
I ′′1 +

b2 − 3ac

3a
I ′′2 . (3.16)

将 (3.16) 和 (2.13)式代入 (3.14)可得 (3.10). 证毕.

引理 3.3 设 b(2b2 − 9ac) �= 0, 且当 h ∈ Σ 时 I ′′0 (h) �= 0, 则下列结论成立:

(i) 若 (σ1h + σ2) 和 (σ3h + σ4) 有公因子, 则


{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � l + 2, (3.17)

其中 l 是 ω(h) 在 h ∈ Σ 上单调区间的个数.

(ii) 若 σ1σ4 = σ2σ3, 则


{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � l + 2.

(iii) 若 σ1σ4 �= σ2σ3, 则


{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � max(6, l + 2). (3.18)

总之,


{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � max(6, l + 2). (3.19)

证明 (i) 若 (σ1h + σ2) 和 (σ3h + σ4) 有公因子, 则存在 k �= 0 , 使得

σ1h + σ2 = k(σ3h + σ4), h ∈ R.

于是

I ′′(h) = (σ3h + σ4)[kI ′′0 (h) + I ′′1 (h)] = (σ3h + σ4)I ′′0 (h)[k + ω(h)],

且有


{I ′′(h) = 0(h ∈ Σ)} � 1 + 
{ω(h) = −k(h ∈ Σ)}.

由于 ω(h) 在 Σ 上有 l 个单调区间, 则


{I ′′(h) = 0(h ∈ Σ)} � 1 + l.

由 Rolle 定理, I(h) 在 h ∈ Σ ∪ ∂Σ 上至多有 l + 3 个孤立零点. 注意到 I(h) 在 ∂Σ 上的两点

中总有一点等于零, 故不等式 (3.17)成立.
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(ii) 若 σ1σ4 = σ2σ3, 则 I ′′(h) 有如下的表达式

σ1σ4 = σ2σ3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a) σ2, σ4 �= 0,

则存在 k, 使得 I ′′(h) = (σ3h + σ4)I ′′0 [k + ω(h)];

(b) σ2 = 0, σ4 �= 0,

则 I ′′(h) = (σ3h + σ4)I ′′0 ω(h) = (σ3h + σ4)I ′′0 (0 + ω(h));

(c) σ2 = σ4 = 0, 则 I ′′(h) = σ1hI ′′0 + σ3hI ′′1 = h(σ1I
′′
0 + σ3I

′′
1 );

(d) σ4 = 0, σ2 �= 0, 则 I ′′(h) = (σ1h + σ2)I ′′0 .

情形 (a–c) 属于 (i); 对情形 (d), I ′′(h) 至多有一个孤立零点.

(iii) 首先, 假设当 h ∈ Σ 时, σ3h + σ4 �= 0. 则由 (3.10) 式,

I ′′(h) = 0 ⇐⇒ σ1h + σ2

σ3h + σ4
= −ω(h) ⇐⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
y = −ω(h),

y =
σ1h + σ2

σ3h + σ4
.

(3.20)

由定理 B, 方程 (3.20) 解的个数至多比下面方程组解的个数多 1:⎧⎪⎨⎪⎩
ω′(h) = −σ1σ4 − σ2σ3

(σ3h + σ4)2
,

ω(h) =
σ1h + σ2

σ3h + σ4
,

h ∈ Σ. (3.21)

方程组 (3.21) 等价于 ⎧⎪⎨⎪⎩
G(h)ω′(h) = G(h)

[
− σ1σ4 − σ2σ3

(σ3h + σ4)2

]
,

ω(h) =
σ1h + σ2

σ3h + σ4
,

h ∈ Σ. (3.22)

令

f(h) = G(h)ω′(h) +
σ1σ4 − σ2σ3

(σ3h + σ4)2
G(h). (3.23)

将 (2.15) 和 (3.22) 式的第二个方程代入 (3.23) 可得

f(h) =
1

(σ3h + σ4)2
{−b01(σ1h + σ2)2 − (b00 − b11)(σ1h + σ2)(σ3h + σ4)

+b10(σ3h + σ4)2 + (σ1σ4 − σ2σ3)G(h)}
=:

1
(σ3h + σ4)2

f1(h).

注意到 bij 和 G(h) 分别是 h 的二次和三次多项式, f1(h) 是 h 的次数不超过 4 的多项式, 在

h ∈ R上至多有 4 个孤立零点. 于是 I ′′(h)在 h ∈ Σ∪ ∂Σ上至多有 5个孤立零点. 由于 I(h)

在 ∂Σ 的两点总有一点等于零, 因此 I(h) 当 h ∈ Σ 时至多有 6 个孤立零点, 即


{I(h) = 0 (h ∈ Σ)} � 6. (3.24)

其次, 假设存在 h̃ ∈ Σ, 使得 σ3h̃ + σ4 = 0. 若 I ′′(h̃) �= 0, 令

Σ̃ = {(−∞, h̃) ∪ (h̃,∞)} ∩ Σ.

则当 h ∈ Σ̃时, σ3h + σ4 �= 0,且当 h ∈ Σ̃时 I(h)至多有 6个孤立零点. 注意到 I ′′(h̃) �= 0,可

知当 h ∈ Σ时, I(h)至多有 6个孤立零点. 若 I ′′(h̃) = 0,由 I ′′0 (h) �= 0 (h ∈ Σ)知 σ1h̃+σ2 = 0.

于是

σ3h̃ + σ4 = 0, σ1h̃ + σ2 = 0,
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这说明 σ3h + σ4 和 σ1h + σ2 有一个公因子. 由此引理的 (i) 知, 
{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � l + 2.

证毕.

定理 1.1 (ii) 的证明

对情形 (A), 我们取文献 [1] 中的正规形

H(x, y) =
y2

2
− 1

4
x4 +

1
2
x2.

由文献 [11] 知 h ∈ Σ = (0, 1/4)时, Q′(h) > 0, 故由引理 3.1 知, 
{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � 4.

对情形 (B), 我们取文献 [1] 中的正规形

H(x, y) =
y2

2
− 1

4
x4 − λ − 1

3
x3 +

λ

2
x2, λ > 1, Σ =

(
0,

2λ + 1
12

)
,

其中当 h ↓ 0 时 Γh ↓ 中心 (0, 0). 由文献 [1] 知, ω(h) 的单调区间数至多为 2. 注意到

2b2 − 9ac �= 0, 且当 h ∈ Σ 时 I ′′0 (h) �= 0, 故由引理 3.3 知 
{I(h) = 0(h ∈ Σ)} � 6.

对情形 (D), 我们取文献 [2] 中的正规形

H(x, y) =
y2

2
+

1
4
x4 +

1
3
x3, Σ =

(
− 1

12
, 0

)
∪ (0, +∞),

其中当 h ↓ − 1
12 时, Γh ↓ 中心 (−1, 0). 由文献 [2] 知 ω(h) 的单调区间数至多为 3. 注意到

2b2 − 9ac �= 0, 且当 h ∈ Σ 时 I ′′0 (h) �= 0, 故由引理 3.3 知 
{I(h) = 0 (h ∈ Σ)} � 6.

对情形 (E), 我们取文献 [4] 中的正规形

H(x, y) =
y2

2
+

1
4
x4 +

1 − λ

3
x3 − λ

2
x2, λ ∈ (0, 1]. (3.25)

Hamilton 函数 (3.25) 有 3 个临界值 h1, h2 和 0, 其中

h1 = − 1
12

(2λ + 1), h2 = − 1
12

λ3(λ + 2), h1 � h2.

分别以

ΓL
h = {(x, y)|H(x, y) = h, h ∈ (h1, 0), x < 0},

ΓR
h = {(x, y)|H(x, y) = h, h ∈ (h2, 0), x > 0},

ΓL,R
h = {(x, y)|H(x, y) = h, h ∈ (0, +∞)}

表示等位线的 3类紧致分支,则当 h ↓ h1 时 ΓL
h ↓中心 (−1, 0);当 h ↓ h2 时 ΓR

h ↓中心 (λ, 0);

当 h ↓ 0 时 ΓL,R
h ↓ Γ0, 其中 Γ0 是通过鞍点 (0, 0) 且围绕中心 (−1, 0)和 (λ, 0) 的双同宿轨.

若 λ = 1, 则 b = 0. 由文献 [11] 知, Q(h) 在 (− 1
4 , 0) ∪ (0, +∞) 上单调区间的个数为 2.

注意到 2b2 − 9ac �= 0, 且当 h ∈ Σ时 I ′′0 (h) �= 0, 故由引理 3.1知, 
{I(h) = 0, h ∈ (h1, 0)} � 8.

若 λ ∈ (0, 1), 文献 [4] 已证 ω(h) 在 h ∈ (h1, 0) 上严格增加, 且由文献 [15] 知 h > 0 时,

I ′′0 (h) �= 0. 注意到 2b2 − 9ac �= 0, 且仅考虑 Abel 积分围绕一个中心的情形, 故由引理 3.3 知


{I(h) = 0, h ∈ (h1, 0)} � 12. 证毕.

4 定理 1.1(iii) 的证明

本节将证明如下结论.

定理 4.1 对情形 (B), 以下结论成立:

(i) 存在 λ0 > 1, 使得 λ � λ0 时, 对任意 qij 和 ε > 0, (Xε) 在未扰动的同宿环附近至多

有 3 个极限环;
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(ii) 存在 λ = λ∗, ε∗ > 0 (| ε∗| � 1) 和 q∗ij ∈ R, 使得相应的向量场 (Xε∗) 在原同宿环附

近恰有 3 个极限环.

我们用文献 [1] 中的正规形, 即在 (1.4) 式中令 a = −1, b = 1 − λ, c = λ (λ > 1). 于是

(Xε) 化为 ⎧⎨⎩ ẋ = y,

ẏ = x(x + λ)(x − 1) + ε(q01 + q11x + q21x
2 + q03y

2)y,
(4.1)

且

Γh = {(x, y)|H(x, y) = h, 0 < h < h1}, h1 =
2λ + 1

12
.

同宿环 Γ 由 H(x, y) = h1 确定. 由文献 [16]知, 对 h1 附近的 h, I(h) 有如下展式:

I(h) = c1 + c2|h − h1| ln |h − h1| + c3|h − h1| + c4|h − h1|2 ln |h − h1| + · · · , (4.2)

其中

c1 = I(h1),

c2 =
(

∂P3

∂x
+

∂Q3

∂y

)∣∣∣∣
(1,0)

, 若 c1 = 0;

c3 =
∫ +∞

−∞

(
∂P3

∂x
+

∂Q3

∂y

)∣∣∣∣
Γ

(x(t), y(t))dt, 若 c1 = c2 = 0;

c4 = V1 (若 c1 = c2 = c3 = 0),是一阶鞍点量.

定理 C[16] 若 ci = 0, i = 1, 2, . . . , k − 1, 但 ck �= 0, 则 (Xε) 在 Γ 附近至多有 k − 1 条

极限环.

4.1 计算 c1 和 c2

由于

Ii(h) = 2
∫ xr(h)

xl(h)

xiy+(x, h) dx, h ∈ (0, h1], i = 0, 1, 2; (4.3)

xl(h1) = x∗ = −2
3
λ − 1

3
+

√
2

3

√
(λ − 1)(2λ + 1),

y+(x, h1) =
1√
6

√
f(x),

f(x) = 3(x − 1)2(x − x∗)(x − x̃),

x̃ = −1
3
[
2λ + 1 +

√
2(λ − 1)(2λ + 1)

]
,

通过直接计算可得

Ii(h1) = ai1v1 + ai2v2 + ai3v3 + ai0, i = 0, 1, 2,

其中

v1 =
√

2λ + 2, v2 = ln(2λ + 4 + 3
√

2λ + 2), (4.4)

v3 = ln((λ − 1)(2λ + 1)), (4.5)

a21 =
√

2
405

(70λ4 + 65λ3 − 54λ2 − 43λ + 16)

a22 =
√

2
1701

(7λ + 5 + 3
√

2)(−7λ − 5 + 3
√

2)(λ − 1)(2λ + 1)2;
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a23 = −1
2
a22; a20 =

√
2 ln 2
486

(λ − 1)(7λ2 + 10λ + 1)(2λ + 1)2;

a11 = −
√

2
54

(10λ2 + 19λ + 10)(λ − 1);

a12 =
√

2
162

(5λ + 7)(λ − 1)(2λ + 1)2;

a13 = −1
2
a12;

a10 = −
√

2 ln 2
324

(5λ + 7)(λ − 1)(2λ + 1)2;

a01 =
2
√

2
9

(λ2 + λ + 1);

a02 = −2
√

2
27

(λ + 2)(2λ + 1)(λ − 1);

a03 = −1
2
a02;

a00 =
√

2 ln 2
27

(λ − 1)(2λ + 1)(λ + 2).

代入 (2.6) 式, 得

c1 = I0(h1)q01 + I2(h1)q21 +
1
5
[(I1(h1) − I2(h1))λ2

+ (2I0(h1) − I1(h1) − I2(h1))λ + (I0(h1) − I2(h1))]q03 + I1(h1)q11. (4.6)

容易看出

c2 = q01 + q11 + q21. (4.7)

4.2 计算 c3

由于不容易得到 Γ 的参数化表达式, 我们将通过下面的方法来计算 c3. 由 (4.2), 如果

c1 = c2 = 0, 则

I ′(h) = c3 + 2c4(h − h1) ln(h − h1) + c4(h − h1) + · · · ,

从而 c3 = I ′(h1). 注意到沿着 Γ0, 有
y2

2
− 1

4
x4 − λ − 1

3
x3 +

λ

2
x2 = h1,

于是 y · ∂y
∂h1

= 1. 因此由 (4.3) 式,

I ′i(h1) = 2
∫ xr(h1)

xl(h1)

xi

y+(x, h1)
dx

= 2
√

2
∫ 1

x∗

xi

(1 − x)
√

(x − x∗)(x − x̃)
dx, (4.8)

其中 xr(h1) = 1, xl(h1) = x∗ 是 Γ 和 x 轴交点的横坐标. 由于

I ′(h1) = α1I0(h1) + (α1h1 + α2)I ′0(h1) + βI ′1(h1) + γI ′2(h1),

以及 I0(h1) 已知, 我们只要计算

Ψ = (α1h1 + α2)I ′0(h1) + βI ′1h1) + γI ′2(h1). (4.9)

把 (4.8) 代入 (4.9) 式, 则

Ψ = 2
√

2
∫ 1

x∗

α1h1 + α2 + βx + γx2

(1 − x)
√

(x − x∗)(x − x̃)
dx. (4.10)
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由引理 2.2,

α1h1 + α2 + β + γ =
[

bc

5a
+

b2 − 3ac

5a
+

12
5

h1

]
q03.

注意到 a = −1, b = 1 − λ, c = λ 和 c2 = 0, 从而
bc

5a
+

b2 − 3ac

5a
+

12
5

· 2λ + 1
12

≡ 0

且

α1h1 + α2 + βx + γx2 = (x − 1)[γx − (α1h1 + α2)].

于是 (4.10)式是正常积分, 计算可得

Ψ =
√

2
15

[−30
√

2λ + 2q21 + 10q21 ln(4 + 2λ + 3
√

2λ + 2) + 4q03 ln(4 + 2λ + 3
√

2λ + 2)

−5 ln((λ − 1)(2λ + 1))q21 + 6
√

2λ + 2q03 − 5 ln(2)q21 + 30q01 ln(4 + 2λ + 3
√

2λ + 2)

−2q03 ln((λ − 1)(2λ + 1)) − 2q03 ln(2) − 15q01 ln((λ − 1)(2λ + 1)) + 3λ2 ln((λ − 1)

·(2λ + 1))q03 + 2λ3 ln((λ − 1)(2λ + 1))q03 − 10λ ln((λ − 1)(2λ + 1))q21 + 6
√

2λ + 2q03λ

+6
√

2λ + 2q03λ
2 − 3q03 ln(2)λ − 3q03 ln((λ − 1)(2λ + 1))λ + 3λ2 ln(2)q03

+2λ3 ln(2)q03 − 10λ ln(2)q21 − 15q01 ln(2) − 6q03λ
2 ln(4 + 2λ + 3

√
2λ + 2)

+20λq21 ln(4 + 2λ + 3
√

2λ + 2) − 4q03λ
3 ln(4 + 2λ + 3

√
2λ + 2)

+6q03λ ln(4 + 2λ + 3
√

2λ + 2)].

为简便, 令

b1 = q01, b2 = q21, b3 = q03, b4 = q11, (4.11)

于是 c3 可以表示为

c3 = I ′(h1) = 2
√

6(z1b1 + z2b2 + z3b3) − 12
5

I0b3, (4.12)

z1 = −
√

3
6

(−2v2 + v3 + ln 2);

z2 = −
√

3
18

(6v1 − (2 + 4λ)v2 + (1 + 2λ)v3 + (1 + 2λ) ln 2);

z3 =
√

3
15

[
(λ2 + λ + 1)v1 − 1

3
(λ + 2)(2λ + 1)(λ − 1)v2 +

1
6
(λ + 2)(2λ + 1)(λ − 1)v3

]
.

4.3 计算 c4

引理 4.1[17] 对于向量场

ẋ = y + f(x, y), ẏ = x + g(x, y),

其中 f(0, 0) = g(0, 0), 第一阶鞍点量由下式给出:

V1 =[fxxx − fxyy + gxxy − gyyy + fxy(fyy − fxx)

+ gxy(gyy − gxx) − fxxgxx + fyygyy]|(0,0). (4.13)

令 u = x − 1, v = y, 则方程组 (4.1) 化为⎧⎨⎩ u̇ = v,

v̇ = (u + 1)(u + 1 + λ)u + ε[b1 + b4(u + 1) + b2(u + 1)2]v + εb3v
3.

(4.14)

445



赵丽琴等: 一类四次椭圆Hamilton向量场在三次多项式下的扰动

由于 c2 = 0, 方程组 (4.14) 可以表示为⎧⎨⎩ u̇ = v,

v̇ = (λ + 1)u + (2 + λ)u2 + u3 + ε(b4u + 2b2u + b2u
2)v + εb3v

3.
(4.15)

令 ξ = u, η = 1√
λ+1

v, τ =
√

λ + 1 t, 则方程组 (4.15) 化为

dξ

dτ
= η,

dη

dτ
= ξ +

1
λ + 1

g(ξ,
√

λ + 1 η), (4.16)

其中

g(ξ,
√

λ + 1 η) = (2 + λ)ξ2 + ξ3 + ε(b4ξ + 2b2ξ + b2ξ
2)
√

λ + 1 η

+ εb3(λ + 1)
√

λ + 1 η3.

注意到 ε > 0 和 λ > 1, 由 (4.13) 式, 有

c4 = −2
λ + 2
λ + 1

b4 +
[
2 − 4(λ + 2)

λ + 1

]
b2 + (−6λ − 6)b3. (4.17)

4.4 定理 4.1 的证明

(i) 由 (4.6), (4.7), (4.12)和 (4.17)式可以看出 ci (i = 1, 2, 3, 4)可以由 b1, b2, b3 和 b4 线

性表示. 考虑变量为 b1, b2, b3, b4 的线性方程组

c1 = c2 = c3 = c4 = 0, (4.18)

并用 det(λ) 表示此方程组的系数行列式, 直接计算可得

4920750(λ + 1)4 det(λ)

= 33600(v3 − 2v2 + ln 2)2λ11 + 67200(v3 − 2v2 + ln 2)(4 ln 2 + 3v1 − 8v2 + 4v3)λ10

+
[
4166400v2

2 − 4166400v2v3 − 3024000v2v1 + 1041600v2
3 + 1512000v3v1 + 302400v2

1

−4166400 ln2v2 + 2083200 ln2v3 + 1512000 ln2v1 + 1041600(ln2)2
]
λ9

+
[
8668800v2

2 − 8668800v2v3 − 7570080v2v1 + 2167200v2
3 + 3785040v3v1 + 2116800v2

1

−8668800 ln2v2 + 4334400 ln2v3 + 3785040 ln2v1 + 2167200(ln2)2
]
λ8

+
[
6476400v2

2 − 6476400v2v3 − 381600v2v1 + 1619100v2
3 + 190800v3v1 + 2056320v2

1

−6476400 ln2v2 + 3238200 ln2v3 + 190800 ln2v1 + 1619100(ln2)2
]
λ7

+
[
− 8668800v2

2 + 8668800v2v3 + 35751960v2v1 − 2167200v2
3 − 17875980v3v1

−15840360v2
1 + 8668800 ln2v2 − 4334400 ln2v3 − 17875980 ln2v1 − 2167200(ln2)2

]
λ6

+
[
− 21294000v2

2 + 21294000v2v3 + 77717520v2v1 − 5323500v2
3 − 38858760v3v1

−54152280v2
1+21294000 ln2v2−10647000 ln2v3−38858760 ln2v1−5323500(ln2)2

]
λ5

+
[
− 12247200v2

2 + 12247200v2v3 + 74007720v2v1 − 3061800v2
3 − 37003860v3v1

−75250080v2
1 + 12247200 ln2v2 − 6123600 ln2v3 − 37003860 ln2v1 − 3061800(ln2)2

]
λ4

+
[
5821200v2

2 − 5821200v2v3 + 29966400v2v1 + 1455300v2
3 − 14983200v3v1

−55721520v2
1 − 5821200 ln2v2 + 2910600 ln2v3 − 14983200 ln2v1 + 1455300(ln2)2

]
λ3
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+
[
10449600v2

2 − 10449600v2v3 − 425880v2v1 + 2612400v2
3 + 212940v3v1

−24480360v2
1 − 10449600 ln2v2 + 5224800 ln2v3 + 212940 ln2v1 + 2612400(ln2)2

]
λ2

+
[
4695600v2

2 − 4695600v2v3 − 3501360v2v1 + 1173900v2
3 + 1750680v3v1

−7258680v2
1 − 4695600 ln2v2 + 2347800 ln2v3 + 1750680 ln2v1 + 1173900(ln2)2

]
λ

+722400v2
2 − 722400v2v3 − 583560v2v1 + 180600v2

3 + 291780v3v1 − 1319760v2
1

−722400 ln2v2 + 361200 ln2v3 + 291780 ln2v1 + 180600(ln2)2.

令

4920750(λ + 1)4 det(λ) :=
11∑

i=0

ηiλ
i = λ11

(
η11 +

10∑
i=0

ηiλ
i

λ11

)
,

其中

η11 = 33600(v3 − 2v2 + ln 2)2.

由 (4.4), (4.5) 式可得 limλ→+∞(v3 − 2v2) = 0, 以及

lim
λ→+∞

η11 = 33600(ln2)2, lim
λ→+∞

ηiλ
i

λ11
= 0 (i = 0, 1, . . . , 10).

因此, 存在 λ0 > 1, 使得当 λ > λ0 时, 有 det(λ) > 0. 因为 (b1, b2, b3, b4) �= 0, 故对 λ > λ0,

(Xε) 在同宿环 Γ 附近至多有 3 个极限环.

(ii) 令 λ∗ = 7. 于是

c1 = −32.892b1 − 1389.4b2 + 17526b3 + 211.96b4,

c2 = −41.24127447b2 + 532.8347318b3 + 7.444120151b4, 若 c1 = 0,

c3 = 53.676934b3 − 3.01069714b4, 若 c1 = c2 = 0,

c4 = −7.205209670b4, 若 c1 = c2 = c3 = 0.

如果下列不等式成立, 则 Γ 恰好分支出 3 个极限环:

c4 < 0, c3 > 0, c2 < 0, c1 < 0, |c1| � |c2| � |c3| � |c4|. (4.19)

容易看出,存在 b∗i , i = 1, 2, 3, 4,使得不等式组 (4.19)成立,故当 (b1, b2, b3, b4) = (b∗1, b
∗
2, b

∗
3, b

∗
4),

0 < ε � 1 时, (Xε) 在 Γ 附近恰有 3 个极限环. 证毕.
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