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1 ��

��������, ����������. ������������������

������ [1]. ��������������� [2]. ��������������

������ [3]. �������, ���������, ��������	���/��

��
�	������ [4−7], �����.

�����������������.

�����������, �����
�
 AR(���) �� [8]. ���
�
 AR

���������������� [9]. �
�
 AR ����, (�
) TVPAR (���

����)	��,������������������� [10]. � TVPAR�����

��������
�	���� [11]. TVPAR ������������������

����
�
 [12]. TVPAR �����
�
 AR �������������� [13],

�� TVAR (time varying AR) �� [14] ��.� TVAR(p) ���,�
�	����,��

TVAR(pt) ���, ������	����.

�����, ��
 TVPAR ��������, ������
�����
��

TVPAR ��, ����������������������, �������	 AIC



���
: ���������������������

	�. ��, �����
	�.

2 ��������������

�������� {yi,t}, �����
�		���, i = 1, 2, . . . , I, �� I ����

���, ���������, t = 0, 1, . . . , T , �� T ��
��. ��, �����
��

�� I ����	�,��
������	�	���. ����������
���

�, I � 50. ���� t ���	���
��
�:

μt = Ey•,t = lim
I→∞

1
I

I∑
i=1

yi,t.

�������

�:

ct,τ = E(y•,t − μt)(y•,τ − μτ ) = lim
I→∞

1
I

I∑
i=1

(yi,t − μt)(yi,τ − μτ ),

�� t, τ = 0, 1, . . . , T . �����, � μt = μτ = μ = 0, �� t �= τ , ��	�

ct,t+h �= cτ,τ+h (t, τ, t + h, τ + h = 0, 1, . . . , T ) ,

������������������. �	 1 ����������������


�, �	��
�	���������������, ���
	��	 [10], �����

�	 2 ��.

� 1 ����������������

� 2 � 1 �����������
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3 �� TVPAR ��

�������������������, ����
 TVPAR �� [10].

����������	����������� {zi,t}, �������	��, �

�
 TVPAR ���
 (1) ��,

TVPAR(T ) : zi,t =

⎧⎪⎨
⎪⎩

εi,0, t = 0,
t∑

k=1

ϕk,t zi,t−k + εi,t, t = 1, 2, . . . , T,
(1)

�� AR�� ϕk,t ���� εi,t �������� t��. ��� εi,t 	�	������

����	.������
�
 AR��������������,��� TVAR��

��. ��	 εi,t ∼ N{0, Dεt}, ����	 zi,t−k (k = 1, 2, . . . , t) ���, ����, Dε0 �

Dεt ����

��:

Dε0 = Dz0 = lim
I→∞

1
I

I∑
i=1

z2
i,0 ,

Dεt = lim
I→∞

1
I

I∑
i=1

(
zi,t −

t∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2

, t = 1, 2, . . . , T. (2)

��	

�, �
 Dεt �	, ��
��� AR �� ϕk,t, 
�	
∂Dεt

∂ϕk,t
= 0 (k = 1, 2, . . . , t, t = 1, 2, . . . , T ),

�	, �
 (3) ��
��� AR ���	�� ϕ̂k,t,⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ct−1,t−1 ct−2,t−1 . . . c0,t−1

ct−1,t−2 ct−2,t−2 . . . c0,t−2

...
...

. . .
...

ct−1,0 ct−2,0 . . . c0,0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ̂1,t

ϕ̂2,t

...

ϕ̂t,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ct−1,t

ct−2,t

...

c0,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (3)

��

ct−k,t−ν = lim
I→∞

1
I

I∑
i=1

zi,t−kzi,t−ν (ν = 1, 2, . . . , t).

��, 	 ϕ̂k,t �	
 (2), ������	�� D̂εt ��
 (4) 
�,

D̂εt = ct,t −
t∑

k=1

ϕ̂2
t,tDzt−k − 2

t−1∑
ν=1

t∑
k=1+ν

ϕ̂ν,tϕ̂k,tct−k,t−ν , (4)

��

Dzt−k = lim
I→∞

1
I

I∑
i=1

z2
i,t−k.

����	����������� {zi,t} (t = 0, 1, . . . , T ), �����������

{z′i,t} ����� c′t,τ , ���� {zi,t} ����� ct,τ �
, 
,

ct,τ = c′t,τ , ct,t = c′t,t (t, τ = 0, 1, . . . , T ), (5)
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�����
 TVPAR �������� [10].

4 ����� TVPAR ���� AIC ��

���������	����������� {zi,t}, ���
� TVPAR ����

�
 (6), 
���������	����������, �����
������	

���	, 
�����
������	����	.

TVPAR(p) : zi,t =

⎧⎨
⎩

εi,0, t = 0,
q∑

k=1

ϕk,t zi,t−k + εi,t, t = 1, 2, . . . , T ; q = min(t, p),
(6)

�� p 	� TVPAR ������
�, �		� [T/2]. ��� AR �� ϕk,t ����

εi,t �������� t ��. εi,t 	���	, εi,t ∼ N{0, Dεt}. �� εi,0 ����	, �

zi,1, zi,2, . . . , zi,T ������

L (ϕ1,t, . . . , ϕq,t, Dεt) =
T∏

t=1

f(zi,t|zi,t−q, . . . , zi,t−1),

��, f(zi,t|zi,t−q, . . . , zi,t−1) �

�������, ���	�
∑q

k=1 ϕk,t zi,t−k����

� Dεt, ���������

f(zi,t|zi,t−q, . . . , zi,t−1) =
1√

2π Dεt

exp
{
− 1

2 Dεt

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2}
.


�, TVPAR(p) ���� i ��������

Li (ϕk,t, Dεt) =
(

1
2π

)T/2 T∏
t=1

1√
Dεt

exp
{
− 1

2

T∑
t=1

1
Dεt

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2}
.

TVPAR(p) ���� i ����� I ���������������

��:

li (ϕk,t, Dεt) = −T

2
ln 2π − 1

2

T∑
t=1

ln Dεt − 1
2

T∑
t=1

1
Dεt

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2

,

l (ϕk,t, Dεt) = −IT

2
ln 2π − I

2

T∑
t=1

ln Dεt − 1
2

T∑
t=1

1
Dεt

I∑
i=1

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2

. (7)

��	

∂l

∂ϕk,t
=

I∑
i=1

zi,t−k

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)
= 0,

∂l

∂Dεt
= − I

2Dεt
+

1
2 (Dεt)

2

I∑
i=1

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2

= 0.

������ t �����	�	 ϕ̂1,t, . . . , ϕ̂q,t ���
�
:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ct−1,t−1 ct−2,t−1 . . . ct−q,t−1

ct−1,t−2 ct−2,t−2 . . . ct−q,t−2

...
...

. . .
...

ct−1,t−q ct−2,t−q . . . ct−q,t−q

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ̂1,t

ϕ̂2,t

...

ϕ̂q,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ct−1,t

ct−2,t

...

ct−q,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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������	�	 D̂εt �

D̂εt =
1
I

I∑
i=1

(
zi,t −

q∑
k=1

ϕ̂k,t zi,t−k

)2

. (8)

	
 (8) �	
 (7), �������	��
 (9) ��,

l(ϕ̂k,t, D̂εt) = −IT

2
(1 + ln 2π) − I

2

T∑
t=1

ln D̂εt. (9)

� TVPAR(p)���� T + p {2T − (p− 1)}/2�	����. 
�����
�� AIC(p):

AIC(p) = −2 l(ϕ̂k,t, D̂εt) + 2T + p (2T + 1 − p)

= IT (1 + ln 2π) + 2T + I

T∑
t=1

ln D̂εt + p (2T + 1 − p).

�
��
����, ���
�� AIC(p):

AIC(p) = I
T∑

t=1

ln D̂εt + p (2T + 1 − p).

�������� (T � p)���	�����
���, ����

D̂ε1 = D̂ε2 = · · · = D̂εT = σ̂2,

����������������, �������������� p + 1. 
��,

AIC(p) = T (ln 2π + 1) + T ln σ̂2 + 2 (p + 1) . (10)


 (10) �	�������������� AIC 	
.


�����, �����
, �	 1 �������� TVPAR(p) ��� AIC(p) �


���� 1, �	 3 ��, � AR 
� p ���� 1 � [T/2] ��� 3. ����� 8 �

������������ TVPAR(p) �������, �	��
��������.

� 1 � 1 ������� TVPAR(p) ��� AIC(p) �

p 1 2 3 4 5 6 7 · · · 18 19

AIC(p) (−103×) 4.266 4.301 4.302 4.280 4.282 4.259 4.242 · · · 3.294 6.362

� 3 � 1 ������� TVPAR(p) ��� AIC(p) �
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�
, �� p = T , TVPAR(p) ��	�� TVPAR(T ) ��. ���� TVPAR(p) ��

(p = 1, 2, . . . , T − 1) ������������������, �� [10]

ct,t+ν = c′t,t+ν , ν = 0, 1, . . . , q; t, t + ν = 0, 1, . . . , T.

5 ���� TVPAR ���� AIC ��

�������	����������� {zi,t},��
� TVPAR���
 (11)�

�, 
, ��������	���������, �����
������	���	,


�����
������	����	.

TVPAR(pt) : zi,t =

⎧⎨
⎩

εi,0, t = 0,
pt∑

k=1

ϕk,t zi,t−k + εi,t, t = 1, 2, . . . , T ; pt � t,
(11)

��, pt 	� TVPAR ����� AR 
�, �		� [T/2], ��� AR �� ϕk,t ���

� εi,t �������� t ��. εi,t 	���	, εi,t ∼ N{0, Dεt}. �� εi,0 ����	,

� zi,1, zi,2, . . . , zi,T ������

L (ϕ1,t, . . . , ϕpt,t, Dεt) =
T∏

t=1

f(zi,t|zi,t−pt , . . . , zi,t−1),

��, f(zi,t|zi,t−pt , . . . , zi,t−1) �

�������, ���	�
∑pt

k=1 ϕk,t zi,t−k, ���

Dεt, ���������

f(zi,t|zi,t−pt , . . . , zi,t−1) =
1√

2π Dεt

exp
{
− 1

2 Dεt

(
zi,t −

pt∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2}
.


�, TVPAR(pt) ������������� I ������ t ������

Lt(ϕk,t, Dεt) =
(

1
2πDεt

)I/2

exp
{
− 1

2Dεt

I∑
i=1

(
zi,t −

pt∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2}
.

TVPAR(pt) ����� I ������ t ��������
 (12) ��.

lt(ϕk,t, Dεt) = −I

2
ln 2πDεt − 1

2Dεt

I∑
i=1

(
zi,t −

pt∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2

. (12)

��	

∂lt
∂ϕk,t

=
I∑

i=1

zi,t−k

(
zi,t −

pt∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)
= 0,

∂lt
∂Dεt

= − I

2Dεt
+

1
2(Dεt)2

I∑
i=1

(
zi,t −

pt∑
k=1

ϕk,t zi,t−k

)2

= 0.

�������� t, �����	�	 ϕ̂1,t, . . . , ϕ̂pt,t ����

�:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ct−1,t−1 ct−2,t−1 . . . ct−pt,t−1

ct−1,t−2 ct−2,t−2 . . . ct−pt,t−2

...
...

. . .
...

ct−1,t−pt ct−2,t−pt . . . ct−pt,t−pt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ̂1,t

ϕ̂2,t

...

ϕ̂pt,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ct−1,t

ct−2,t

...

ct−pt,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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��, ����	�	 D̂εt �

D̂εt =
1
I

I∑
i=1

(
zi,t −

pt∑
k=1

ϕ̂k,t zi,t−k

)2

. (13)

	
 (13) �	
 (12), �
������	:

l(ϕ̂k,t, D̂εt) = −I

2
(1 + ln 2π) − I

2
ln D̂εt.

� TVPAR(pt) ���, � pt + 1 �	����, � AIC(pt) ��
��
�:

AIC(pt) = −2 l(ϕ̂k,t, D̂εt) + 2(pt + 1)

= I (1 + ln 2π) + 2 + I ln D̂εt + 2 pt.

�
��
����, � AIC(pt) ���
��:

AIC(pt) = I ln D̂εt + 2pt.

�����
, �	 1 �������, � TVPAR(pt)���
 1 � 8 �����
� pt,

�� 2 ��, � pt ���	�	� 3. ����, TVPAR(p) ��	 TVPAR(pt) ����

�.

� 2 � 1 �������� TVPAR(pt) ��� AIC(pt) �

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

pt 1 2 3 2 2 1 2 6 6 4 4 6 7 3 1 1 1 2 2

6 ��

1. ����� 3 � TVPAR ��, ������, ���������������,

�
 TVPAR ��������.

2. �������


�
��, �����
 TVPAR ��, ���������

������������. ������������	, ���������
�, 	

���������		���
�.

3. ��
�
���������
� TVPAR �����
� TVPAR ��, ��

	�
 TVPAR ��, �
	�������
���
.

4. ���	���,�
���������
� TVPAR���	��
� TVPAR

��. ��
���������, 
��
 TVPAR ������������.

��	������, ������� 3 � TVPAR ���
����������

���������.

�� ����������, ���������.
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