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摘要：讨论裂纹尖端的应力应变与应力强度因子的关系, 建立计算复合型裂纹应力强度因子的有限元方法，应用

有限元分析软件ANSYS计算I型裂纹和II型裂纹的应力强度因子以及裂纹尺寸和载荷对应力强度因子的影响。研究

结果表明：ANSYS解与解析解很接近，误差很小，验证了复合裂应力强度因子计算方法的有效性；ANSYS解在

裂纹较大和较小时误差相对较大，这主要与划分网格的精度有关，裂纹较大时网格不够密，裂纹较小时网格产生

变形的影响，可以通过增加网格精度来减小计算误差。 
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Abstract: The releationship between stress and stress intensity factor（SIF）was studied. Using the software ANSYS, the 

method of calculating SIF of composite mode cracks was set up. At the same time, the SIF of mode I and II crack was 

calculated and the influence of crack size and loading on the SIF was studied. The results show that the results of ANSYS 

is almost equal to analytical results, which proves that the method is feasible. When the crack is very big or very small, 

the result of ANSYS’ error is comparatively obvious, which is due to the problem of the precision of gridding. When the 

crack is too big, the dense of gridding is inadequate; when the crack is too small, the cell of gridding will produce 

distortion. The error can be decreased by increasing the precision of gridding. 
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在断裂力学的工程应用中, 应力强度因子是一个

判断含裂纹构件的断裂或计算裂纹扩展速率的重要参

量。当前已有许多种计算应力强度因子的计算方法, 
如解析法[1]、边界配位法[2−5]、有限单元法[6−8]、边界

元素法、体力法、权函数法[9−12]、线弹簧模型和复变

函数法[13]，研究的对象有椭圆裂纹[14]、片状裂纹、孔

边裂纹等。由于有限单元法计算结果相对精确，所以，

对于结构或裂纹形状复杂和受复杂载荷作用的结构

件，一般采用有限单元法。目前，人们应用有限元方

法计算 I 型裂纹的应力强度因子的研究较多[15−17]，而 
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对计算 II 型、III 型裂纹的应力强度因子的研究较少。

在此，本文作者在 I 型裂纹的基础上，扩展有限元软

件 ANSYS 计算裂纹断裂参量的方法。 
 

1 基本理论和方法 
 
1.1 应力强度因子的求解方法 

在进行裂纹分析时,应力强度因子是一个重要的

指标。构件中的裂纹可以抽象成二维或三维模型。二

维和三维裂纹模型的裂纹尖端的坐标分别如图1和图2
所示。 
 

 
图 1 二维裂纹前缘任意点的局部坐标(法平面)和位移场 

Fig.1 Displacement fields and local polar coordinates 

at a arbitrary point in the 2-D crack front 
 

 

图 2 三维裂纹前缘任意点的局部坐标(法平面)和位移场 

Fig.2 Displacement fields and local polar coordinates 

at a arbitrary point in the 3-D crack front 
 

对于三维裂纹模型，裂纹尖端附近在图2所示的局

部坐标系(局部直角坐标系由坐标分量X，Y和Z构成, 
XY 面为裂纹前缘任一点的法平面, YZ 平面为其切平

面。局部柱坐标系的坐标分量由r，θ和Z组成，r和θ
所构成的平面为裂纹前缘任一点的法平面)下的位移

场可表示如下： 
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式中： u，v和w分别对应于裂纹尖端局部坐标的位移；

r和θ为计算点在局部柱坐标的坐标值；G为剪切模量；

ν为泊松比，对于平面应力，κ=3−ν/1+ν，而对于平面

应变，κ=3−4ν；KI，KII和KIII分别为Ⅰ型、Ⅱ型和Ⅲ型

应力强度因子；o(r)为高阶无穷小量。根据式(1)，若

裂纹表面(θ=±180˚)某一点垂直于裂纹平面的位移已

知, 可以导出对称裂纹的应力强度因子计算公式： 
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1.2 复合裂纹理论 
复合裂纹因其自身结构的复杂性，从而导致其受

力的复杂性，因此，在计算中，不仅要考虑裂纹的结

构，还要考虑其复杂的受力。 
本文在计算复合裂纹的应力强度因子时采用的方

法是将复杂的裂纹分解成Ⅰ，Ⅱ和Ⅲ型分量，然后进

行分别计算。以试样的厚、宽、长3个方向取直角坐标

XOYZ(见图3)，空间斜裂纹在试样正面(XOY)上与OY
的夹角为α，在试样侧面(XOZ)上与OX的夹角为β，试

样受铅垂力P的作用，P平行于Z轴，空间斜裂纹的裂

纹面为平行四边形，外力P在裂纹面上可分解为 PⅠ，

PⅡ和PⅢ 3个分力。其中：PⅠ为垂直于裂纹面的拉力，

产生Ⅰ型应力强度因子，PⅡ和PⅢ在裂纹面内；PⅡ为垂

直于裂纹前端的剪力，产生Ⅱ型裂纹应力强度因子；

PⅢ为平行于裂纹前端的剪力，产生Ⅲ型裂纹应力强度

因子。坐标原点O（0，0，0）取在裂纹面上。在裂纹

面上还可取A(−1，0，tan β)和B(0，−1，tan β) 2点，由

此可得裂纹面内的矢量OA={−1，0，tan β}和OB={0，
−1，tan α}，由于裂纹前端与裂纹的切口线平行，所

以PⅢ//OA={−1，0，tan β}。PⅠ垂直于OA和OB，故PⅠ

//(OA×OB)={tan β， tan α, 1}，PⅡ //[(OA × OB) ×  
OA]={tan α tan β，−(1+tan2 β), tan ∂}。载荷矢量P={0，
0，P}。将P在PⅠ，PⅡ和PⅢ 3个方向投影，可求得3个
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分力的大小： 
PⅠ=P·PⅠ/| PⅠ|=P/(1+tan2 α+tan2 β)1/2；     (3) 

PⅡ=P·PⅡ/| PⅡ|=Ptan α cos β/(1+tan2 α+tan2 β)1/2；(4) 
PⅢ=P·PⅢ/| PⅢ|=Psin β。                 (5) 

把力分解成PⅠ，PⅡ和PⅢ 3个分量之后，就可以对

每1个分量求解其对应的应力强度因子。KⅠ，KⅡ和KⅢ

总的裂纹应力强度因子为： 
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图 3 复合裂纹的位置 

Fig.3 Displacement of composite mode cracks 

 

2 应力强度因子的有限元计算 
 
2.1 断裂模型及网格 

在建模时，取平板的宽度b=0.2 m，裂纹长度为2a，
材料的弹性模量为2.23×1011 Pa，泊松比为0.36。考虑

到裂纹的对称性，有限宽板的建模只考虑1/4的模型即

可，网格如图4所示。 
2.2 Ⅰ型裂纹 

Ⅰ型裂纹又称张开型裂纹，其载荷垂直裂纹面，

取裂纹的宽度a=0.02 m，单向拉伸应力为100 MPa，在

对称边界上加上对称边界，对裂纹尖端进行奇异化处

理，然后，应用有限元软件对模型进行结构分析，得

到其应力云图。可以看出，裂纹尖端及其附近的应力

有明显的应力集中。通过有限元软件ANSYS计算断裂

参量的功能，算出其应力强度因子为K Ⅰ =18.04 
MPa·m1/2 ，据应力强度因子手册可知，此时K Ⅰ

=Cσ(πa)1/2。其中：C=(sec
b
a

2
π )1/2。通过计算得到解析

解为KⅠ=17.84 MPa·m1/2，采用ANSYS所得计算结果与

解析解相对误差为1.12%。 
 

 
 

图 4 断裂模型 

Fig.4 Model of crack 
 

为了研究Ⅰ型裂纹的扩展，计算了裂纹的尺寸和

所受载荷变化时其裂纹应力强度因子的变化，并将其

与解析解进行对比，求出其相对误差，结果见表1和  
表2。 
2.3 Ⅱ型裂纹 

Ⅱ型裂纹又称滑开型裂纹。在计算Ⅱ型裂纹时，

裂纹模型加载和材料的属性与Ⅰ型裂纹的一样，所加

剪切应力为 100 MPa，可以应用表面效应单元

SURF153 加载剪力，应用 ANSYS 有限元软件对模型

进行结构分析，得到其应力云图。可以看出，在裂纹

尖端同样有明显的应力集中，通过有限元软件 ANSYS
计算断裂参量的功能，算出其应力强度因子为 KⅡ

=17.81 MPa·m1/2，据应力强度因子手册，此时 KⅡ

=Cσ(πa)1/2 ，通过计算得到解析解为 K Ⅱ =17.84 
MPa·m1/2，相对误差为−0.17%。 

为了研究Ⅱ型裂纹的扩展，本文计算了Ⅱ型裂纹

的尺寸和所受剪切应力变化时其裂纹应力强度因子的

变化，并将其与解析解进行对比，求出其相对误差，

结果见表 3 和表 4。 
从表 3 和表 4 可以看出，ANSYS 的计算结果很准

确，但在裂纹较大和较小时相对误差较大，这是由于

划分网格时，裂纹较大时裂纹处的单元不够密，较小

时裂纹处的网格产生了变形。通过计算得出应力强度

因子的 3 个分量 KⅠ、KⅡ、KⅢ后，就可以利用式(6)求
出复合裂纹的应力强度因子，从而判断含裂纹构件是

否安全。 
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表 1 Ⅰ型裂纹应力强度因子随裂纹尺寸的变化 

Table 1 SIF of mode Ⅰ crack in different sizes                        MPa·m1/2 

裂纹宽度/m 
 

0.020 0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 
KⅠ的有限元解 26.53 18.04 17.05 16.00 14.92 13.75 12.50 11.33 10.30 8.49
KⅡ的真实值 25.71 17.84 16.91 15.91 14.87 13.76 12.55 11.22 9.72 7.93

KⅠ和 KⅡ差值 ∆K 0.82 0.20 0.14 0.09 0.05 −0.01 −0.05 0.11 0.58 0.56
KⅠ和 KⅡ相对误差/% 3.19 1.12 0.83 0.57 0.34 −0.07 −0.04 0.98 5.97 7.06

 
表 2 Ⅰ型裂纹应力强度因子随拉伸应力的变化 

Table 2 SIF of mode Ⅰ crack in different stresses                       MPa·m1/2 

拉伸应力/MPa 
 

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 
KⅠ的有限元解 18.04 16.23 14.43 12.63 10.82 9.02 7.21 5.41 3.61 1.80
KⅡ的真实值 17.84 16.06 14.27 12.49 10.70 8.92 7.14 5.35 3.57 1.78

KⅠ和 KⅡ差值 ∆K 0.02 0.17 0.16 0.14 0.12 0.10 0.07 0.06 0.04 0.02
KⅠ和 KⅡ相对误差/% 1.12 1.06 1.12 1.12 1.12 1.12 0.98 1.12 1.12 1.12
 

表 3 Ⅱ型裂纹应力强度因子随裂纹尺寸的变化 

Table 3 SIF of mode Ⅱ crack in different sizes                        MPa·m1/2 

裂纹宽度/m 
 

0.020 0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 
KⅠ的有限元解 25.71 17.81 16.88 15.93 14.93 13.80 12.63 11.38 9.41 7.26
KⅡ的真实值 25.70 17.84 16.90 15.91 14.87 13.76 12.55 11.22 9.72 7.93

KⅠ和 KⅡ差值 ∆K 0.01 −0.03 0.02 0.02 0.06 0.04 0.08 0.16 −0.31 −0.67
KⅠ和 KⅡ相对误差/% 0.40 −0.17 0.12 0.13 0.40 0.29 0.64 1.42 −3.19 −8.45
 

表 4 Ⅱ型裂纹应力强度因子随剪切应力的变化 

Table 4 SIF of mode Ⅱ crack in different stresses                        MPa·m1/2 
剪切应力/MPa 

 
100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 

KⅠ的有限元解 17.81 16.03 14.25 12.47 10.69 8.90 7.12 5.34 3.56 1.78 
KⅡ的真实值 17.84 16.06 14.27 12.49 10.70 8.92 7.14 5.35 3.57 1.78 

KⅠ和 KⅡ差值 ∆K −0.03 −0.03 −0.02 −0.02 −0.01 −0.02 −0.02 −0.01 −0.01 0 
KⅠ和 KⅡ相对误差/% −0.17 −0.19 −0.14 −0.16 −0.09 −0.22 −0.28 −0.19 −0.28 0 
 

3 结 论 
 

a. 计算复合型裂纹应力强度因子时可以将其简

化成Ⅰ，Ⅱ和Ⅲ型应力强度因子分量进行计算，降低

了复合裂纹计算的复杂性。 
b. 计算裂纹的应力强度因子时，Ⅰ型和Ⅱ型应力

强度因子的有限元计算结果和解析解很接近。 
c. 裂纹较大和裂纹较小时计算误差相对较大。这

是因为在划分网格时，裂纹较大时裂纹处的网格不够

密，较小时裂纹处的单元产生了变形。 
d. 通过表面效应单元 SURF153 在模型上加载了

剪切力，在计算 II 型裂纹时，误差很小，表明剪切力

的加载可以在 ANSYS 中实现。 
e. 通过 ANSYS 计算得到的应力强度因子能较好

地预测含裂纹构件的安全性，相对实验方法更经济、

方便、可靠。 
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