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摘  要：针对传统的算法存在解的精度不高和计算时间长等问题，通过对单原子状态自洽法的算法进行分析，利

用数值运算功能极强的 MATLAB(MATrix LABoratory)为工具，以金属 Cu 为例，对确定晶体电子结构的计算方法

单原子状态自洽法编程求解。研究结果表明：此法编程时间短，利用该编程求解，解的精度更高，计算效率提高

了近 100 倍，便于引入其他性质，增强标定电子结构的准确性。 
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Abstract: Systematic analysis of algorithms of single-atom self-consistency method shows that traditional algorithms 
have the following the problems: the accuracy of answer is not high and the time of calculation is too long and so on. The 
MATLAB (MATrix LABoratory) software aggregated the strongest value calculation as a tool. Take metal Cu for 
example. The solution is introduced for one-atom self-consistency for determining electronic structure of crystals which 
finished making program in a short time. The answer is more accurate than ever. Its efficiency is enhanced almost by one 
hundred times. It is convenient to add other properties to accurately determine the electronic structure of crystal. 
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谢佑卿等经过研究，建立了合金系统科学框架，

它由纯金属系统科学，合金物理与化学和合金统计热

力学 3 部分组成，其核心内容是纯金属单原子(OA)理
论[1−6]和合金特征晶体理论(CC)[7−10]，单原子状态自洽

法是在余瑞璜发展的 Pauling 键长公式[11]，吕振家等

建立的结合能公式[12−13]的基础上建立的确定晶体电

子结构的计算方法[14]。长期以来，研究者用 BASIC
和 FORTRAN 等语言编程解决问题，耗费大量的时间

用于编程，而有的编程人员不懂专业，这导致编制的

程序不是 优秀的，存在解的精度不高和计算时间长

等问题，且所选的基本原子态数目不能太多，否则导

致求解太慢而影响分析速度。在此，本文作者以

MATLAB 为工具[15]，利用其中集成了 优秀算法的函

数来解非线性方程和非线性方程组(只定义方程，输入

参数就求解)，这样减少了繁琐的编程，而把时间和精

力放在模型建立和参数定义的研究上，且由于采用

优秀的算法，解的精度和计算效率提高了许多，很好

地满足该方法扩展的需要。 
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1 单原子状态自洽法的原理 

 

根据纯金属的晶格常数(a)和结合能(Ec)实验值来

确定晶体的电子结构，即通过 a 和 Ec 方程来确定键

、键数和键上电子对数[16]。其基本方程为 长 
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式中：nc和 R(1)是杂化原子的共价电子数和单键半径；

rs，Is 和 ns 是各类键的键长、键数和键上共价电子对

数；Gs和 Is是与晶格类型相关的常数；β按 EET 理论

取值[11]： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+=−

=

。 750.0 25.0当      ,2.20.710
， 700.0          0.300当                 ,600.0
， 75.0＞25.0＜当                 0.710,

11

1

11

时或

时

时或

εεε
β

nn
n

nn

(2) 
关于 β 的具体取值要通过自洽得到，β 值迭代示

意图如图 1 所示，其中 flag 表示判断 β值收敛的语句。 
 

 
图 1  β值迭代示意图 

Fig.1  Schematic diagram for overlapping of β value 
 
在平衡状态，rs=rs, 0，1 mol 晶体的结合能 Ec为： 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
′+= ∑ )

00,
c

s

f

s

ss f
r
n

f
r

nI
AE ； 

ss
s

s IrIr ∑=∑ /0,0 。        (3) 

式中：ns和 rs,0由式(1)给出；f ′和 f 分别为近自由电子

和共价电子的成键能力；A 为屏蔽效应常数。其中 nc，

R(1)和 nf由基本原子态线性组合得到。 
在纯金属中，每 1 个原子一般由 2 个或多个基本

原子状态杂化而成。每 1 个基本原子状态中的外层电

子可分为共价电子、近自由电子、磁电子和非键电子。

在每 1 个基本原子态中，电子分布均遵守 Pauli 不相

容原理，电子占有数满足如下的关系： 
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式中：下标 n 和 l 分别为主量子数和角量子数；nT为

核外总电子数。 
    纯金属的杂化原子状态 aψ 由若干基本原子态 kϕ

组成： 
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式中：系数 ck是ϕ 基本原子态的成分。 

以 和 分别表示 k 基本态中 s 和 d 轨道中的共

价电子数， 和 分别表示相应轨道上的非键电子

数和近自由电子数，Rk为基本原子态的单键半径，则

纯金属的单原子状态参数可由下式求得： 
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2 单原子状态自洽法的算法 
 
若纯金属由 k 态杂化组合得到，则问题可归结为

解一个非线性方程组， 

        (7) 

式中：a 为晶格常数的实验值；Ec为结合能的实验值；

a(c1, c2, c3)为晶格常数关于 c1, c2和 c3的函数；E(c1, c2, 
c3)为结合能关于 c1, c2和 c3的函数。 

当 k=2 时，双态杂化，方程(6)为超定方程组，无

精确解，只有 小二乘解。 

≤ 

≤ ≤ 
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当 k=3 时，三态杂化，方程(6)为洽定方程组，若

有解，则为精确解。 
当 k＞3 时，多态杂化，方程(6)为欠定方程组，

有无穷多解。 

因此，采用三态杂化求解来确定晶体的电子   
结构。 

图 2 所示为单原子状态自洽法流程图，其中 2 个

较难的算法需用 MATLAB 中的函数来解决。 
 

 

图 2  单原子状态自洽法流程图 

Fig.2  Schematic procedure for single-atom self-consistency method 
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第 1 个是在求基本态中解非线性方程(1)，利用

fzero 函数，函数所采用的算法是二分法、secant 法和

逆二次内插法的组合。其基本调用形式为 
 

x=fzero(fun, x0, options, P1, P2, …)。 
 
其中：x 为函数的解；x0为函数解的初始值；fun 为非

线性方程的表达式；options 为控制参数。变量 P1, 
P2, …等一并传递给目标函数 fun。 

第 2 个是在求杂化态中解非线性方程(7)，利用

fsolve 函数，函数所采用的算法是非线性 小二乘法。

使用 小二乘法的好处是如果等式系统没有零解，该

算法仍然返回一个残差很小的点。其基本调用形式为 
 

x=fsolve(fun, x0, options, P1, P2,…)。 
 
其中：x 为函数的解，x0为函数解的初始值(以向量形

式表达)；fun 为非线性方程组的表达式；options 为控

制参数。变量 P1, P2, …等一并传递给目标函数 fun。 
 

3  单原子状态自洽法程序的特点 
 
a. 计算的精度提高。 
可以通过 options 参数控制逼近实验值 a 和 Ec的

精度，一般为 1×10−6。金属 Cu 的基本原子态及赝晶

体的特征性质如表 1 所示，与以前的计算[17]比较，选

同样的基本态，杂化也选同样的三态，而计算结果更

准确，且还能找出满足此精度(1×10−6)的其他 4 个解，

与第一原理计算结果相近[18]。 
b. 计算效率提高了近 100 倍。 
若不对基本态中的 dn加以限制，则金属 Cu 的基

本态有 26 个，满足条件的三态杂化解有 70 个，计算

时间约为 850.3 s(在 CPU 为 PⅢ750，内存为 128 MB 

计算机上计算的)。如果考虑磁电子或 p 轨道电子，那

么基本态的数目还将增多，计算效率的提高为此提供

了计算条件。 
c. 可扩展性强。 
如果有 n 种性质来确定晶体电子结构，且要精确

满足 n 种性能的值，一般需要 n 个基本态杂化才可解

决。本解法只需将方程组(7)扩展，将新性质的方程包

含进去就可解决。如对于磁性金属，方程组(7)扩展为： 
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由于实验值存在误差，且每个实验值误差精度不

一样，精确地满足每一个实验值没有必要，只要大致

满足在每一个实验值的精度范围之内即可。可以通过

三态杂化来满足多种性质，因为解非线性方程组时采

用非线性的 小二乘法也能满足这种要求。将方程组

(8)改为方程组(9)： 
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这种扩展不是 好的，因为它只控制了一个反映

各种性质总的误差，还需要手动从中去挑选满足各种

性质精度的解。更好的方法是采用 fgoalattain 函数替

代 fsolve 函数。fgoalattain 函数可以控制每一个目标到

达的精度。 
 

表 1  金属 Cu 的基本原子态及赝晶体的特征性质 

Table 1  Basic atomic states and corresponding pseudo crystal characteristic properties of Cu metal 

基本原子态

序号 
dn dc sc sf 

单键半径/ 

(10−10m) 

晶格常数/ 

(10−10m) 

结合能

/(kJ·mol−1) 

键上 大电子

对数 
β 

1 6 3 0 2 1.202 0 4.010 1 194.245 8 0.246 7 0.710 0 

2 6 3 2 0 1.202 0 3.725 6 386.077 0 0.413 0 0.600 0 

3 6 4 0 1 1.152 0 3.666 7 279.633 7 0.330 2 0.600 0 

4 6 4 1 0 1.152 0 3.584 8 415.052 2 0.412 3 0.600 0 

5 4 5 0 2 1.173 4 3.645 2 349.536 0 0.412 6 0.600 0 

6 4 5 2 0 1.173 4 3.521 8 585.789 1 0.576 8 0.600 0 

7 4 6 0 1 1.137 7 3.477 8 446.778 8 0.494 1 0.600 0 

8 4 6 1 0 1.137 7 3.421 3 608.610 7 0.575 9 0.600 0 
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表 2 金属 Cu 的原子状态参数、键参数和特征性质 

Table 2  Atomic state parameters, bond parameters and characteristic properties of Cu metal 

参数 第 1 个解 第 2 个解 第 3 个解 第 4 个解 第 5 个解 

基本原子态 1 1 3 3 3 3 

基本原子态 2 3 4 5 6 7 

基本原子态 3 7 7 7 7 8 

基本原子态 1的成分 0.214 7 0.711 9 0.457 6 0.755 8 0.790 2 

基本原子态 2的成分 0.306 7 0.078 4 0.333 2 0.032 2 0.131 4 

基本原子态 3的成分 0.478 6 0.209 8 0.209 2 0.212 0 0.078 4 

dn 5.042 9 5.580 5 4.915 2 5.511 5 5.580 5 

dc 4.742 4 4.419 5 4.7516 4.456 3 4.419 5 

sc 0 0.078 4 0 0.064 4 0.078 4 

sf 1.214 7 0.921 6 1.333 2 0.967 8 0.921 6 

nc 4.742 4 4.497 9 4.751 6 4.520 6 4.497 9 

nt 5.957 1 5.419 5 6.084 8 5.488 5 5.419 5 

a 3.615 2 3.615 2 3.615 2 3.615 2 3.615 2 

Ec 336.00 336.00 336.00 336.00 336.00 

R 1.155 9 1.149 0 1.156 2 1.149 7 1.149 0 

r1 2.556 3 2.556 3 2.556 3 2.556 3 2.556 3 

r2 3.615 2 3.615 2 3.615 2 3.615 2 3.615 2 

r3 4.427 7 4.427 7 4.427 7 4.427 7 4.427 7 

n1 0.391 2 0.371 1 0.392 0 0.372 9 0.371 1 

n2 0.006 7 0.006 4 0.006 7 0.006 4 0.006 4 

n3 0.000 3 0.000 3 0.000 3 0.000 3 0.000 3 

β 0.600 0 0.600 0 0.600 0 0.600 0 0.600 0 

 

由于使用了成熟和优秀的算法，且采用函数调用

的形式，使编程从数学问题解脱出来，着重考虑问题

的物理模型和参数的选择，如单键半径和屏蔽常数的

选择、过渡元素是否考虑 p 轨道等问题，这些方面只

要简单修改程序就可以实现，便于对新问题进行尝试。 

 

4  结  论 
 

a. 利用数值运算功能极强的 MATLAB 为工具，

以金属 Cu 为例，对确定晶体电子结构的计算方法单

原子状态自洽法编程求解，能在短时间内完成编程，

解的精度更高，计算效率提高了近 100 倍，并且能满

足该方法扩展的需要。 

b. 通过晶格常数和结合能标定电子结构时，存在

多解的现象，应增加标定电子结构的准确性。 
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