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岩石极限分析非线性理论及其应用 
 

杨 小 礼 
 

 (中南大学 土木建筑学院，湖南 长沙，410075) 
 
摘  要：基于非线性 Hoek–Brown 破坏准则，对均质各向同性的岩石介质建立岩石极限分析非线性理论。根据非

线性准则的切线方程，构造静力容许的应力场和机动容许的速度场，在整个应力场和速度场，切线方程的强度参

数值保持不变，作用在单位面积的正应力、剪应力不变，但大小未知。在分析上限非线性时，根据切线方程，基

于单刚块或多刚块破坏机理，计算外力的功率与内能耗散功率。当岩石在外荷载作用下发生破坏时，外力所做的

功率与内能耗散功率相等，以此建立目标函数与约束方程。对目标函数与约束方程进行优化，以此确定切线方程

的切点位置和最小能量耗散。在分析下限非线性时，根据切线方程，建立静力容许的应力场。应力场要满足平衡

条件、应力边界条件、并不违反非线性破坏准则。根据平衡条件求出下限解与切点位置。应用结果表明，极限分

析非线性理论是正确的。 
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rock masses and its applications 
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Abstract: Based on nonlinear Hoek-Brown failure criterion, nonlinear limit analysis theory was proposed. The new 
theory states that instead of the actual nonlinear Hoek-Brown failure criterion, one tangential line, the strength of which 
equals or exceeds that of the nonlinear failure criterion, was used to establish the kinematical velocity field and 
admissible stress field. In the two fields, the location of tangential point to the nonlinear failure criterion was 
unchangeable, and the normal stress and shear stress on unit area on failure surface were assumed to be constant. 
However, the values of stresses and location of tangency point were unspecified. Using the nonlinear Hoek-Brown failure 
criterion and upper bound theorem, external work rate and internal energy dissipation rate were calculated according to a 
single wedge failure mechanism or a multi-wedge failure mechanism. Due to external forces equal to internal energy 
dissipation rate along discontinuities in the mechanism, objective function and constraint equations were established. A 
classical optimization problem was formulated, and the optimum solution was obtained by a nonlinear sequential 
quadratic programming algorithm. When the geo-structures, such as rock slopes or rock foundations, collapse due to 
external loads, the energy dissipation was minimized to determine the location of tangency points. Using the nonlinear 
Hoek-Brown failure criterion and lower bound theorem, the established stress field should satisfy the equilibrium 
equation, stress boundary condition and nowhere violation to the nonlinear Hoek-Brown failure criterion. In order to 
verify the validity of the new theory, numerical results were presented and compared with the published solutions. From 
the comparisons, it is found that the present solutions are correct. 
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在极限分析理论的基础上，如何根据非线性破坏

准则，研究岩土结构物的承载力或稳定性问题是土木

工程学科的前沿问题。Baker 等[1]在变分原理的基础

上，利用非线性破坏准则研究了边坡上的条形基础地

基承载力，推导出地基承载力的微积分控制方程。由

于该微积分方程的复杂性，Baker 等没有给出相应的

求解方法与数值结果。Zhang 等[2]也在变分原理的基

础上，采用“逆算法(Inverse method)”研究边坡在非

线性破坏准则下的滑动面形状，并给出边坡在各种坡

角下的稳定性系数。Collins 等[3−4]提出了切线法。在

无外荷载作用与无水压作用下，对于均质各向同行的

岩土边坡，Chen[5]给出边坡的稳定性系数的定义。利

用 Chen[5]提出的线性 Mohr-Coulomb 破坏准则下的边

坡稳定性系数，Collins 等[3−4]给出坡在非线性破坏准

则下的稳定性系数，其结果与 Zhang 等[2]的变分法结

果一致。由于 Collins 等[3−4]需要利用 Chen[5]提出的线

性 Mohr- Coulomb 破坏准则下的边坡稳定性系数，而

Chen[5]的线性破坏准则下的边坡稳定性系数只适用于

无外荷载作用下的二维均质边坡。实际上，岩土边坡

是复杂的，如层层分布、受其他外荷载作用、受孔隙

水压力作用，使得 Collins 等[3−4]提出的切线法无法推

广应用。该切线法的最大弊端在于：需要利用 Chen[5]

提出的线性 Mohr-Coulomb 破坏准则下的边坡稳定性

系数，使得无法推广用于其他岩土结构物如挡土墙、

地基承载力、隧道稳定性、地下工程等的分析。 
 

1  岩石 Hoek-Brown 准则 
 

在岩石工程中，Mohr-Coulomb 破坏准则已经得到

广泛应用。在主应力空间或正应力−剪应力空间，

Mohr-Coulomb 破坏准则的最大主应力和最小主应力

呈线性关系。土体破坏时，粘聚力 c 和内摩擦角 φ是

已知的，由试验确定。 
但是，众多实验结果表明，破坏时的最大主应力

和最小主应力的关系是非线性关系，而线性关系是其

中的特例。Hoek 和 Brown[6]根据前人大量岩石实验成

果，总结出 Hoek-Brown 破坏准则。后来，Hoek 等进

行了一系列的修正[7−13]。最新的修正破坏准则为： 

[ ]nsm +=− c31c31 /σσσσσ 。         (1) 

其中： 1σ 和 3σ 是破坏时的大主应力和小主应力。从

式(1)可看出， 1σ 和 3σ 的关系为非线性关系，并且粘

聚力 c和内摩擦角 φ未知。在式(1)中，参数 m1，n 和

s 的确定很重要，Hoek 等经过了多次修正，得出下列

表达式： 
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式中：GSI是地质强度指标，其确定方法见文献[11]；

D 为系数，在 0.0~1.0 之间变化，它反映岩石受扰动程

度(Disturbance degree)；mi为反映岩石类型的参数，由

试验确定。Cai 等[14]对 Hoek-Brown 破坏准则进一步完

善，提出岩石的残余强度破坏准则，即： 
 

[ ] r
rc3rc31 / nsm +=− σσσσσ ；         (5) 
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在残余强度阶段，岩石结构已经破坏，因此，该

岩石已经充分扰动，扰动系数 D=0。残余地质强度指

标 SIrG 的确定方法见文献[14]。 

从式(1)与(5)可看出：岩石破坏时，粘聚力 c 和内

摩擦角 φ 是未知的。根据非线性 Hoek-Brown 破坏准

则，在 nστ ~ 坐标系中，建立如式(1)所示的切线方程，

其截距 ct的表达式为： 
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根据式(9)和非线性破坏准则， tϕ 可确定。 tc 和

ttanϕ 的表达式的推导过程见文献[15–20]。 

岩石性质变化大，不仅不同地点的岩石性质差别

很大，即使同一地点、同一层岩石，其岩石性质也随

位置不同而变化，因此，岩石的破坏准则也是具有多
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样性。在岩石工程中，常用的非线性破坏准则为： 

m
nc /1

t0 )/( σστ += 。           (10) 

该破坏准则也称 Power-Law 非线性破坏准则。其中：

c0为曲线与纵轴的截距；σt和 m 为岩石材料参数。当

m=1 时，式(12)变成线性 Mohr-Coulomb 破坏准则。

Ucar[21]从理论上证明了岩石的 Hoek-Brown 破坏属于

Power-Law 非线性破坏准则类别。因此，无论是岩石

破坏准则(1)式，还是岩石残余强度破坏准则式(5)，它

们都可以用式(10)来统一表示。 
 

2  岩石极限分析非线性理论 
 

目前，岩石边坡稳定性分析、岩石地基承载力计

算都采用线性 Mohr-Coulomb 破坏准则，即计算时，

抗剪强度指标 C 和 φ已知。如 Terzaghi 所构建的岩石

地基承载力公式、岩石边坡安全系数公式都建立在线

性 Mohr-Coulomb 破坏准则的基础上。实际上，大量

实验成果证实岩石破坏服从 Hoek-Brown 破坏准则，

这是一条非线性破坏准则，抗剪强度指标 C 和 φ未知。

在 C 和 φ未知的情况下，如何根据传统极限分析理论

研究岩石地基承载力和岩石边坡稳定性，目前国内外

没有一个公认可行的方法，是岩石工程界尚未解决的

难题。一般来讲，Mises 准则适合于破坏面是平面或

圆弧形状的；Mohr-Coulomb 准则适合于破坏面是平面

或对数曲线的。若非线性准则被使用，则几乎不可能

确定不连续破坏机理；即使这样的不连续破坏机理能

够得到，也很难计算它的内能耗散。由于这些原因，

在极限分析的解析或半解析解中几乎不用非线性破坏

准则[22]。 
运用非线性Hoek-Brown破坏准则及其切线方程，

在虚功原理的基础上，对均质各向同性的岩石介质建

立如下岩石极限分析非线性理论。 
a. 岩石非线性上限定理可描述为：以切线方程代

替非线性破坏准则，建立机动容许的速度场，计算外

力的功率与内能耗散功率，在整个单刚块或多刚块破

坏机理中，切线方程的强度参数 φt和 ct保持不变，作

用在单位面积的正应力和剪应力(σn, τ)不变，但其值未

知。当岩石在外荷载作用下发生破坏时，外力所做的

功率与内能耗散功率相等，以此建立目标函数与约束

方程。对目标函数与约束方程进行优化，以此确定切

线方程的切点位置和最小能量耗散，确定岩石地基承

载力或岩石边坡稳定性。该理论也可推广到其他岩石

工程如岩石隧道与地下工程中。 
b. 岩石非线性下限定理可描述为：以切线方程代

替非线性破坏准则，构造应力容许的静力平衡应力场。

应力场要满足平衡条件、应力边界条件，其不违反非

线性破坏准则。平衡应力场中的强度参数 φt和 ct保持

不变，作用在单位面积的正应力和剪应力(σn, τ)不变，

但其值未知。当岩石在外荷载作用下处于平衡状态时，

在所有应力场中寻找能与最大外荷载相平衡的应力

场。根据平衡条件，确定切线方程的切点位置和岩石

结构物的稳定性。 
在前人研究的基础上，所提出的岩石极限分析非

线性理论的主要贡献在于： 
a. Collins 等[3−4]在根据非线性破坏准则研究边坡

稳定性时，需要利用 Chen[5]的边坡稳定性系数(Chen[5]

的边坡稳定性系数是在线性 Mohr-Coulomb 破坏准则

下获得的)。对于复杂的岩土边坡问题如岩体或土体层

层分布、作用复杂的动荷载，此时，线性 Mohr-Coulomb
破坏准则下的稳定性系数难以获得，因此，Collins   
等[3−4]的研究成果不易推广到解决复杂的岩土边坡问

题，更不能推广到解决其他岩土问题。而作者提出的

上述岩石极限分析非线性理论，不需要利用 Chen[5]的

线性边坡稳定性系数，可以计算复杂边坡的稳定性，

也很容易推广到解决其他岩土问题，如非线性破坏准

则下的挡土墙土压力计算，非线性破坏准则下的地基

极限承载力计算，非线性破坏准则下的隧道稳定性计

算，等等。 
b. 本文提出的岩土极限分析非线性理论是建立

在单一切线的基础上，即岩土的性质相同，切线的位

置相同，切线的位置不受外界正应力的影响。即使含

有多个破坏面，也无需建立多切线方程。 
可见，作者提出的岩石非线性上限定理是 Collins

等[3−4]中切线法的改进、完善与发展。在极限分析理论

的基础上，作者提出的岩石非线性上限定理和非线性

下限定理为非线性破坏准则下的岩石极限分析提供了

有效途径。下面根据非线性破坏准则，对上述 2 种理

论进行分析和讨论。 
 

3  应用研究 
 

运用极限分析中非线性上限定理和非线性下限定

理，研究边坡稳定性、挡土墙土压力和地基承载力   
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问题。 

3.1  在边坡稳定性方面的应用 
根据非线性上限定理，计算出非线性破坏准则下

的边坡稳定性系数，它与 Zhang 等[2]变分法结果一致，

如表 1 所示，这说明本文提出的非线性极限分析理论

的有效性和正确性[23]。 
 

表 1  边坡稳定性系数比较 

Table 1  Comparisons of stability factors 

m 
坡角 β/ 

(˚) 
文献[4]中

结果 
文献[2]中 

结果 本文解

1.2 

90  5.15  5.13  5.15 

75  6.79  6.77  6.79 

60  8.99  8.95  8.98 

45 12.60 12.55 12.61 

1.4 

90  4.92  4.89  4.92 

75  6.36  6.33  6.36 

60  8.18  8.13  8.18 

45 10.82 10.82 10.87 

1.6 

90  4.76  4.73  4.76 

75  6.07  6.04  6.07 

60  7.65  7.61  7.65 

45  9.85  9.70  9.84 

1.8 

90  4.64  4.60  4.64 

75  5.86  5.82  5.86 

60  7.29  7.24  7.29 

45  9.26  9.10  9.17 

2.0 

90  4.55  4.52  4.54 

75  5.70  5.66  5.70 

60  7.02  6.97  7.02 

45  8.82  8.78  8.69 

 

对不能抗拉竖直边坡，运用非线性上限定理计算

其上限解；运用非线性下限定理计算其下限解，结果

表明下限解与上限解相等[23]，如表 2 所示。这也证明

本文作者提出的非线性上限定理和非线性下限定理是 
 

表 2  不能抗拉竖直边坡的上、下限解 

Table 2  Upper and lower solutions for a vertical slope 

 
m 

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.5 

下限解 2.676 3 2.557 7 2.473 9 2.411 8 2.363 9 2.281 8

上限解 2.676 3 2.557 7 2.473 9 2.411 8 2.363 9 2.281 8

正确的。但如何使上限解和下限解相等，这取决于速

度场和静力场的建立。其实，在很多情况下，上限解

和下限解不一定相等。但根据这 2 个解，可以知道真

实解存在的范围，范围越小越好。 
3.2  在挡土墙土压力方面的应用 

根据非线性破坏准则，运用极限分析中的非线性

上限定理计算其上限解；根据广义 Rankine 理论计算

极限平衡解(极限平衡解从本质讲是下限解)，结果发

现下限解与上限解相等[24–26]。这也证明本文作者提出

的非线性上限定理和非线性下限定理的有效性和正 
确性。 

将这一理论应用于岩石地基承载力方面，可计算

出 Hoek-Brown 破坏准则下的岩石地基承载力[27]。 
 

4  结  论 
 

a. 大量的岩石试验结果表明，岩石破坏服从

Hoek-Brown 破坏准则，该准则是非线性的。基于非线

性破坏准则，在大量研究基础上，建立非线性上限定

理和非线性下限定理。 
b. 新的极限分析理论可用于解决岩石极限分析

中破坏准则非线性引起的难题。 
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