
书书书

第５２卷 第８期

２００９年８月

地　球　物　理　学　报
ＣＨＩＮＥＳＥ　ＪＯＵＲＮＡＬ　ＯＦ　ＧＥＯＰＨＹＳＩＣＳ

Ｖｏｌ．５２，Ｎｏ．８

Ａｕｇ．，２００９

林　剑，吴　云，刘经南．电离层 ＧＰＳ掩星反演技术研究．地球物理学报，２００９，５２（８）：１９４７～１９５３，ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．

０００１５７３３．２００９．０８．００１

ＬｉｎＪ，ＷｕＹ，ＬｉｕＪＮ．ＲｅｓｅａｒｃｈｏｎｉｏｎｏｓｐｈｅｒｉｃｉｎｖｅｒｓｉｏｎｏｆＧＰＳｏｃｃｕｌｔａｔｉｏｎ．犆犺犻狀犲狊犲犑．犌犲狅狆犺狔狊．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ），２００９，５２

（８）：１９４７～１９５３，ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０００１５７３３．２００９．０８．００１

电离层犌犘犛掩星反演技术研究

林　剑１
，２，３，吴　云１

，２，刘经南３

１中国地震局地震研究所，武汉　４３００７１

２地壳运动与地球观测实验室，武汉　４３００７１

３武汉大学卫星导航定位技术研究中心，武汉　４３００７９

摘　要　ＧＰＳ无线电掩星技术是崭新的、高效的地球大气层和电离层探测技术，但仍在发展和完善之中．本文详细

推导了Ａｂｅｌ积分和绝对ＴＥＣ电离层反演方法，研究了如何解决Ａｂｅｌ积分产生的上下限异常问题；用ＣＯＳＭＩＣ发

布的ＧＰＳ原始数据进行了反演计算，将结果与地面电离层测高仪数据进行了比较，最后讨论了周跳对反演结果的

影响问题．结果表明：（１）在较高轨道高度（约８００ｋｍ），Ａｂｅｌ积分与绝对ＴＥＣ方法的反演结果基本一致，都与电离

层测高仪反演结果符合良好；在较低轨道高度（约５００ｋｍ），绝对ＴＥＣ反演精度优于Ａｂｅｌ积分反演精度；（２）绝对

ＴＥＣ反演的最大电子密度犖ｍ 较Ａｂｅｌ积分法获得的结果更接近于电离层测高获得的峰值电子密度犖ｍＦ２，绝对

ＴＥＣ反演法更加严密和有效；（３）周跳对绝对ＴＥＣ反演结果的影响较Ａｂｅｌ积分反演结果的影响更为敏感，但无论

哪种方法，周跳对反演精度都造成严重损失．综合而言，绝对ＴＥＣ反演法是更优的方法．
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１　引　言

自１９９５年美国 Ｍｉｃｒｏｌａｂ１卫星（ＧＰＳ／ＭＥＴ）

首次验证了ＧＰＳ无线电掩星技术探测地球大气层

和电离层的可行性 ［１～３］以来，国际上先后发射了

Ｏｒｓｔｅｄ、ＣＨＡＭＰ、ＳＡＣＣ、ＧＲＡＣＥ、ＣＯＳＭＩＣ 和

ＭｅｔｏｐＡ等卫星或星座
［４～７］，尤其是２００６年４月中

国台湾地区和美国合作的ＣＯＳＭＩＣ星座发射成功，

使得在全球范围每天可观测到的大气层掩星和电离

层掩星事件达到２５００次左右，这样大量的观测为大

气层和电离层的研究和应用提供了宝贵的数据［８］．

与以往的卫星探测、地基电离层测高、地基雷达探测

等手段相比，ＧＰＳ掩星探测具有成本低、垂直分辨

率高、全球覆盖等优点．

ＧＰＳ掩星电离层反演技术是ＧＰＳ无线电掩星

技术的重要组成部分之一，迄今为止，国内外许多学

者已经为此进行了大量的研究．如电子密度掩星观

测结果与地面雷达的比较［４］，电离层电子密度的单

频和双频反演方法［９］，以及改正 ＴＥＣ反演方法
［８］

等．上述研究中反演电子密度时，存在着指数外推误

差或积分上下限异常的问题．

ＧＰＳ无线电掩星技术是崭新的、有效的地球大

气层和电离层探测技术，但仍在发展和完善之中．本

文将详细推导Ａｂｅｌ积分和绝对ＴＥＣ的电离层反演

方法，研究如何解决积分产生的上下限异常问题；利

用ＣＯＳＭＩＣ发布的电离层探测数据进行反演计算，

将反演结果与掩星事件星下点附近区域的地面电离

层测高仪数据进行比较分析；最后讨论周跳对反演

精度的影响问题．

２　电离层反演方法

２．１　Ａｂｅｌ积分反演方法

图１展示了低轨卫星（ＬＥＯ）ＧＰＳ掩星探测的

几何关系．一般地，ＧＰＳ掩星的观测量是ＧＰＳ卫星

的双频载波相位犔１和犔２，因此，从 ＧＰＳ卫星到ＬＥＯ

卫星之间射电信号路径上的总电子含量ＴＥＣ犃犆为

　　ＴＥＣ犃犆 ＝ＴＥＣ犃犅 ＋ＴＥＣ犅犆

＝
犳
２
１犳
２
２

犆（犳
２
１－犳

２
２）
（犔１－犔２）＋犖１，２， （１）

式中，犆是常量，取值为４０．３０８２ｍ３·ｓ－２；犳１ 和犳２

分别是载波犔１ 和犔２ 的频率；犖１，２为犔１ 和犔２ 的差

分整周模糊度．

图１　ＬＥＯＧＰＳ掩星探测的几何示意图

Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｙ

ｏｆＬＥＯＧＰＳｏｃｃｕｌｔａｔｉｏｎ

　　在电离层球对称假设下，并将ＬＥＯ轨道近似为

圆形，则 ＴＥＣ犅犆和相应的电子密度犖 的关系可由

（２）式表示

ＴＥＣ犅犆 ＝ＴＥＣ犃犆 －ＴＥＣ犃犅 ＝２∫
狆ｔｏｐ

狆

狉犖（狉）

狉２－狆槡
２
ｄ狉，

（２）

式中，狆为掩星切点到地心的距离，称为碰撞高度；

狆ｔｏｐ≡狉ＬＥＯ，狉ＬＥＯ为ＬＥＯ轨道半径．关于ＴＥＣ犃犅，可根

据其与狆的对应关系，按三次样条函数
［３］或线性内

插获得，当狉ＬＥＯ≥８００ｋｍ 时，ＴＥＣ犃犅可忽略．由式

（２）通过Ａｂｅｌ变换可得

犖（狉）＝－
１

π∫
狉
ＬＥＯ

狉

ｄＴＥＣ犅犆／ｄ狆

狆
２
－狉槡

２
ｄ狆， （３）

然而，当狉→狉ＬＥＯ时，式中狆
２－狉２→０，

ｄＴＥＣ犅犆／ｄ狆

狆
２
－狉槡

２
→

－∞ ．如对（３）式直接积分，则会在积分上限出现发

散，产生所谓的上限异常．对于积分下限异常，可通

过积分离散化来解决［１０］，但离散化不能解决上限异

常．为解决这一问题，我们考虑对Ａｂｅｌ积分反演进

行改善．

在电离层球对称假设下，令：ＴＥＣ＝ＴＥＣ犅犆 ＋

８４９１
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２ＴＥＣ犃犅 ，于是式（３）可变换为

犖（狉）＝－
１

π∫
∞

狉

ｄＴＥＣ／ｄ狆

狆
２
－狉槡

２
ｄ狆， （４）

进一步令： 狆
２
－狉槡

２
＝－犪ｒｅｆｌｎξ，犪ｒｅｆ＝２０００ｋｍ，则

式（４）变换为

犖（狉）＝－
１

π
犪ｒｅｆ∫

１

０

ｄＴＥＣ／ｄ狆

ξ狆
ｄξ， （５）

式（５）可采用Ｓｉｍｐｓｏｎ法则进行离散积分．当狆→∞

时，ξ→０，此时ｄＴＥＣ／ｄ狆可用轨道下２０～１００ｋｍ

的ＴＥＣ和狆数据进行指数外推．在此，我们所感兴

趣的是ＴＥＣ的微分，无需计算绝对ＴＥＣ．

２．２　绝对ＴＥＣ反演方法

以上关于改善Ａｂｅｌ积分反演方法的讨论，尽管

解决了上下限异常问题，但却引入了指数外推误差．

下面，我们将详细介绍无引入指数外推误差的绝对

ＴＥＣ反演方法
［１１］．首先把式（２）写成如下形式：

ＴＥＣ（狆）＝２∫
狆ｔｏｐ

狆

狉犖（狉）

狉２－狆槡
２
ｄ狉， （６）

将（６）式右边分解成犿 个积分之和，令：狆＝狆犻＋犽，

犽＝０，１，２，…，犿，表示从狆犻 到狆犻＋犿＝狆ｔｏｐ的 犿＋１

层．在本文中，电离层的分层数与掩星ＧＰＳ电波路

径数相同，随掩星切点的降低（或升高），每一条电波

路径都通过一个新的层面，于是式（６）可改写成

ＴＥＣ（狆犻）＝∑
犿

犽＝１

２∫
狆犻＋犽

狆犻＋犽－１

狉犖（狉）

狉２－狆
２

槡 犻

ｄ狉． （７）

假设犖（狉）在每层之间为线性变化，则式（７）可离散

化（见附录（Ａ１）式），且 ＴＥＣ（狆犻）可以由 犖（狆犻＋犽），

犽＝０，１，２，…，犿的函数来表达（见附录（Ａ２）式），由

式（Ａ２）整理得

犖（狆犻）＝犮
－１
犻，０
ＴＥＣ（狆犻）

狆犻
－∑

犿

犽＝１

犮犻，犽犖（狆犻＋犽［ ］），（８）

式中，犮犻，犽，犽＝０，１，２，…，犿，为无量纲系数（见附录

（Ａ３，Ａ４，Ａ５）式）．如果已知 犖（狆ｔｏｐ），就可以从

ＬＥＯ卫星顶部的电子密度递归获得整个掩星事件

的电子密度剖面．当狉接近狉ＬＥＯ时，假设犖（狉ＬＥＯ）≡

犖（狆ｔｏｐ）为常数，可获得犖（狆ｔｏｐ）一阶估计值，因此式

（６）积分可变换为

ＴＥＣ（狆犻）≈２犖（狆ｔｏｐ） ２狆ｔｏｐ（狆ｔｏｐ－狆槡 ）． （９）

　　根据式（８）和式（９），可获得每层的电子密度，即

获得电子密度犖的垂直剖面．由于式（９）中ＴＥＣ（狆犻）

为绝对值，周跳检测与修复变得更为重要．

３　实测数据反演结果

根据ＣＯＳＭＩＣ数据中心发布的原始数据，按上

述两种方法进行反演计算，结果如图２所示．图２ａ

是５００ｋｍ高度ＧＰＳ掩星数据的反演结果，可以看

出，两个反演结果有明显的差异．图２ｂ是８００ｋｍ

高度ＧＰＳ掩星数据的反演结果，两个反演结果基本

一致，都能获得很好的电离层反演结果．

为考查反演结果的可信性，我们用同时刻在掩

星事件星下点附近的电离层测高站（站名分别为

Ｓａｌｅｋｈａｒｄ和 Ｍａｗｓｏｎ）测得的电离层峰值电子密度

犖ｍＦ２ 作为参考值进行比较，在图２中，直线段在横

轴上的截距为电离层峰值电子密度犖ｍＦ２，即临界

频率犳ｏＦ２ 所对应的电子密度值．图２ａ显示，对于

５００ｋｍ高度的掩星数据，Ａｂｅｌ积分反演获得的最

大电子密度犖ｍ 与电离层测高获得的犖ｍＦ２ 相差较

大，相对偏差为４．８％；绝对ＴＥＣ反演法获得的犖ｍ

与犖ｍＦ２ 非常接近，相对偏差为１．１％．图２ｂ显示，

对于８００ｋｍ高度的掩星数据，Ａｂｅｌ积分和绝对

图２　ＧＰＳ掩星数据反演结果与电离层测高结果的比较

Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｉｎｖｅｒｓｉｏｎｄａｔａｏｆＧＰＳＯｃｃｕｌｔａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｄａｔａｏｆＩｏｎｏｓｏｎｄｅ
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ＴＥＣ反演法获得的犖ｍ 与电离层测高获得犖ｍＦ２ 都

非常接近，相对误差分别为２％和０．９％．以上我们

很容易可以看出：对于不同高度的低轨卫星，绝对

ＴＥＣ反演精度优于 Ａｂｅｌ积分反演精度，这是由于

绝对ＴＥＣ反演方法避免了引入指数外推误差，因此

其获得的结果更接近于真实电子密度．

为进一步检验上述反演方法的可靠性，我们将

掩星反演获得的 犖ｍ 与全球电离层测高获得的

犖ｍＦ２ 做了统计分析．统计时段：２００６年５月２２日

至２００６年７月２３日（ＬＥＯ轨道高度大约为５００ｋｍ）

和２００８年１月１日至２月２９日（ＬＥＯ轨道高度大

约为８００ｋｍ）；数据来源：电离层掩星数据来源于

ＣＤＡＡＣ网站（ＣＯＳＭＩＣＤａｔａＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｒｃｈｉｖｅ

Ｃｅｎｔｅｒ），电离层测高数据从 ＳＰＩＤＲ（ＴｈｅＳｐａｃｅ

ＰｈｙｓｉｃｓＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＤａｔａＲｅｓｏｕｒｃｅ）网站下载；空间

位置限制：ＧＰＳ掩星反演的犖ｍ 的空间位置与电离

层测高得到的犖ｍＦ２的空间位置的经纬度相差不

大于２°．根据上述统计条件，分别获得６６９（ＬＥＯ轨

道高度约为５００ｋｍ）和７４４（ＬＥＯ 轨道高度约为

８００ｋｍ）对犖ｍ 和犖ｍＦ２ 匹配数据．图３表明，对于

ＬＥＯ轨道高度约５００ｋｍ和８００ｋｍ，Ａｂｅｌ反演的

犖ｍ 与电离层测高测得的犖ｍＦ２ 的相关系数分别为

０．７８和０．８７；图４表明，对于同样的两个轨道高度，

绝对ＴＥＣ反演的犖ｍ与电离层测高测得的犖ｍＦ２

图３　Ａｂｅｌ反演的犖ｍ 与电离层测高获得的犖ｍＦ２ 的比较

（ａ）高度约５００ｋｍ；（ｂ）高度约８００ｋｍ．

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ犖ｍｆｒｏｍＡｂｅｌＭｅｔｈｏｄａｎｄ犖ｍＦ２ｏｆＩｏｎｏｓｏｎｄｅ
（ａ）ＬＥＯａｌｔｉｔｕｄｅａｂｏｕｔ５００ｋｍ；（ｂ）ＬＥＯａｌｔｉｔｕｄｅａｂｏｕｔ８００ｋｍ．

图４　绝对ＴＥＣ反演的犖ｍ 与电离层测高获得的犖ｍＦ２ 的比较

（ａ）高度约５００ｋｍ；（ｂ）高度约８００ｋｍ．

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ犖ｍｆｒｏｍＡｂｓｏｌｕｔｅＴＥＣＭｅｔｈｏｄａｎｄ犖ｍＦ２ｏｆＩｏｎｏｓｏｎｄｅ
（ａ）ＬＥＯａｌｔｉｔｕｄｅａｂｏｕｔ５００ｋｍ；（ｂ）ＬＥＯａｌｔｉｔｕｄｅａｂｏｕｔ８００ｋｍ．
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的相关系数分别为０．８２和０．８９．另外，两种反演方

法得到的最大电子密度层高度犺ｍ 都有较高的精

度，与电离层测高测得峰值高度犺ｍＦ２ 比较，互差约

７ｋｍ左右．

根据上述针对实测数据的分析，我们可以得出

初步结论：对于上述两种反演方法，高轨（８００ｋｍ）的反

演结果要好于低轨的反演结果；对于低轨（５００ｋｍ），

绝对ＴＥＣ反演法获得的最大电子密度犖ｍ 较Ａｂｅｌ

积分反演结果更接近于电离层测高测得的峰值电子

密度犖ｍＦ２；对于高轨（８００ｋｍ），两种方法反演的结

果基本一致，并且都与电离层测高测得的峰值电子

密度犖ｍＦ２ 符合很好．

４　周跳的影响

下面考查周跳对反演结果的影响，我们通过在

ＧＰＳ掩星相位观测数据中人为加入不同大小周跳

的方法来进行研究．从ＣＯＳＭＩＣ卫星掩星事件中任

选一次，所选事件的时间和空间位置如图５所示，在

该次掩星事件的第１１分５８秒处，对犔１ 相位数据分

别加入１、５、１０、１００周的周跳，此刻所对应的碰撞高

度为３０７．７７ｋｍ．从图５可看出，周跳的加入，只对

加入时碰撞高度（３０７．７７ｋｍ）以下的电子密度产生

影响，并且周跳越大，引起反演偏差也越大．对于绝

对ＴＥＣ反演法，加入１、５、１０、１００周周跳时，反演结果

的相对偏差分别为：１３％、６６％、１３１．６％和１３１５．７％；而

对于同样的周跳，Ａｂｅｌ积分反演结果的相对偏差分

别为：７．４％、４２％、５７％和１２５％．值得一提的是，两

种反演方法都是从剖面顶部开始递归往下计算，当

我们在３０７．７７ｋｍ处以下加入周跳时，其对此处以

上高度的反演精度毫无影响，并在此处会产生尖峰

结构；并且可证明：不管上升或是下降星，任一处数

据加入周跳，只是在所对应碰撞高度以下的反演精

度受到影响．

　　我们通过实例计算分析得出，周跳对于绝对

ＴＥＣ反演结果的影响较Ａｂｅｌ反演结果的影响更为

敏感；但无论对于哪种反演方法，当发生周跳时，其

精度损失都是无法忍受的．由此可见，在ＧＰＳ掩星

图５　周跳对反演结果的影响

Ｆｉｇ．５　Ｅｘａｍｐｌｅｓｏｆｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｉｎｖｅｒｓｉｏｎｄａｔａｗｉｔｈｃｙｃｌｅｓｌｉｐｓａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｃｙｃｌｅｓｌｉｐ
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反演中，周跳检测与修复处理是极其重要的．

５　结　论

本文详细讨论了Ａｂｅｌ积分反演法，对Ａｂｅｌ积

分产生的上下限异常问题做了分析，提出了改进方

法，但却引入指数外推误差；为此引入和详细推导了

绝对ＴＥＣ反演法；在此基础上，用ＣＯＳＭＩＣ发布的

电离层探测数据进行了反演计算，并将结果与地面

电离层测高仪数据进行了比较分析；最后讨论了周

跳对反演结果的影响问题．我们的初步结论是：

（１）对于轨道高度约８００ｋｍ的ＧＰＳ掩星数据，

Ａｂｅｌ积分与绝对ＴＥＣ方法的反演结果基本一致，都

可获得很好的电离层反演结果；对于轨道高度５００

ｋｍ左右的掩星数据，绝对ＴＥＣ反演精度优于Ａｂｅｌ

积分反演精度．这是因为指数外推引起偏差的缘故．

（２）绝对ＴＥＣ反演法获得的最大电子密度犖ｍ

较Ａｂｅｌ积分法获得的结果更接近于电离层测高获

得峰值电子密度犖ｍＦ２，绝对ＴＥＣ反演法更加严密

和有效．

（３）周跳对绝对ＴＥＣ反演结果的影响较 Ａｂｅｌ

积分反演结果的影响更为敏感，因为周跳导致绝对

ＴＥＣ的严重偏差，但无论哪种方法，周跳对反演精度

都造成严重损失，所以，周跳的检测和修复至关重要．

综合而言，绝对ＴＥＣ反演法是更优的方法．

致　谢　我们对ＣＤＡＡＣ提供ＣＯＳＭＩＣ掩星数据

的慷慨之举深表谢意！同样非常感谢ＳＰＩＤＲ发布

了垂测仪数据！我们要特别感谢丹麦气象研究所

（ＤＭＩ）Ｓｔｉｇ博士和中国科学院空间科学与应用研究

中心吴小成博士给予帮助！

附　录

　　假设：在每个层面之间，电离层电子密度是线性变化的，则式（７）可写成

ＴＥＣ（狆犻）＝
狆犻＋１

Δ狆犻
狆
２
犻＋１－狆

２
槡 犻 －

狆
２
犻

狆犻＋１
ｌｎ狆犻＋１＋ 狆

２
犻＋１－狆

２
槡 犻

狆（ ）［ ］
犻

犖（狆犻）

　＋∑
犿－１

犽＝１｛狆犻＋犽＋１Δ狆犻＋犽［ 狆２犻＋犽＋１－狆２槡 犻 － 狆
２
犻＋犽－狆

２
槡 犻 －

狆
２
犻

狆犻＋犽＋１
ｌｎ
狆犻＋犽＋１＋ 狆

２
犻＋犽＋１－狆

２
槡 犻

狆犻＋犽＋ 狆
２
犻＋犽－狆

２
槡

烄

烆

烌

烎犻
］

　－
狆犻＋犽－１

Δ狆犻＋犽－１［ 狆２犻＋犽－狆２槡 犻 － 狆
２
犻＋犽－１－狆

２
槡 犻 －

狆
２
犻

狆犻＋犽－１
ｌｎ

狆犻＋犽＋ 狆
２
犻＋犽－狆

２
槡 犻

狆犻＋犽－１＋ 狆
２
犻＋犽－１－狆

２
槡

烄

烆

烌

烎犻
］｝犖（狆犻＋犽）

　－
狆犻＋犿－１

Δ狆犻＋犿－１［２－ 狆犻＋犿狆犻＋犿－（ ）
１

狆
２
犻＋犿 －狆

２
槡 犻 － 狆

２
犻＋犿－１－狆

２
槡 犻 －

狆
２
犻

狆犻＋犿－１
ｌｎ

狆犻＋犿 ＋ 狆
２
犻＋犿 －狆

２
槡 犻

狆犻＋犿－１＋ 狆
２
犻＋犿－１－狆

２
槡

烄

烆

烌

烎犻
］犖（狆犻＋犿），（Ａ１）

式中，Δ狆犻＝狆犻＋１－狆犻．但（Ａ１）式不便于数值计算，并且可能造成精度损失．引入ε犽 ＝ （狆犻＋１－狆犻）／狆犻，于是

式（Ａ１）可重新写成

ＴＥＣ（狆犻）＝狆犻［犮犻，０犖（狆犻）＋∑
犿－１

犽＝１

犮犻，犽犖（狆犻＋犽）＋犮犻，犿犖（狆犻＋犿）］， （Ａ２）

犮犻，０ ＝ε
－１
１ ［（１＋ε１） ε１（２＋ε１槡 ）－ｌｎ（１＋ε１＋ ε１（２＋ε１槡 ））］， （Ａ３）

　　犮犻，犽 ＝ （ε犽＋１－ε犽）
－１［（１＋ε犽＋１）（ε犽＋１（２＋ε犽＋１槡 ）－ ε犽（２＋ε犽槡 ））－ｌｎ１＋ε犽＋１＋ ε犽＋１（２＋ε犽＋１槡 ）

１＋ε犽＋ ε犽（２＋ε犽槡

烄

烆

烌

烎） ］
－（ε犽－ε犽－１）

－１［（１＋ε犽）（ε犽（２＋ε犽－１槡 ）－ ε犽－１（２＋ε犽－１槡 ））－ｌｎ １＋ε犽＋ ε犽（２＋ε犽槡 ）

１＋ε犽－１＋ ε犽－１（２＋ε犽－１槡

烄

烆

烌

烎）
］，
（Ａ４）

　　犮犻，犿 ＝－（ε犿 －ε犿－１）［（１－ε犿 ＋２ε犿－１）ε犿（２＋ε犿槡 ）－（１＋ε犿－１）ε犿－１（２＋ε犿－１槡 ）

－ｌｎ
１＋ε犿 ＋ ε犿（２＋ε犿槡 ）
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