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同轴周期慢波结构色散特性的通用数值解法


董　烨，　董志伟，　杨温渊，　周海京

（北京应用物理与计算数学研究所，北京１０００８８）

　　摘　要：　运用场匹配法和傅里叶级数理论，提出一种原则上可数值求解任意同轴周期慢波结构色散特性

的方法，给出了同轴慢波结构ＴＭｏ狀模的色散方程。基于该方法，编制了 Ｍａｔｌａｂ程序，给出了同轴波纹波导和

同轴双波纹波导色散特性，以算例形式分析计算了同轴盘荷波导的色散特性。数值计算结果与多维全电磁模

拟软件结果进行比较，证明了该数值算法的准确性和可靠性。

　　关键词：　同轴周期慢波结构；　色散特性；　场匹配法；　傅里叶级数；　数值计算；　高功率微波
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　　同轴周期慢波结构具有很多优点：（１）相同工作频率下，同轴结构相对于无内导体结构，其截面积大得多，

具有更高的功率容量，从而具有提高微波输出功率的能力；（２）互作用空间大，微波功率密度较低，可以防止

束波互作用中强非线性过程的产生，可有效提高互作用效率；（３）同轴型器件的电子束半径大，空间电荷效应大

大减小，聚束磁场可以显著减小，因此有望采用永磁聚束系统，这可使系统的体积、重量和造价都大大减少。因

此，同轴周期慢波结构在高功率微波源器件设计中起到越来越重要的作用，而其色散特性分析是进行相应器件

设计的基础。

　　目前，周期慢波结构色散特性的场匹配求解方法已经发展得较为成熟
［１３］。同轴周期慢波结构色散特性的

求解，大都针对具体的器件结构进行的，缺乏普适性和扩展性。有些还引入了假设条件，计算结果的准确性难

以得到保证。如，文献［４］中的同轴盘荷波导色散特性，是假定盘荷区域为径向线的近似模型条件下得到的；文

献［５］中计算同轴双波纹波导色散特性是在大口径条件下，采用双平板波纹波导的模型进行的；文献［６］的方法

只适用于同轴波纹波导色散关系的求解，不具备通用性；文献［７］分析同轴双波纹波导色散特性的方法较为复

杂，不属于场匹配法，不具推广性，且未详细讨论我们所关心的结构参数对色散特性影响。

　　本文将传统的场匹配法与傅里叶级数理论结合起来
［８１０］，推导出一种可求解任意同轴周期慢波结构色散

特性的数值方法。该方法原则上可求解通过傅里叶级数拟合出周期边界形状的任意同轴周期慢波结构的色散

曲线。因此，该方法具备更强的普适性和扩展性。通过编制程序，数值计算并讨论了同轴波纹、同轴双波纹波

导以及用于 ＭＩＬＯ器件的同轴盘荷波导的色散特性，并对该算法的可靠性进行了算例验证。

１　同轴周期慢波结构色散方程的理论推导
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图１　同轴周期慢波结构示意图

　　图１为同轴周期结构示意图，犚１（狕）和犚２（狕）均为周期函

数，分别表示同轴内导体的外半径和外导体的内半径；保持内外

导体结构的周期长度犔０ 相同；犺０＝２π／犔０，其中犺０ 为周期慢波

系统的结构波数。

　　犚犻（狕）（犻＝１，２）是以犔０ 为周期的任意函数，可通过傅里叶

级数加以表示。我们定义轴向坐标均从零开始，并且犚犻（狕）为

偶函数，则犚犻（狕）可以简化为

犚犻（狕）＝
∞

狆＝０

犪狆ｃｏｓ（狆犺０狕）　（狆＝０，１，２，…） （１）

犪狆 ＝ （２／犔０）∫
犔
０
／２

－犔０
／２
犚犻（狕）ｃｏｓ（狆犺０狕）ｄ狕　（狆＝０，１，２，…）（２）

　　慢波类高功率微波器件中，与电子束互作用的主要电磁模
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为ＴＭ０狀模，所以本文仅讨论ＴＭ０狀模色散方程。

　　周期慢波系统满足Ｆｌｏｑｕｅｔ定理。根据Ｆｌｏｑｕｅｔ定理
［１］，ＴＭ０狀本征模的各场分量可以表示为

φ＝ 
＋∞

狀＝－∞
φ狀（狉）ｅｘｐ［ｊ（ω狋－犽狀狕）］ （３）

式中：φ代表电场或磁场的某一方向分量；φ狀（狉）为组成该场方向分量的狀次空间谐波分量的径向分布；ω为工

作角频率，狋，狕和狉分别代表时间坐标、空间轴向和径向坐标；犽狀＝犽０＋狀犺０，其中犽０ 和犽狀 分别为基波和狀次空

间谐波的纵向波数。

　　冷腔中，本征场轴向电场分量犈狕 的任意谐波分量犈狕狀（狉，狕）应满足无源波动方程


２犈狕狀（狉，狕）＋犽

２犈狕狀（狉，狕）＝０ （４）

式中：犽为波数；犈狕狀为犈狕 的狀次谐波分量。

　　在柱坐标系中，应用Ｆｌｏｑｕｅｔ定理及分离变量法
［１］，将式（４）中的纵横关系分离，可得

犈狕狀（狉，狕）＝犈狕狀（狉）ｅｘｐ（－ｊ犽狀狕） （５）

（１／狉）（狉犈狕狀（狉）／狉）／狉＋犜
２
狀犈狕狀（狉）＝０ （６）

犜２狀 ＝犽
２
－犽

２
狀 ＝ω

２／犮２－犽
２
狀 （７）

式中：犜狀 为各谐波横向波数；犮为真空中光速。

　　求解式（６）～（７），解的形式为

犈狕狀（狉）＝犃狀Ｊ０（犜狀狉）＋犅狀Ｎ０（犜狀狉），　犚１（狕）≤狉≤犚２（狕） （８）

式中：犃狀，犅狀 为常数，表示各谐波轴向电场分量的无径向分布幅值；Ｊ０（犜狀狉）和Ｎ０（犜狀狉）分别为０阶第一类和第

二类Ｂｅｓｓｅｌ函数。

　　ＴＭ０狀模各谐波其它场分量的径向分布可以通过犈狕狀（狉）表示为

犈狉狀（狉）＝ （－ｊ犽狀／犜
２
狀）犈狕狀（狉）／狉 （９）

犎φ狀（狉）＝ （－ｊωε０／犜
２
狀）犈狕狀（狉）／狉 （１０）

式中：犈狉狀（狉），犎φ狀（狉）分别表示各谐波的径向电场分量和角向磁场分量的径向分布；ε０ 为真空介电常数。

　　定解的边界条件是内外导体金属壁切向电场分量为零，即

犈狕（犚犻（狕），狕）＋犈狉（犚犻（狕），狕）ｄ（犚犻（狕））／ｄ狕＝０　（犻＝１，２） （１１）

犈狕（犚犻（狕），狕）＝ 
＋∞

狀＝－∞

犈狕狀（犚犻（狕））ｅｘｐ（－ｊ犽狀狕） 　（犻＝１，２） （１２）

犈狉（犚犻（狕），狕）＝ 
＋∞

狀＝－∞

犈狉狀（犚犻（狕））ｅｘｐ（－ｊ犽狀狕）　 （犻＝１，２） （１３）

式中：犈狕（犚犻（狕，狕）为ＴＭ０狀模各谐波项犈狕狀叠加后的轴向总电场；犈狉（犚犻（狕），狕）为ＴＭ０狀模各谐波项犈狉狀叠加后的

径向总电场。

　　将式（１２）和式（１３）代入式（１１），两边同乘以ｅｘｐ（ｊ犿犺０狕），其中犿为整数，然后沿整个轴向进行积分，就可

以得出同轴周期慢波结构ＴＭ０狀模色散方程为


＋∞

狀＝－∞

｛犃狀∫犔
ｅｘｐ［ｊ（犿－狀）犺０狕］［１－（ｊ犽狀／犜

２
狀）ｄ／ｄ狕］Ｊ０（犜狀犚犻（狕））ｄ狕＋

犅狀∫犔
ｅｘｐ［ｊ（犿－狀）犺０狕］［１－（ｊ犽狀／犜

２
狀）ｄ／ｄ狕］Ｎ０（犜狀犚犻（狕））ｄ狕｝＝０　（犻＝１，２） （１４）

式中：犔表示同轴周期慢波结构的轴向总长度。

　　利用分部积分法以及各区域内部结构的周期特性，式（１４）可以化简为


＋∞

狀＝－∞

［１－（犿－狀）犺０犽狀／犜
２
狀］｛犃狀∫

犔
０

０
ｃｏｓ［（犿－狀）犺０狕］Ｊ０（犜狀犚犻（狕））ｄ狕＋

犅狀∫
犔
０

０
ｃｏｓ［（犿－狀）犺０狕］Ｎ０（犜狀犚犻（狕））ｄ狕｝＝０　（犻＝１，２） （１５）

　　式（１５）可以表示为矩阵形式，即


＋∞

犿，狀＝－∞

［犇
（１１）
犿狀 犃狀＋犇

（１２）
犿狀 犅狀］＝０，　 

＋∞

犿，狀＝－∞

［犇
（２１）
犿狀 犃狀＋犇

（２２）
犿狀 犅狀］＝０ （１６）

００２１ 强 激 光 与 粒 子 束 第２１卷



犇
（１１）
犿狀 ＝ ［１－（犿－狀）犺０犽狀／犜

２
狀］∫

犔
０

０
ｃｏｓ［（犿－狀）犺０狕］Ｊ０（犜狀犚１（狕））ｄ狕 （１７）

犇
（１２）
犿狀 ＝ ［１－（犿－狀）犺０犽狀／犜

２
狀］∫

犔
０

０
ｃｏｓ［（犿－狀）犺０狕］Ｎ０（犜狀犚１（狕））ｄ狕 （１８）

犇
（２１）
犿狀 ＝ ［１－（犿－狀）犺０犽狀／犜

２
狀］∫

犔
０

０
ｃｏｓ［（犿－狀）犺０狕］Ｊ０（犜狀犚２（狕））ｄ狕 （１９）

犇
（２２）
犿狀 ＝ ［１－（犿－狀）犺０犽狀／犜

２
狀］∫

犔
０

０
ｃｏｓ［（犿－狀）犺０狕］Ｎ０（犜狀犚２（狕））ｄ狕 （２０）

　　令犇犿狀均为犕 阶方阵，犃狀 和犅狀 不全为零的条件为

ｄｅｔ（犇）＝０，　犇＝
犇
（１１） 犇

（１２）

犇
（２１） 犇

（２２［ ］） （２１）

式中：犿和狀的取值范围为－（犕－１）／２≤犿，狀≤ （犕－１）／２，犕 为奇数。

　　由于程序计算Ｂｅｓｓｅｌ函数是利用多项式逼近方法，在计算大幅值复宗量的第二类０阶Ｂｅｓｓｅｌ函数时，计

算结果为复数，其虚数部分计算结果误差较大，在进行行列式计算时，这种误差会急剧增长，造成数值上无法正

确求解色散关系。但是其实数部分的计算结果误差较小，所以我们可以将式（２１）的有效解化为

ｄｅｔ（犇Ｒｅ）＝０，　犇Ｒｅ＝Ｒｅａｌ
犇
（１１） 犇

（１２）

犇
（２１） 犇

（２２［ ］） （２２）

式中：Ｒｅａｌ［　］代表对［　］内所有复数矩阵元素取实部的运算。

　　式（２２）即为最终简化后的同轴周期慢波结构ＴＭ０狀模色散方程。

２　数值求解步骤

　　（１）在一定范围内，对犽０ 离散取值，确定基波纵向波数犽０ 后，则可确定各谐波纵向波数犽狀 ＝犽０＋狀犺０ 。

　　（２）对一个给定的犽０，针对ｄｅｔ（犇Ｒｅ）＝０，运用二分法
［１１］求解相应的犽值。

　　（３）对应某犽０ 的不止有一个犽值，而是具有多个解，按从小到大的顺序依次标记为：犽
（０），犽

（１），…，犽
（狀）。

（犽０，犽
（０））为ＴＭ００色散线上的点，（犽０，犽

（１））为ＴＭ０１色散线上的点，… ，（犽０，犽
（狀））为ＴＭ０狀色散线上的点。

　　（４）连接所有（犽０，犽
（狀））点，就构成完整的ＴＭ０狀色散曲线。

　　采用ＧａｕｓｓＬｅｇｅｎｄｒｅ数值积分法
［１１］求解式（１７）～（２０），该数值积分的代数精度较高，狀个结点的该数值

积分，理论上可达２狀－１阶代数精度。犇犿狀阶数犕 和Ｇａｕｓｓ数值积分结点的取值原则：（１）随着阶数犕 增大，

计算矩阵元素增多，直到计算出的色散曲线收敛到一个稳定值；（２）计算出的色散曲线（犽０，犽）为严格周期函

数，周期为２π／犔０。一般来说，犇犿狀方阵的阶数犕 取５～９，Ｇａｕｓｓ数值积分结点数狀取８～１５个较为合适。

３　计算结果

３．１　同轴波纹波导的色散特性

　　同轴波纹波导的特点是：外导体为波纹周期慢波结构，内导体为同轴圆柱体结构，如图２所示，其中犚ｉｎ为

同轴内导体半径，犚ｏｕｔ为外导体平均半径，犚ｗ 为波纹幅值。
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图２　同轴波纹波导示意图

　　同轴波纹波导结构表达式为

犚１（狕）＝犚ｉｎ＝犆，　犚２（狕）＝犚ｏｕｔ＋犚ｗｃｏｓ（２π狕／犔０） （２３）

式中：犆表示常数。

表１　同轴波纹波导几何结构参数

犜犪犫犾犲１　犌犲狅犿犲狋狉犻犮狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犮狅犪狓犻犪犾狊犻狀狌狊狅犻犱犪犾狉犻狆狆犾犲狑犪狏犲犵狌犻犱犲

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ／ｃｍ 犚ｉｎ／ｃｍ 犚ｏｕｔ／ｃｍ 犚ｗ／ｃｍ 犔０／ｃｍ

ｍｏｄｅｌ＿１ １．１ ２．９ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿２ １．５ ２．９ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿３ １．１ ２．９ ０．２ １．６

ｍｏｄｅｌ＿４ １．１ ２．５ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿５ １．１ ２．９ ０．１ １．２

　　将表１的几何结构参数代入 Ｍａｔｌａｂ
［１２］程序，求解的同轴波纹
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图３　同轴波纹波导色散曲线

波导ｍｏｄｅｌ＿１的色散特性如图３所示。由图可见：ＴＭ００为

主模，截止频率为０。具有ＴＥＭ 的无截止特性，但是存在

纵向电场分量犈狕，因此可称该模式为准 ＴＥＭ 模。同轴行

波管主要利用该模式为工作模式，同轴返波管主要利用

ＴＭ０１为工作模式。

　　图４为内导体半径对同轴波纹波导色散特性的影响。

由图可见：增加内导体半径，对主模ＴＭ００模无影响，其它模

式的色散曲线均有所上移；ＴＭ０１模上限截止频率不变，下限

截止频率有所增加，通频带被压缩。因此，通过增大内导体

半径，可以增加主模与其它高阶模的隔离度，对于ＴＭ０１模

可以提高器件的工作频率。

　　图５为周期长度对同轴波纹波导色散特性的影响。由图可见：增加周期长度，各个模式的色散曲线均有所

下移，主模ＴＭ００和ＴＭ０１下限截止频率不变，通频带被压缩。因此，增加周期长度可以降低主要工作模式的上

限截止频率，使器件可以工作在更低的频率。
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图４　内导体半径对同轴波纹波导色散曲线的影响
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图５　周期长度对同轴波纹波导色散曲线的影响

　　图６为外导体平均半径对同轴波纹波导色散特性的影响。由图可见：减小外导体平均半径，对主模ＴＭ００

模无影响，其它模式色散曲线均有所上移；ＴＭ０１模上限截止频率不变，下限截止频率有所增加，通频带被压缩。

因此，减小外导体平均半径可以增加主模与其它高阶模的隔离度，对于ＴＭ０１模可以提高器件的工作频率。

　　图７为波纹幅值对同轴波纹波导色散特性的影响。由图可见：减小波纹幅值，各个模式的色散曲线均有所

上移，主模ＴＭ００和ＴＭ０１下限截止频率不变，通频带被展宽。因此，减小波纹幅值可以增加主要工作模式的上

限截止频率，使器件可以在更高的频率工作。
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图６　外导体平均半径对同轴波纹波导色散曲线的影响
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图７　波纹幅值对同轴波纹波导色散曲线的影响

　　表１中的ｍｏｄｅｌ＿１结构如图８所示。我们分别运用本文的数值算法和多维全电磁模拟软件计算了ｍｏｄｅｌ
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＿１的主模ＴＭ００色散曲线，结果如图９所示。可以看出：数值结果与软件模拟结果基本吻合。这验证了数值算

法的可靠性。运用多维全电磁模拟软件进行色散关系求解的缺点是：几何结构建模复杂，相关设置繁琐，计算

时间长，还要在众多计算结果中根据场分布特性来寻找出需要的ＴＭ０狀模式。
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图８　同轴波纹波导的３维结构图
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图９　同轴波纹波导ＴＭ００色散曲线对比图

３．２　同轴双波纹波导的色散特性

　　同轴双波纹波导结构的特点是：内、外导体均为波纹周期慢波结构，如图１０所示。其表达式为

犚１（狕）＝犚ｉｎ＋犚ｗ１ｃｏｓ（２π狕／犔０），　犚２（狕）＝犚ｏｕｔ＋犚狑２ｃｏｓ（２π狕／犔０） （２４）
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图１０　同轴双波纹波导示意图

式中：犚ｗ１和犚ｗ２分别为内外导体的波纹幅值。

　　将表２的几何结构参数代入 Ｍａｔｌａｂ
［１２］程序，求解了同

轴双波纹波导的色散特性。

表２　同轴双波纹波导几何结构参数

犜犪犫犾犲２　犌犲狅犿犲狋狉犻犮狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犮狅犪狓犻犪犾犱狌犪犾狊犻狀狌狊狅犻犱犪犾狉犻狆狆犾犲狊狑犪狏犲犵狌犻犱犲

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ／ｃｍ 犚ｉｎ／ｃｍ 犚ｗ１／ｃｍ 犚ｏｕｔ／ｃｍ 犚ｗ２／ｃｍ 犔０／ｃｍ

ｍｏｄｅｌ＿１ １．１ ０．２ ２．９ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿２ １．１ ０．２ ２．５ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿３ １．１ ０．２ ２．９ ０．１ １．２

ｍｏｄｅｌ＿４ １．５ ０．２ ２．９ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿５ １．１ ０．１ ２．９ ０．２ １．２

ｍｏｄｅｌ＿６ １．１ ０．２ ２．９ ０．２ １．６
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　图１１　外导体平均半径对同轴双波波导色散曲线的影响

　　图１１为外导体平均半径对同轴双波纹波导色散特性

的影响。由图可见：减小外导体平均半径，对主模ＴＭ００模

无影响，其它模式的色散曲线均有所上移；ＴＭ０１模上限截

止频率不变，下限截止频率有所增加，通频带被压缩。因

此，减小外导体平均半径，可以增加主模与其它高阶模的

隔离度，对于ＴＭ０１模，可以使器件工作于更高的频率上。

　　图１２为外导体波纹幅值对同轴双波纹波导色散特性

的影响。由图可见：减小外导体波纹幅值，对主模ＴＭ００模

无影响，其它模式的色散曲线均有所上移，ＴＭ０１下限截止

频率不变，通频带被展宽。因此，减小外导体波纹幅值，可

以增加主模与其它高阶模的隔离度，对于ＴＭ０１模可以使

器件工作于更高的频率上。

　　图１３为内导体平均半径对同轴双波纹波导色散特性的影响。由图可见：增加内导体平均半径，对主模

ＴＭ００模无影响，其它模式的色散曲线均有所上移；ＴＭ０１模下限截止频率有所增加，通频带被压缩。因此，增加

内导体平均半径，可以增加主模与其它高阶模的隔离度，对于ＴＭ０１模可以使器件工作于更高的频率上。
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图１２　外导体波纹幅值对同轴双波纹波导色散曲线的影响
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图１３　内导体平均半径对同轴双波纹波导色散曲线的影响

　　图１４为内导体波纹幅值对同轴双波纹波导色散特性的影响。由图可见：减小内导体波纹幅值，各模式的

色散曲线均有所上移，主模ＴＭ００和ＴＭ０１下限截止频率不变，通频带被展宽。因此，通过减小内导体波纹幅

值，可以增加主要工作模式的上限截止频率，使器件可以工作在更高的频率。

　　图１５为周期长度对同轴双波纹波导色散特性的影响。由图可见：增加周期长度，各个模式的色散曲线均

有所下移，主模ＴＭ００和ＴＭ０１下限截止频率不变，通频带被压缩。因此，增加周期长度，可以降低主要工作模

式的上限截止频率，使器件可以工作在更低的频率。
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图１４　内导体波纹幅值对同轴双波纹波导色散曲线的影响
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图１５　周期长度对同轴双波纹波导色散曲线的影响

３．３　同轴盘荷波导的色散特性

　　同轴盘荷波导的慢波结构需要无限项余弦级数来逼近。数值计算时，不可能也没有必要将展开为无限项

余弦级数，而是通过有限项截断来表示的，我们取２１项截断就能达到计算精度要求。

　　同轴盘荷波导的慢波结构表达式

犚１（狕）＝犚ｉｎ＝犆，　犚２（狕）＝
２０

狆＝０

犪狆ｃｏｓ（狆犺０狕）　（狆＝０，１，…） （２５）

　　图１６为同轴盘荷波导几何结构示意图。图１７为同轴盘荷波导色散曲线的计算结果，相关参数为：内导体

半径犚ｉｎ＝３．０ｃｍ，盘片内半径犚ｏｕｔ１＝４．８ｃｍ，盘片外半径犚ｏｕｔ２＝６．４ｃｍ，盘片厚度犔ｄ＝０．３ｃｍ，结构周期犔０＝

１．５ｃｍ。

　　盘荷波导的３维建模图形如图１８所示。我们采用多维全电磁模拟软件计算了ＴＭ００色散曲线，模拟结果

与本文数值结果进行了比对，如图１９所示。可以看出：数值结果与软件模拟结果基本吻合。验证了数值算法

可靠性。图１９与图９比较可知：同轴盘荷波导的色散曲线误差较大。这是因为同轴盘荷波导的慢波结构半径

函数在突变点不存在一阶导数，不满足本文的色散方程求解条件，但是采用有限项傅里叶级数表示，就能满足

本文的色散方程求解条件，通过增加有限项傅里叶级数的项数，就能在一定程度上减小色散曲线误差，但是始

终不可能消除这种误差。
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图１６　同轴盘荷纹波导示意图
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图１７　同轴盘荷波导色散曲线
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图１８　同轴波纹波导的３维结构图
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图１９　同轴波纹波导ＴＭ００色散曲线对比图

４　结　论

　　本文将场匹配法和傅里叶级数理论相结合，提出了一种原则上可数值求解任意同轴周期慢波结构ＴＭ０狀

模色散曲线的方法。该方法具备色散方程简明，普适性和扩展性强的优点。基于该方法并根据设计高效返波

管的需要，编制了计算同轴波纹波导和同轴双波纹波导色散曲线的 Ｍａｔｌａｂ程序，分析了这两类同轴大口径慢

波结构的色散特性。以算例形式计算了用于 ＭＩＬＯ器件的同轴盘荷波导的色散特性，并将相关数值计算结果

与多维全电磁模拟软件结果做了比较。计算对比结果验证了该数值算法的准确性和可靠性。
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