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摘　要：离散多小波在图像去噪和图像融合方面有突出的效果．利用ＧＨＭ 多小波，对图像去噪中

阈值的选取给出了具体的方法，对单小波与多小波去噪方法进行了比较．结果表明，多小波在图像

去噪的效果上明显优于单小波．
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０　引言

小波分析是近年来国际上一个非常热门的前沿

研究领域，是继Ｆｏｕｒｉｅｒ分析之后的一个突破性进

展，它给许多相关领域带来了崭新的思想，提供了强

有力的工具．从工程角度看，小波分析是一种信号与

信息处理的工具，是继Ｆｏｕｒｉｅｒ分析之后又一有效

的时频分析方法．小波变换作为一种新的多分辨分

析方法，可同时进行时域和频域分析，具有时频局部

化和多分辨特性，因此特别适合于处理非平稳信号．

与单小波不同，多小波基由多个小波母函数经过伸

缩平移生成，对应的有多个尺度函数．单小波在对信

号进行处理时，可对采样数据直接进行分解和重构，

但多小波就不能，需在分解前进行数据预处理，然后

对处理后的数据进行分解，对重构后的数据还要进

行后处理才能得到重构数据．多小波在构造时具有

更多的自由度，因此它们比单个小波具有更短的支

集和更多的消失矩 ，而且它们可以同时满足正交性

和对称性．多小波既保持了单小波的诸多优点，又克

服了单小波的缺陷．在实际应用中可以把十分重要

的光滑性、紧支性和对称性完美地结合在一起．

１　多小波理论

狉元多分辨分析 ＭＲＡ狉是犔２（犚）上一串闭子空

间嵌套序列｛犞犼｝犼∈犣，满足以下条件

１）单调性：犞犼犞犼＋１，犼∈犣；

２）逼近性：∪
∞

犼＝－∞
犞犼＝犔

２（犚），∩
犼＝∞

犼＝－∞
犞犼＝｛０｝；

３）伸缩性：犳∈犞犼犳（２·）∈犞犼＋１；

４）平移不变性：犳∈犞犼犳（·－犽）∈犞犼，犽∈犣；

５）存在函数Φ＝（φ１，…，φ狉）
犜，使得整数变换族

φ犾（狓－犽），犽∈犣，１≤犾≤狉，形成犞０ 上的Ｒｉｅｓｚ基．

称Φ是 ＭＲＡ
狉的多重尺度函数．如果Φ是正交

的，则称｛犞犼｝是正交的 ＭＲＡ
狉．

对正交的｛犞犼｝，令犠犼为犞犼在犞犼＋１空间上的正

交补，即犞犼＋１＝犠犼 !犞犼，于是由 ＭＲＡ
狉 的单调性

和逼近性可知：犠犼⊥犠犽（犼≠犽），且 
犼∈犣

! 犠犼＝

犔２（犚）．

如果Ψ＝（Ψ１，…，Ψ狉）
犜 形成犠０ 上的规范正交

基，则｛Ψ（２犼狓－犽），犽∈犣，狓∈犚｝是犠犼 的规范正交

基，称Ψ 是正交多小波

２　图像的多小波变换

２．１　多小波变换

多小波变换与单小波变换不同，在进行变换前，

需进行预滤波．预滤波是为了消除多小波的不恰当

离散性．预滤波完成后，进行相应的多个小波变换．

同理，完成多个小波重构后，要进行后滤波才能实现

完整的多小波重构．

多小波是由狉≥２的尺度函数｛κ（狓）｝１≤犽≤狉∈

犔２（犚）和相应的小波函数｛Ψ犽（狓）｝１≤犽≤狉∈犔
２（犚）伸

缩平移生成．设｛犎犽｝０≤犽≤犔－１和｛犌犽｝０≤犽≤犔－１为相应的

狉×狉 滤波器矩阵，Φ（狓）＝｛φ１（狓），φ２（狓），…，

φ狉（狓）｝
犜，Ψ（狓）＝｛Ψ１（狓），Ψ２（狓），…，Ψ狉（狓）｝

犜 分别

为尺度函数矢量和小波函数矢量，则多小波变换表

示为

Φ（狓）＝２
犔－１

犽＝０
犎犽Φ（２狓－犽） （１）

Ψ（狓）＝２
犔－１

犽＝０
犌犽Φ（２狓－犽） （２）

犎犽 和犌犽 是狉×狉阶矩阵，称为两尺度方程的矩

阵尺度系数，也称为矩阵滤波器系数．

将正交单小波中的分解与重构的 Ｍａｌｌａｔ算法

推广至正交多小波，可得到多小波的分解

犆犼－１，犽 槡＝ ２
狀∈犣
犺狀－２犽犆犼，狀，犼，犽∈犣 （３）
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犇犼－１，犽 槡＝ ２
狀∈犣
犵狀－２犽犆犼，狀，犼，犽∈犣 （４）

多小波的重构

犆犼，犽 槡＝ ２
狀∈犣
犺
犽－２狀犆犼－１，狀＋犵


犽－２狀犇犼－１，狀 （５）

式中，犆犼，犽＝［犮０，犼，犽，…，犮狉－１，犼，犽］
犜，犇犼，犽＝［犱０，犼，犽，…，

犱狉－１，犼，犽］
犜，犺狀 和犵


狀 分别是犺狀 和犵狀 的共轭转置．

２．２　图像多小波交换的实现方法

设待处理的信号狓（犿，狀），犿，狀∈犣，１≤犿≤犕，

１≤狀≤犖，预处理后，生成四个犿／２×狀／２分量：犆１１，

犆１２，犆２１，犆２２，对这四个分量进行多小波变换，生成

１６个犿／４×狀／４分量

犕狑＝

犆犔犔１ 犆犔犔２ 犆犎犔１ 犆犎犔２

犆犔犔３ 犆犔犔４ 犆犎犔３ 犆犎犔４

犆犔犎１ 犆犔犎２ 犆犎犎１ 犆犎犎２

犆犔犎３ 犆犔犎４ 犆犎犎３ 犆犎犎

烄

烆

烌

烎４

（６）

整个变换过程中总像素保持不变．ＧＨＭ 多小波分

解与重构的系统框图如图１．

图１　多小波分解与重构的系统结构

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｆｒａｍｅｏｆｍｕｌｔｉｗａｖｅｌｅｔｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

ａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

图中犎（ω）犌（ω）为多小波滤波器，珮犎（ω）珟犌（ω）

为多小波逆滤波器，犙（ω）和珟犙（ω）分别表示预滤波

器和后滤波器．图像的分解与重构如图２．

图２　Ｗｏｍａｎ图像的ＧＨＭ多小波分解与重构

Ｆｉｇ．２　ＧＨＭｍｕｌｔｉｗａｖｅｌｅｔｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＷｏｍｅｎｉｍａｇｅ

２．３　犌犎犕多小波滤波器的设计

为了消除多小波的不恰当离散性，在多小波变

换中首先需对原始的标量输入信号进行预滤波，得

到用于多小波分解的初始矢量信号．预滤波完成后，

进行相应的多小波变换．同理，完成多个小波重构

后，要进行后滤波才能实现完整的多小波重构．Ｘｉｅ

等把预滤波器和多小波的第一级分解结合起来考

虑，将本文采用的ＧＨＭ 多小波滤波器的构造转化

为低通滤波器和高通滤波器的设计．通常采用的

ＧＨＭ多小波前置和后置滤波器为

Ｐｒｅ（０）＝
３／ 槡８２ １０／ 槡８２［ ］
０ ０

，Ｐｒｅ（１）＝
３／ 槡８２ ０［ ］
１ ０

Ｐｏｓｔ（１）＝
０ １

０ －３／
［ ］

１０
，Ｐｏｓｔ（０）＝

０ ０

槡４２／５ ３／
［ ］

１０

采用ＧＨＭ多小波进行去噪处理，ＧＨＭ 滤波器分

别为

犔（０）＝
３／ 槡５２ ４／５

－１／２０ －３／ 槡

熿

燀

燄

燅１０２

，犔（１）＝
３／ 槡５２ ０

９／２０ １／
［ ］

２０

犔（２）＝
０ ０

９／２０ －３／ 槡
［ ］

１０ ２
，犔（３）＝

０ ０

－１／
［ ］

２０ ０

犎（０）＝
－１／２０ －３／ 槡１０２

１／ 槡１０２ ３／

熿

燀

燄

燅１０

，犎（１）＝
９／２０ －１／槡２

９／ 槡

熿

燀

燄

燅１０２ ０

犎（２）＝
９／２０ －３／ 槡１０２

９／ 槡１０２ －３／

熿

燀

燄

燅１０

，犎（３）＝
－１／２０ ０

－１／ 槡
［ ］

１０２０

３　基于多小波变换的图像去噪

设犳（狓，狔）为原始信号，犳ｎｏｉｓｅ（狓，狔）为被高斯白

噪音污染的信号，噪音为狀（狓，狔），其服从犖（０，０．１）

分布，有噪信号模型为

犳ｎｏｉｓｅ（狓，狔）＝犳（狓，狔）＋狀（狓，狔） （７）

由多小波的变换特性可知，高斯白噪音的多小波变

换仍然是高斯分布的，在不同尺度上都有分量表现，

但能量在高频部分上较集中且均匀分布；而图像细

节信号在各个尺度高频分量上都有突出的表现．因

此图像去噪可以在多小波变换的高频域内进行．其

中，Ｄ．Ｌ．Ｄｏｎｏｈｏ提出的小波阈值去噪方法在最小

均方误差意义上有效并可达到很好的效果．该方法

的关键是阈值的选取和量化，从某种程度上来说，它

直接关系到图像消噪的质量．

小波阈值去噪的基本思路是：

１）先对含噪图像犳ｎｏｉｓｅ（狓，狔）做小波变换，得到一组

小波系数狑犼，犽；

２）通过对狑犼，犽进行阈值处理，得出估计小波系数

狑
∧

犼，犽，使得‖狑
∧

犼，犽－狑犼，犽‖尽可能小；

１６３２
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３）利用狑
∧

犼，犽进行小波重构，得到的图像即为去噪后

的图像．

对犳ｎｏｉｓｅ（狓，狔）连续做几次小波分解后，空间分

布不均匀信号犳（狓，狔）所对应的各尺度上小波系数

狑犼，犽在某些特定的位置有较大的值，这些点对应原

始信号犳（狓，狔）的奇变位置和重要信息，而其它大部

分位置的狑犼，犽值较小；对于白噪音狀（狓，狔），它所对

应的小波系数狑犼，犽均匀分布在每一个尺度上，并随

着尺度的增加，狑犼，犽系数的幅值有所减小．因此，通

常消噪的基本思想是当小波变换系数狑犼，犽小于某个

临界阈值时，此系数主要是由噪音引起的，应当予以

舍弃；当狑犼，犽大于这个临界阈值时，此系数主要是由

信号引起的，就把这一部分狑犼，犽直接保留下来（硬阈

值方法）或者按一个固定量向零收缩（软阈值方法），

用新的小波系数进行小波重构得到去噪后的图像．

硬阈值方法模型定义为

狑
∧

犼，犽＝
狑犼，犽 狑犼，犽 ≥λ

０ 狑犼，犽 ＜
烅
烄

烆 λ
（８）

软阈值方法模型定义为

狑
∧

犼，犽＝
ｓｉｇｎ（狑犼，犽）（狑犼，犽 －λ） 狑犼，犽 ≥λ

０ 狑犼，犽 ＜
烅
烄

烆 λ
（９）

以上两种方法运用于单小波变换可以去除大部

分噪音的小波系数，同时较好地保留了图像高频细

节信号．但若将这两种方法用于多小波去噪，其优越

性完全消失，因为根据噪音在多小波变换域中的特

征可知，噪音的强度随着分解尺度的增大而降低，如

果在各个尺度上使用相同的全局阈值，一定程度上

去掉了很多信号的小波系数；而且在多小波变换域

上，每层分解后的狉维高频系数并不完全一致，设置

相同的小波去噪阈值并不是最佳选择．因此要对各

层信号去噪阈值和每层狉维的信号去噪阈值做进一

步的处理，以达到更好的效果．

为了解决上述问题，可用如下方法来获取原始

图像的重要小波系数，首先对一幅图像进行多小波

分解，接着根据多小波分解后的能量分布特性，在不

同尺度的高频子带内，对小波系数进行不同阈值处

理，大于犜犾犼，犽（犼＝１，２，…，犑（层数），犾＝１，２，３（分别

为水平、垂直、对角方向），犽＝１，２，３，４（每个子带的

小子带编号））则保留，否则置０；其中：犜犼犾，犽＝ω犼犼，犽犜０，

根据能量集中的原理，可以确定各小子带阈值权重

ω犼犾，犽，ω犼犾，犽由以下几个步骤算出：

１）计算每个子带小波系数模值的平均值

犎犼ｍｅａｎ＝
１

犿×狀

犿

狆＝１

狀

狇＝１
犎犼，犿，狀

犞犼ｍｅａｎ＝
１

犿×狀

犿

狆＝１

狀

狇＝１
犞犼，犿，狀

犇犼ｍｅａｎ＝
１

犿×狀

犿

狆＝１

狀

狇＝１
犇犼，犿，

烍

烌

烎狀

（１０）

２）计算每一层的小波系数模值的平均值，Ａｖｅｒａｇｅ犼＝

犎犼ｍｅａｎ＋犞犼ｍｅａｎ＋犇犼ｍｅａｎ
３

；

３）确定各小子带阈值权重ω犼犾，犽，ω犼１，犽＝
Ａｖｅｒａｇｅ犼
犎犼ｍｅａｎ

，ω犼２，犽＝

Ａｖｅｒａｇｅ犼
犞犼ｍｅａｎ

，ω犼３，犽＝
Ａｖｅｒａｇｅ犼
犇犼ｍｅａｎ

；

最后经多小波反变换，得到重构图像．

由上述分析，可以得到基于ＧＨＭ 类多小波去

噪的算法流程：

１）滤波，对图像犳ｎｏｉｓｅ（狓，狔）做预滤波生成图像

犮（狓，狔）；

２）对带噪图像犮（狓，狔）进行多小波分解，选择

分解层数为犑，本文选择犑＝１；

３） 初 始 阈 值 可 按 文 献 ［１］选 取 犜０ ＝

２ｌｏｇ（犖σ槡 ），然后确定各小子带的阈值犜犼犾，犽＝ω犼犼，犽犜０；

４）对小波系数进行阈值化处理．

狑犼犾，犽（犿，狀）＝
狑犼犾，犽（犿，狀） 犠犼

犾，犽 ≥犜
犼
犾，犽

０ 犠犼
犾，犽 ＜犜犼犾，

烅
烄

烆 犽

；

５）利用以上得到的全部高频系数和低频系数

进行多小波反变换，由二维多小波重构公式可得到

降噪后的图像，然后经过后滤波得到我们需要的去

噪图像犳′（狓，狔）．

４　图像去噪方法比较与分析

本文采用 Ｗｏｍａｎ和Ｒｉｃｅ图像做样本，将单小

波和其它方法去噪与多小波去噪进行比较．单小波

选择 ＤＢ４小波，多小波选择 ＧＨＭ 多小波．选择

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ正交单小波基Ｄｂ４和 ＧＨＭ 多小波一

样具有二阶消失矩，这样在相同消失矩的情况下，具

有一定的可比性．信噪比是衡量去噪效果的一个很

重要的指标．可以通过图像降噪前后的信噪比

（ＳＮＲ）说明降噪效果．设大小为犕×犖 的原始图像

为犳（犿，狀），珚犳（犿，狀）为原始图像的均值图像，含噪重

构图像为犳′（犿，狀），则含噪图像的信噪比可以定

义为

　ＳＮＲ＝１０ｌｏｇ

犕

犿＝１

犖

狀＝１

［犳（犿，狀）－珚犳（犿，狀）］
２


犕

犿＝１

犖

狀＝１

［犳（犿，狀）－犳′（犿，狀）］

熿

燀

燄

燅２
（１１）

为了更加突出多小波的去噪效果，增加了几种

图像去噪方法进行比较．在图像噪音方差均为σ
２＝

０．０１的实验结果如图３、图４和表１．从图和表中可

以看出多小波在图像去噪方面有较好的效果，既能

较好地保持图像细节，又能很好地去除由高斯白噪

音干扰引起的噪音点，从几幅图的比较中，可以看出

多小波在图像去噪方面的优越性．

２６３２
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图３　Ｗｏｍａｎ图像处理结果

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷｏｍａｎｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

图４　Ｒｉｃｅ图像处理结果

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＲｉｃｅｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

表１　图像去噪后的犛犖犚／犱犅比较

去噪方法 Ｗｏｍａｎ图像ＳＮＲ Ｒｉｃｅ图像ＳＮＲ

噪音图像 ７．４５００ ５．７９２２

多小波去噪图像 １５．５０４５ １４．０２６８

单小波去噪图像 １４．１２８５ ９．１７７８

低通滤波图像 ８．２７８０ ６．８４３３

中值滤波图像 ８．０７７９ ６．８９３３

维纳滤波图像 ８．０７７９ ６．８９３３

５　结论

常用的去噪算法需要在图像边缘纹理和噪音去

除之间进行平衡 ，用单一阈值方法去噪，并没有考

虑图像分解后的各层之间以及每层的水平、垂直和

细节分量小波系数之间的差异，不可避免地会造成

各个子带去噪的不平衡，不利于图像恢复．本文提出

了一种基于多小波变换及多层阈值的噪音去除方

法，根据能量集中的原理，给出了各小子带阈值权重

ω犼犾，犽的计算方法．实验表明，此方法能很好地去除图

像受到高斯白噪音干扰引起的噪音点，较好地保留

图像的细节信息．
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