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摘　要：应用李变换方法研究了超环面光栅的成像及其像差，介绍了李变换基本原理．光栅成像过

程可分成五个部分，分别对应五个李变换；其中最重要的变换就是超环面光栅的衍射李变换．利用

这五个李变换推导出了超环面光栅的成像公式，并应用光线追迹，对研究结果进行了验证，说明了

李变换的方法能准确地描述超环面光栅的成像．该方法可以处理平面光源，能计算远离子午焦平面

处的像差．李变换方法导出的成像公式描述了像平面坐标与物平面坐标、方向余弦之间的函数关

系，体现了物空间变量与像空间对应变量之间映射关系．
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０　引言

传统分析平面对称光学系统成像是应用特征函

数和波像差方法．Ａ．Ｊ．Ｄｒａｇｔ首先将李变换的方法

应用于轴对称光学系统的成像分析［１］．Ｋ．Ｇｏｔｏ和

Ｔ．Ｋｕｒｏｓａｋｉ将这一方法运用到平面对称（球面光

栅）的光学系统中，计算球面光栅的像差和成像公

式［２］．这几种方法有各自的优缺点．李变换作为一个

新的处理方法，其中有些问题还有待进一步研究，因

此，在国际上仍有许多科学工作者在研究这方面的

课题［３］．

本文将运用李变换的方法来研究超环面光栅的

成像及其像差．首先，将简要介绍李变换的基本原

理；其次，阐述超环面光栅李变换；最后，讨论李变换

的成像公式及其相关的像差系数．

１　几何光学的辛映射

考虑到光学系统是典型的非线性哈密顿系统，

可以用处理非线性动力学中的李代数方法分析，通

过相空间坐标来描述光线通过光学系统的成像情

况．在 一 个 光 学 系 统 中，可 以 定 义 矢 量 狑犻 ＝

狓，狔，狆，（ ）狇 和狑犳＝ 狓′，狔′，狆′，狇（ ）′ ．狓，狔表示物平面

上光源点的坐标，狆，狇表示光源发出光线分别与狓、

狔轴的方向余弦，狓′，狔′，狆′，狇′分别对应像平面上的

坐标和方向余弦．用这个矢量就可以描述一条光线

在空间中的传播状态．可以用一个函数关系或映射

犕 来描述初始和终端光线状态之间的关系

狑犳＝犕狑犻 （１）

光线的初值 狑犻 与末值狑犳 之间的关系由

Ｈａｍｉｌｔｏｎ量决定，这与Ｆｅｒｍａｔ原理是等价的，因此

可以推知犕 是一个辛映射
［１］．李变换就是这种辛映

射在数学上的具体形式［４］．

将光线通过整个光学系统的过程分解若干个单

一过程．对每个单一过程，都可以找到变换狑犳＝

狑犳 狑（ ）犻 ，并将其转换成李变换的形式．它们对应的

李变换为犕１，犕２，…犕狀．整个光学系统的李变换就

是各个单一过程的李变换的乘积．

２　超环面光栅的李变换

在物空间和像空间中，定义物平面Σ和像平面

Σ′，根据图１中建立的坐标系，假定α为负值，β为正

值．光栅中心到物平面和像平面的距离分别是狉１，

狉２
［５］．平面１垂直于入射主光线；平面２与光栅曲面

相切；平面３垂直于衍射主光线，这三个平面都包含

光栅中心．

图１　光栅光学系统
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从物平面到像平面的李变换可以表示成五个变

换的乘积：１）表示光线从物平面传到平面１的李变

换犕狉１
［２］；２）表示光线坐标从平面１坐标系转换到

平面２坐标系的李变换犕α
［２］；３）表示光线在平面２

坐标系内光栅衍射的李变换犕犌；４）表示光线坐标

从平面２坐标系转换到平面３坐标系的李变换

犕β
［２］；５）表示光线从平面３传到像平面的李变换

犕狉２
［２］．

３　成像公式

根据前文中的五个李变换，可以得到超环面光

栅的成像公式．由李变换得到的子午和弧矢方向的

聚焦条件，与波相差理论中的聚焦条件相一致［３］．

在光栅光谱仪设计中，子午聚焦平面上的像差

分析十分重要．在子午聚焦条件下，像平面坐标展开

到三阶为

　狓′＝犕狓狓＋犅

１０１０狓狆＋犅


０２００狔

２＋犅
０１０１狔狇＋犅


００２０狆

２＋

犅
０００２狇

２＋犅
０２１０狔

２
狆＋犅


０１１１狔狆狇＋犅


００３０狆

３＋

犅
００１２狆狇

２ （２）

　狔′＝犕狔狔＋犠狇狇＋犆

０１１０狔狆＋犆


００１１狆狇＋犆


１１００狓狔＋

犆１００１狓狇＋犆

０３００狔

３＋犆０００３狇
３＋犆０２０１狔

２
狇＋

犆０１２０狔狆
２＋犆００２１狆

２
狇＋犆


０１０２狔狇

２ （３）

在式（２）和（３）中，所有系数由李变换展开得到，一阶

系数犕狓、犕狔 代表了放大率．在狓，狔，狆，狇所组成的

二次方项和三次方项中，只包含狆，狇的项前面的系

数表示轴上点的像差，其余的则为轴外点的像差．

４　应用李变换描绘光学系统的成像

利用成像式（２）和（３），可以求出光源点发出的

光线经过光学系统后在像平面上的分布（光线点列

图）．光学系统（超环面镜）参量为：物距狉１＝２００ｃｍ，

子午焦距狉′犿＝１００ｃｍ，入射角α／反射角β＝８６°，主

半径犚＝１９１１．４ｃｍ，次半径ρ＝９．３ｃｍ．

光线线追迹软件可以得到光学系统成像的精确

数值计算结果，以此作为标准来检验李变换所得结

果的准确性．根据李变换得到的成像公式所作的图，

与应用光线追迹软件Ｓｈａｄｏｗ所得结果进行比较．

Ｓｈａｄｏｗ追迹程序是严格遵循光线传播的几何理

论，依靠它可以得到与实际光学系统几乎一致的成

像结果．

从图２（ａ）、（ｂ）、（ｄ）、（ｅ）可以看出，无论像平面

是否在子午方向的焦点上，李变换成像公式能够准

确描绘该光学系统的成像．对于离轴的情况图２

（ｃ）、（ｆ）成像公式与Ｓｈａｄｏｗ的结果也符合的很好．

图２　不同像距下，由光线追迹所得的点列图

Ｆｉｇ．２　Ｓｐｏｔｄｉａｇｒａｍｓｂｙｔｒａｃｋｉｎｇｒａｙｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犳２

５　结论

应用李变换的方法来研究超环面光栅的成像，

把光栅成像分解成五个单一过程的李变换；利用这

五个李变换可得出光栅的成像公式及其像差．应用

光线追迹软件得到了光学系统成像的精确数值计算

结果，以此对李变换方法所得结果进行验证，表明李

变换方法是正确的．与目前常用的光栅像差理论相

比，李变换的方法有一定的优势：１）在李变换中不出

现光瞳坐标．在处理多元件光学系统时，就不必定义

每个元件的光瞳坐标，不需要考虑如何将这些坐标

统一起来．同时该方法能转换成矩阵形式，更有利于

多元件的像差表达．２）李变换的方法从一开始就考

虑物是二维的，可以得到二维轴外点成像．李变换的

１５２２
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方法可以得到远离焦平面处的像差表达式．目前

Ｃｈｒｉｓｐ波像差理论只能导出像平面在焦点附近的

像差公式．

李变换方法导出的成像公式描述了像平面坐标

与物平面坐标、方向余弦之间的函数关系，公式中并

没有出现如光栅表面坐标之类的中间变量，体现了

物空间变量与像空间对应变量之间的映射关系．
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