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一种新的基于偏微分方程的图像修复 
廉晓丽 1，徐中宇 1，冯丽丽 1，晁玉忠 2 

(1. 长春工业大学计算机科学与工程学院，长春 130012；2. 武汉理工大学计算机科学与技术学院，武汉 430063) 

摘  要：图像的修复是图像处理中一个重要的部分，主要是利用一定的方法针对产生划痕和有缺损的图像进行修复，或者从图像中去除指
定的物体和文字，以达到特定的目的。该文比较了 CDD图像修复模型和快速图像修复模型的性能。它们都满足“连接整体性准则”，对于
具有较大破损区域及细小边缘的图像具有良好的修复能力。但是前者修复速度较慢，而后者可以克服 CDD 修复速度较慢的缺点。实验结
果表明，该模型在保证与 CDD模型相近修复质量的情况下可以大幅度地提高修复速度。 
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【Abstract】Image inpainting is an important part of image processing. It is mainly used to restore the damaged image with some algorithms to 
attain to special goals, through the restoration of damaged painting with cracks and scratches to the removal or replacement of objects or word. This 
paper puts emphasis on comparing CDD model with fast inpainting model based on the Curvature Driven Diffusions(CDD). They all realize the 
connectivity and holistic principle, and have good ability for inpainting the large domain and minute edges, but the former inpainting speed is quite 
slow, the latter can overcome the shortcoming of slow speed. Experiment demonstrates this fast inpainting model can greatly advance the speed in 
inpainting, provided with the same quality of QCDD model. 
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1  概述 
数字图像处理是研究“图像信息的获取、传输、存储、

变换、显示、理解与综合利用的”一门崭新的学科[1]。根据
抽象的程度不同，数字图像处理可以分为 3 个层次：狭义图
像处理，图像分析和图像理解。 

图像修复技术[2]针对图像中遗失或者损坏的部分，利用
未被损坏的图像信息，按照一定的规则填补，使填补后的图
像接近或达到原图的视觉效果。 

图像修复可以有效地数字化恢复损坏的艺术作品，并去
除图像中的文字或者其他不可期望的物体；也可以用于视频
点播，对网络中丢弃或者损坏的视频信息进行修复以改善观
看质量。 

图像修复主要利用一些算法针对产生划痕和有缺陷有破
损的图像进行修复，或者从图像中去除文字和制定物体的方
法，以达到指定的目的。 

2  CDD模型 
2.1  模型综述 

TV 模型[3]图像修复方法是 Rudin, Osher, Fatemi 的著名
修复模型的封闭变换。该模型在修复中可保持尖锐的边缘并
且数值实现简单，但是 TV 修复模型和其他的基于分割的修
复模型有个共同的缺点，不能满足“连接完整性准则”， 即
当破损区域大于待修复物体宽度时不能完成修复。 

针对这个问题，Chan, Shen 又提出了基于曲率驱动
(Curvature Driven Diffusions, CDD)修复模型[4]，此模型在 TV

模型的基础上引入了曲率项，其传导系数取决于等照线度的
曲率，从而使得“连接整体性准则”得以满足，所以此模型
具备了修复较大的破损区域及细小边缘的能力。 

曲率驱动扩散模型是基于曲率驱动扩散的一种新的数字
偏微分方程模型[5]，是由整体变分模型激发产生的。在 TV
模型中，扩散是沿垂直等照度线方向或者其反方向进行的，
而扩散的强度反映在传导系数上： 
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因此，扩散的方向并不是沿着等照线的几何信息方向。
对于平面的曲线，其包含的几何信息是用纯量曲率 k 来表示
的。曲率大的地方一般扩散强度也大[6]；曲率小的地方扩散
强度也小，因此这个模型克服了上面的 2 个缺点，使之处于
整体稳定性，如果图像没有达到稳定状态则再一次继续演化
图像，所以 CDD模型可以表示为如图 1所示。 
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图 1  受损区域 

作者简介：廉晓丽(1983－)，女，硕士，主研方向：图形图像处理；
徐中宇，副教授；冯丽丽、晁玉忠，硕士 
收稿日期：2008-06-18    E-mail：lianxiaoli601@163.com 



 —235—

0

(| |)
| |

u g k u x D
t u

u u x E

⎧ ⎡ ⎤∂
= ∇ ⋅ ∇   ∈⎪ ⎢ ⎥∂ ∇⎨ ⎣ ⎦

⎪ =                        ∈⎩

                       (2) 

其中，D 为破损区域；E 为破损区域周围完好的区域； Ω为
整个区域。一般来说，图像修复的同时也会要求去噪，因此，
可以利用 TV的去噪模型[2-3]。 
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将 2个方程合起来，得到修复和去噪的方程： 
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该模型在对破损区域 D修复的同时，可以对完好区域 E
进行去噪。现在只考虑修复不考虑去噪，所以主要用到式(2)
中的第 1个式子 
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根据迭代方程： 1n n nu u t ϕ+ = + ∆ ∇ ⋅ ，其中， t∆ 是迭代时
间步长，也可以看作是扩散的程度；n表示迭代的次数。 

CDD是 3阶的偏微分方程[7]，可以采用半点中心差分法
求解。对于目标像素点(i,j)，假设 
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因此，需要用到中间点的梯度和曲率[7]，这些点为(i+k, j+1)。
其中，kl-0, |k|+|l|=1/2。 

对于属于破损区的每个像素点，按照式(5)迭代，根据所
用的半点中心差分法可知将会利用到破损区外部的有用的信
息，因此符合外部信息向内部扩散的复原原理。 
2.2  实验结果 

在本文中破损的区域都是假设已知的。一般可以采用二
值图像作为破损的模版图像，破损区域标记为白色，像素标
志位 flag 记为 1，完好区域标记为黑色，像素标志位 flag 记
为 0。该模版图像可以事先指定，也可以根据所要修复的图
像标记为待修复区域而形成模版。迭代算法只是针对破损区
域，算法的执行如下： 

(1)读入原来的破损图像和模板图像； 
(2)对于破损区域的每个像素点计算出 u∇ 和 k转入(3)； 
(3)计算出 ϕ∇ ，然后乘以 t∇ 加上上一次迭代的图像，转

入(4)； 
(4)如果迭代后的图像和上次迭代的图像之差小于给定

的阈值，迭代结束，输出修复后的图像，否则转入(2)进行新
的迭代。 

3  CDD 模型的改进 QCDD模型 
3.1  QCDD原理 

对 CDD模型的修复速度进行分析：一般在破损区域的边
缘处有较大的梯度，然而在破损边缘的角点处有较大的曲率。

由于 CDD 模型的传导系数为 (| |)
| |
g k

u∇
，即当曲率越大时扩散

越大，而梯度越大时扩散越小。这样在角点处其曲率与梯度

对扩散的影响相互抵消，而在其边缘点处由于曲率基本为 0，
扩散也基本为 0，因此就导致了 CDD修复模型比较缓慢。 

综合上述 CDD模型在保证“连接整体性准则”和修复速
度方面的分析，可以得出如下的结论： 

(1)通过在扩散中引入等照度线的几何信息——曲率，可
以使得“连接整体性准则”得以满足。 

(2)在扩散中曲率与梯度值的综合作用结果导致扩散速
度很慢。由于 CDD在 TV模型的基础上加入了曲率项得到，
因此影响其扩散速度的项继承了 TV模型。 

由上述结论可以看出，CDD建立在 TV的基础上对上述
两方面并未得到任何效果，反而降低了修复速度。这样可以
绕过 TV 模型，引出本文的快速 CDD 修复模型(QCDD)，其
形式如下： 
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其中，g(s)为 s的增函数： 
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通常取 ( ) , 0, 1pg s s s p= > ≥ 。 
不同于 CDD模型，QCDD直接建立在热扩散的基础上，

其传导系数为 (| |)g k ，此时其扩散强度仅依赖于等照线的几
何信息——曲率。由结论(1)可看出，该模型满足“连接整体
性准则”。由结论(2)可看出，由于 QCDD 模型建立在热扩散
的基础上，去除了梯度值对扩散速度的负面影响，因此其修
复速度必然会加快。 
3.2  数值实现方法 

采用时间步进法求解。令 1 2( , ) (| |)v v v g k u= = ∇ ，则迭代
形式如下： 

( 1) ( ) ( )n n nu u t v+ = + ∆ ∇ ⋅                            (9) 
其中， t∆ 为时间步长； ( )nu 表示待修复点在 n t∆ 时刻的值。
散度形式是 3阶 PDE，对于散度算子采用半点中心差分法实
现。令修复点 E, N, W, S为 O的 4领域点，e, n, w, s分别为
对应的 4领域半点。此时 0v∇ ⋅ 可被离散化为 
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其中，h为网格大小，通常令 h=1。由于 e, n, w, s为半点，
因此其值不能从图像中直接得到，下面以 e 点为例，令
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其中， , , ,N NE S SEu u u u∇ ∇ ∇ ∇ 可用通常的中心差分法得到。综
合式(11)~式(14)即可求得。由于在数值实现中基本上采用的
是散度的离散实现形式，因此其满足数值计算的保守定律，
实验结果也证明了该算法是稳定的。 

4  实验结果 
笔者分别适用模拟图像和真实图像进行了实验分析，并

将 CDD 和 QCDD 两种算法在修复效果和修复时间上进行了
比较。实验中图像的破损区域由随机噪声初始化，取时间步



 —236— 

长 0.2t∇ = ，网格大小 h=1, p=1，迭代停止条件为相邻的连词
迭代的图像差异最大值小于 0.01。 

图 2 为模拟图像的修复结果，其中破损区域的宽度大于
物体宽度。在这种情况下，TV模型将选择不连接物体。而由
实验结果可以看出，CDD和本文的 QCDD模型均选择连接，
即满足“连接整体性准则”，并且其修复效果基本相同。 

                        
   (a)待修复图像    (b)QCDD 修复结果     (c)CDD修复结果 

图 2  竖条的修复结果比较 

图 3为在真实图像下消除图像中的划痕的修复结果。 

 
(a)待修复图像 

 
(b)QCDD 修复结果 

 
(c)CDD修复结果 

图 3  消除脸部划痕修复结果 

要完成这 2 幅图像的修复，CDD 和 QCDD 模型需要迭
代次数和修复时间的比较如表 1所示。 

表 1  2种模型所需迭代次数和修复时间的比较 
图像 模型 迭代次数 修复时间/s 修复像素

竖条 CDD 
QCDD 

19 980 
824 

943 
73 150 

脸 CDD 
QCDD 

47 841 
550 

9 876 
119 894 

由上述实验中 2 种模型在修复效果和修复时间的比较结
果可以看出，QCDD模型同 CDD模型具有相近的修复效果，
在本文中迭代次数及相应的修复时间要大大低于 CDD模型。 

5  结束语 
本文在对 CDD保持“连接整体性准则”和修复速度分析

的基础上，提出一种新的基于曲率驱动扩散的快速修复模型
(QCDD)。实验结果表明该模型同 CDD 一样同属于非纹理修
复模型，由于缺乏图像中的先验性知识及对图像整体结构的
分析，因此该模型的恢复能力有限，这也是今后的改进方向。 
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(a)原图          (b)变形结果        (c)卡通风格化结果 

图 9  D类人物 Q版渲染结果 

3  结束语 
本文从分析 Q版卡通人物的几何特征和视觉特点 2个方

面入手，总结 Q版卡通人物的创作规律，提出基于图像的 Q
版卡通人物计算机辅助生成方法，借助图形学原理和图像处
理方法较好地模拟了这种夸张而自由的艺术形式。该方法需
获取预处理人物图像和特征点参数，然后执行变形和卡通风
格化算法生成 Q版卡通结果。考虑到图像的可视效果，对附
属物进行相应的特殊处理。该方法所需参数较少，思路简单，
易于控制，且符合绘画基本规范，所得结果接近于手绘效果，
适合于非艺术专业人员操作以及数字娱乐等领域的应用。 

当然，由于在该方法中映射变换采用的是线性函数，下

颏以上的脖子部分会在局部变形中被放大，因此可采用非线
性或线性与非线性相结合的函数代替进行坐标映射，以得到
更理想的效果。下一步工作将运用人脸识别技术自动生成面
部特征点，并开发抛物样条的优化算法，从而使头部变形能
更加满足 Q版卡通的变形要求。 
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