
在此之前，我们所讨论的统计方法只能处理近独立系

统，不能用于粒子间有相互作用的系统。近独立系统，其微

观粒子可以被看成为彼此独立的、系统的能量等于每个微观

粒子能量之和， εNU =
μ

，粒子之间没有强的相互作用，每个粒

当粒子之间有很强的相互作用时，粒子除具有独立的动能

外。还有相互作用的势能，这样任何一个微观粒子状态发生变

化，都会影响其它粒子的运动状态。这时某个粒子具有确定的

能量和动量这句话的意义已经含糊不清，因为它随时间变化。

结果是粒子不能从整个系统中分离出来。

第四章 系综理论
（Ensemble Theory）

子在 相空间中为一个点，具有统计独立性。这种条件下推导

出的分布定律适用于理想气体。



为子相空间。其中N个点对应

相空间的关系可以这样考虑：相空间与

相空间。在某些条件下，

发，用整个系统的广义坐标和广义动量所张开的空间来描

述系统的状态，这个相空间称为

μ

Γ

Γ
μ Γ
μ Γ

处理粒子间有强相互作用这类问题，不能用分子(

相空间，而要用系统(

两者都表示一个运动状态，后者是前者的集合。

)

)相空间。直接从整个系统状态出

相空间的一个点；



，

空间小体积元为：，空间：一个粒子的自由度

Γ
μ r μ

rr dPdPdPdxdxdxd LL 2121=τ

rh
dw τ

=

NNN zyxzyxNNN dPdPdPdPdPdPdzdydxdzdydxd LL
111111=Γ

Nr Nrh
dw τ

=

一、系统相空间⎯⎯ 空间

当扩大到一个系统时，如三维空间中的N个粒子系统

自由度为

§4.1系综理论的基本概念
（The Fundamental Concept of Ensemble Theory）



Γ
Nr2

Γ

空间：以描述系统状态的广义坐标和广义动量为轴构成

系统在某一时刻的运动状态，可用

称为系统运动状态的代表点。

的笛卡尔坐标空间。（此空间有 个维数）

空间中的一点表示，



空间。系统任意时刻的运动状态可以用

维的空间就是上述提到的

个广义坐标

Nrf =

二、两种统计平均（1）时间平均 （2）系综平均

比如在经典力学的范畴内，一个由N个粒子组成的，有相互

作用的经典系统的自由度数目 ，r

f fqq L1 fPP L1

fqq L1 fPP L1 f2

Γ Γ

Γ

这样一个经典系统在任意时刻的运动状态可以由该时刻的

，以及与之共轭的广义动量

来描述。以 ， 构成的

一点来描述，这即是运动状态的代表点。

当系统的运动状态随时间改变时，其代表点就在

随时间变化从而划出一条轨道，这个轨道称为系统的相轨道。

为一个粒子的自由度，

空间的

空间中



空间确定了一个
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在经典力学中，系统的运动遵从经典的哈密顿正则方程：

在给定初始条件下，哈密顿方程就确定了系统的相轨道。
在运动过程中，系统的哈密顿量 是一个守恒量。

， 代表 ， 代表

总能量。这个方程在系统的

称为相空间的能量曲面。如果能量守恒，则系统的相轨道始
终处于能量面上；若系统的能量在

则系统的相轨道处于 所确定的能壳内。

，E为系统的

维的曲面，

之间，



其中 是一个宏观短而微观长的时间间隔。宏观短是指在这

个时间间隔内，系统的宏观量还没有发生任何可观测的变化；

微观长是指从微观的角度，在该时间间隔内，系统的微观运动

状态已发生很大变化，从系统的相空间角度看，系统的代表点

已经在相空间中移动了相当一段。如果要测量的宏观物理量的

微观对应量为

τ+<< ttt0

τ
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系统的一个宏观量的测量一般会持续一段时间，如

，则：

推广到一般情况则有：



而不能进行真实的计算。但如果假设在足够长的时间内，系统

的代表点将会在系统的能量曲面上的各个区域停留相同的时

间，则我们可以定义系统的代表点在系统能量曲面上各点出现

的几率密度

)(tB

),,( tPqρ t ),( Pq

dqdP

∫ Γ= dtPqtPqBtB ),,(),,()( ρ

∫ Γ= dPqPqBB ),(),( ρ

但由于

代表在时刻 相空间中的点

相体积元 内系统代表点出现的几率，则

与时间无关，则

这与我们以前说的等几原理有点类似，等几原理是指对孤立系

统，各个微观状态出现的机率相等。

很难求得，上述的式子只能停留在定义的层面，

附近的

，对平衡态的孤立系统，



24000个硬币一次掷，在保证外部条件与一次掷时相同的

情况下，结果应当是相当的。

如果可求得24000个硬币的分布情况

)(~ tB

iρ

∫∑ Γ== dBBB ii ρρ

ρ

要注意当我们说系统的代表点在相空间中出现的几率

时，我们实际上已经不是在考虑一个宏观系统，而是在考虑

大量的、具有同样宏观性质的系统的集合。

以掷硬币来说（一个硬币相当于一个系统）

一个硬币掷24000次

则有：

称这样的平均值为系综平均， 为系综的分布函数。



范围内的系统数将与

在统计系综所包含的大量系统中，在时刻 运动状态处于t
Γd ),,( tPqρ t

Γd
),,( tPqρ Γd

∫ Γ= dtPqtPqBtB ),,(),,()( ρ B

~ρ

成正比，在时刻

范围的概率为 ，这样

可理解为微观量

在相同的宏观条件下，各处在一定微观状态，大量结

构完全相同的系统的集合。

所以 系综的分布情况是很重要的。

，从

统计系综中任意选取一个系统，这个系统的状态处在

在统计系综上的平均值称为系综平均值。

三、统计系综



根据外部条件的不同可以将系综分为三类：

（1）微正则系综：孤立系统 N、E、V不变

（2）正则系综： N、V、T不变，设想与大热源接触

（3）巨正则系综：V、T、μ 不变，设想与热源、粒子源接触。



之间的一个窄范围内，系统不可能有处在这个能量范围之

外的微观状态。在

一宏观条件：

孤立系统:N、E、V保持不变（对连续问题，E在一个能壳范围内）

一、微正则分布：ρ

E EE Δ+

E EE Δ+

孤立系统的能量具有确定值，更精确地说能量在 和

和

的微观状态数是大量的，而且每一个可能的微观状态出现的概

率都相等，这称为等概率原理，即等几原理。

等概率原理：对于平衡态的孤立系统（属于同一能量和相同粒

子数），系统的一切微观态出现的概率是相等的。

§4.2微正则系综

（Microcanonical Ensemble）

之间的范围内，系统可能
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（量子表达式）

考虑半经典近似，其中N！是考虑到粒子的不可分辨性修正。

，是（N、E、V）的函数，



上式表明对给定的

三、微正则分布的热力学公式

考虑一个孤立系统 0A 21, AA 21, AA

),,( 1111 VENΩ ),,( 2222 VENΩ 21, AA
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21, AA

，由 构成， 间的作用很微弱，

， 分别是 系统的微观

令 进行接触，设在热接触中可交换能量，但不交换

是孤立系统，

， 取决于 ，即能量 在

间的分配。

状态数。则

粒子和改变体积。由于
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根据等概率原理，设 时 有极大值，对宏观系统，

的极大值非常陡，可以认为 ， 就是

达到热平衡时分别具有的内能。

则

上式与 就确定了 达到热平衡时的

。上式表明， 热平衡时， 相等，令

，
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热力学时曾有过相似的式子：

比较后可知 与 成正比

如果

交换粒子，则可以类似得到：

平衡条件为： ， ，

玻尔兹曼关系是普适的。

不仅可以交换能量，而且可以改变体积和

令
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其他热力学量→→Ω S

与开系的热力学基本方程

比较后有：
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四、举例说明微正则系综的应用

从求

例：设理想气体含有N个单原子分子， ，试求系统

解：H只与P的数值有关，

是一个球壳，为求“球壳”的状态数，

：从 半径为

然后

对应的 ，并求出其它的热力学量。

中的体积部分可积出，动量空间

先求 为球体积内的状态数。
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半径为1的3N维球体积。
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以下由 出发求其他热力学函数，

S是以E、V、N为自变量的特性函数。
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钝化原理：

对于宏观系统N很大 ，所以三项中第二项最主要。

称 为钝化原理，即在

范围内的状态数与在能壳

数近似相等。

因为：

所以

范围内的状态

微正则系统的熵是一个广延量，正比于粒子N，不会产生吉

布斯佯谬。
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由此求得：

结果与我们在M-B统计所得结果是完全一致的。

参见P278  式子7.6.8
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一、宏观条件：与大热源接触达到平衡的系统

肯定 ，参量为N、T、V，变量

将系统与热库看作一个复合系统，这是一

个孤立系统，系统与热库间的相互作用很

弱，可以略去不计。

§4.3正则系综
（Canonical Ensemble）

是可变化的。
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二、分布函数：不可直接用等几原理（S不是一个孤立系统）

但 常数（复合系统是一个孤立系统），

常数，表示每一个总的微观态出现的几率相等。

注：对 ，虽然是个非孤立系统，由于

近似是个孤立系统。

， ，c、B是待定常数

作泰勒展开取至一级项。注：对
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三、参数的意义

，

用于N个粒子无相互作用系统

以前有：

现在有：

所以有：

其中E为系统的能量，Z为正则配分函数。
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其中E为系统的能量，形式上与M-B相同，但单元是不同的。

其中 表示对各态求和

表示能级的简并度，N！表示粒子是不可分辨的。
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一、热力学量的统计表式

§4.4正则系综的热力学量
（Thermodynamic Quantities of Canonical Ensemble）
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二、正则系综的能量涨落

因为E是变量，求出

涨落

，

，所以只要求

然后通过求偏导就可得到能量涨落。

与每次测量的E的偏差。



0→ 0)(
2

2

→
Δ
E
E

β
NNkTE

2
3

2
3

==

2
2

2
3)(
ββ
NEE =

∂
∂

−=Δ

0
3
2

)
2
3(

2
3

)(
2

2

2

2

→==
Δ

NN

N

E
E

β

β 2310~N

实例：宏观系统的相对涨落 ，即

以单原子分子系统为例：

，

，（ ）



正则系综可处理有相互作用的系统，能正确给出相互作用

对系统性质的修正，以实际气体的态方程为例，说明典型

的“三部曲”方法。

)( 其他量→→ ZE

§4.5实际气体的态方程

（Equation of State for a Real Gas）
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~不一定需是单原子分子。 Q ~ 称为位形积分。
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与昂尼斯经验方程比较：

后有：

为进一步求出 ，需要进一步假设

可见假设是很“有功夫”的，对否得看结果与实际的符合程
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当
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正是范氏方程。

可以看到以上方法是成功的，其实以上的方法是不严格的，在

两个*上有误差，但结果是正确的，说明两上误差相消，研究生

课程时用集团展开方法重讲实际气体的态方程，结果是一样

的。



⎩
⎨
⎧

≠

=
+=

金属

非金属

0
03

r
r

rTTCv α

rT 3Tα

NkCv 3=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

→

=
−

=

低温极限

高温极限

0

3

)1(

)(3

2

2 Nk

e

e
kT
wNk

C
kT
w

kT
w

v h

h
h

vC

一、固体比热的实验结果

扣除金属自由电子贡献 ，晶格原子振动的贡献为

经典：

爱氏：

爱氏 在低温区与实验值有差距。

§4.6固体比热
（Specific Heat of Solid）
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二、固体比热的爱氏模型，德拜模型和简正变换

固体中原子间相互作用很强烈，不能当为自由理想气体，可

以看为一些简谐振子的集合。

爱氏：将经典的谐振子 转化为量子的

，将

看为完全一样，称为爱氏频率，固体原子间有强烈的相互作

用，把N个原子看成相互独立的振子，显然模型还是太简单

了。

德拜：承认爱氏量子化的正确性，但摒弃其模型的粗糙性。

下面看一下德拜是如何修正的。
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对实际晶格原子振动，设以 表示第 个自由度偏离平衡位置

为相应动量，则系统的动能为 ，设系统的

的幂级数：

平衡位置时，各原子所受的合力为0，

令 则

在数学上有一种技巧，可把二次型的交叉项消去，只保留平

方项，所要通过的坐标变换称为简正变换。

的位移，

势能可展开为
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是一种集体坐标，与全体原子的坐标都有关系，从上式

量子

根据量子理论，3N个简正振动的能量量子化后为：

是描述第 个简正振动的量子数。

看这3N个简正坐标的运动是相互独立的简谐振动，称为简谐振

动。其特征频率为 。这就将强耦合的N个
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要求出具体的U，还需要知道简正振动的频率分布，即简
正振动的频谱。
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令
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引入符号 称为德拜特征温度，

即称为德拜频率。

是物质的特征参量。
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证明：

高温时

，与经典理论吻合。
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一、宏观条件：与大热库和粒子库接触达到平衡的系统

保持不变

§4.7巨正则系综
（Grand Canonical Ensemble）
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观状态求和，再对所有可能的粒子数求和（N从 ）
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三、热力学量的统计表式：

类似地有其他结果：
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四、巨正则系综的粒子数涨落和能量涨落
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以一个宏观系统为例：

已知单原子分子理想气体的

求该系统的粒子数涨落和能量涨落。

解：

，



y
EE ,

2 )()( αβ∂
∂

−=Δ 巨 yN
EE ,

2 )()(
β∂
∂

−=Δ 正

yyyyNy N
ENEN

N
EEE

,
222

,,,, )()()()()()()( βαβα βββ ∂
∂

Δ−Δ−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

正

yy N
ENN

,
2

, )()()( βαβ ∂
∂

Δ−=
∂
∂

∑∑
∑∑

−−

−−

= NE

NE

e
Ne

N αβ

αβ

，与正则系综
是不相同

的。

根据热力学公式可证：

证明：
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因为：



2,
2

2
3)()(,

2
3

2
3

βββ α
NEENkTNE y =∂

∂
−=Δ==

0
3
2

)
2
3(

2
3

)(
2

2

2

2

→==
Δ

NN

N

E
E

β

β

说明虽然形式上一样，但下标的不同，内容并不相同。巨正

则系综的能量涨落比正则系综的能量涨落大一点，多一项由

于粒子数涨落带来的能量涨落。但宏观系统物理量的相对涨

落都是很小的。所以三个系综可以通用。平均值基本上代表

其测量值。所以同一系统用三种系综求出的结果是一致的。



五、三种系综的关系：
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在巨正则系综中，几乎所有体系的能量值在 附近，而粒子

能量交换，但没有考虑粒子数涨落，当巨正则的N=常数时，

就转化为正则系综。同理当正则系综的E=常数时就转化为微

正则系综。

数都在 附近，而正则系综考虑了体系与周围介质间的
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由于宏观体系的粒子数极大，使得系综平均值的涨落极小

上都是适用的。由它们得到的结果应该是相等的。三种系综的

宏观条件的差别在实际问题中并不总显示出来。但在某些条件

下系综平均值的涨落会比较大，这时就有差别了。

从数学上的方便程度来看，微正则系综是最不方便的。实际上

几乎从来不用。正则系综与巨正则系综是等价的。实质上相当

于采用不同的特性函数。对正则系综来说采用以T、V、N(或
)为独立参量的自由能（F），而巨正则系综则

为特性函数。实际应用上巨正则系综更方便些。

。对于确定宏观体系的热力学性质来说，三种系综原则

采用以 为独立参量的巨热力学势（J）


