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  要：通过分析整体变分模型的去噪原理和效果，提出一个新的四阶偏微分方程去噪模型，用于克服二阶偏微分方程去噪后使图像分块
缺点，同时保持去噪后图像的高保真性，并发展一个基于四邻域系统的对称离散化算法用于求解新模型，应用中值滤波去除四阶偏微分
程去噪所引起的亮点。实验结果表明，与传统方法相比，以该算法去噪后的图像具有更好的质量和视觉效果。 
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Abstract】This paper analyses the theory and effects of Total Variation(TV) model for noise removal and proposes a new fourth-order Partial
ifferential Equations(PDE) de-nosing model to avoid the blocky effects of second-order PDE model, while preserving edges. A symmetric discrete

lgorithm based on four-neighbor system is developed to solve the new model. Median filtering is applied to alleviate the speckle effects in the
rocessed image at last. Experimental results show that the new algorithm is better, compared with traditional methods. 
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图像去噪是图像处理中的基本问题，是很多机器视觉任

(如物体检测和识别)重要的预处理阶段，目标是从退化图
中尽可能地估计出原始图像。 
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(如物体检测和识别)重要的预处理阶段，目标是从退化图
中尽可能地估计出原始图像。 
给定一个退化图像 u ，不妨考虑加性噪声，即

，其中，u

0 nR∈
0 trueu n= + true是真实图像；n是噪声。图像去噪的
标是尽可能准确地恢复出真实图像utrue，同时在近似图像u
，保持原始图像重要的特征信息。也就是说，去噪过程的
点之一是保持和加强原图像的重要特征。对图像而言，图
物体的边界是最普遍和重要的特征之一。 
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，其中，u

通过线性滤波去噪通常效果不佳，这是因为噪声和边缘
有高频的特性。因此，非线性滤波方法是必要的。中值滤
[1]是典型的非线性滤波，基于小波分析的滤波器[2-3]也发展
速。同时，基于偏微分方程(Partial Differential Equations, 

DE)的非线性散射滤波模型 [4-8]也在图像去噪领域取得了巨
的成功。其中，比较著名的如整体变分(Total Variation, TV)
型[9-10]，在图像恢复问题中有很多成功的应用，不仅能解
基本的图像去噪难题，而且能用于图像去模糊、图像修补
。变分框架将这些图像处理问题转变为最小化一个特定的
量泛函，然后应用变分方法使其转化为求解一个有一定边
条件的偏微分方程问题。 
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如图 1 所示，传统去噪方法(如维纳滤波、中值滤波)在
除噪声的同时会模糊图像，而 TV 模型在去噪的视觉效果
边缘等细节的保持上优于传统滤波。TV去噪模型本质上是
个针对图像本身的二阶偏微分方程处理模型，但二阶偏微
方程模型在进行图像去噪时会产生分块效应，如图 1(e)、
1(f)所示。 
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(a)均值为 0、方差为 0.01的高斯噪声图像  (b)0.04的乘积噪声图像 (a)均值为 0、方差为 0.01的高斯噪声图像  (b)0.04的乘积噪声图像 

           
(c)对图 1(a)的维纳滤波图像     (d)对图 1(b)的维纳滤波图像 (c)对图 1(a)的维纳滤波图像     (d)对图 1(b)的维纳滤波图像 

          
   (e)TV模型对图 1(a)的滤波图像  (f)TV模型对图 1(b)的滤波图像    (e)TV模型对图 1(a)的滤波图像  (f)TV模型对图 1(b)的滤波图像 

图 1  去噪效果比较 图 1  去噪效果比较 

为了解决这一问题，可以考虑使用四阶偏微分方程[11]。为了解决这一问题，可以考虑使用四阶偏微分方程
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[11]。
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对于灰度渐变的区域，四阶PDE并不会像二阶PDE那样把图
像变成几个灰度值不同的色块，而是将它平滑成一个灰度渐
变的区域，在这块区域内梯度恒定。虽然与真实图像的灰度
变化不一定相同，但它一般不会产生额外的边缘，与二阶PDE
相比，四阶PDE具有更好的视觉效果。    

2  一种新的四阶 PDE去噪模型 
考虑如下能量函数： 

( ) ( )2 0 2( | | )
2

d dE u f u u u xλ
Ω= ∇ + −∫∫ y               ( 1 ) 

其中，Ω是图像区域；调节参数λ(>0)是一个Lagrange乘数，
且是一个预先给定的常数，定义了能量函数中 2 项所占的权
重；u0为带噪图像； 表示拉普拉斯算子；f必须是非负函数
且严格单调递增。最小化这样一个能量函数相当于找一个最
小的

2∇

2u∇ ，即平滑图像u，且保持u与u0接近。其对应的

Euler-Lagrange方程为 ( ) ( )2 2 2 0( ' ) ( ) 0f u sign u u uλ∇ ∇ ∇ + − = ，其

中， sign为符号函数，从而得到 

( )
2

2 2 0
2

( ' ) ( ) 0uf u u u
u

λ∇
∇ ∇ + − =

∇
 

令 ( ) ( )'f s
c s

s
= ，则上面方程化为 

( )2 2 2 0( ) (c u u u uλ∇ ∇ ∇ + − =) 0                    (2) 

引入时间 ，应用梯度下降法求解上述 Euler-Lagrange
方程，得 

t

( )2 2 2( ) (u c u u u u
t

λ∂
= −∇ ∇ ∇ − −

∂
0 )                  (3) 

最后离散化迭代求解上述方程即可。 

3  新模型的对称离散化 
在保证离散化的正确性的同时，应使离散化结果尽量简

单对称。这里应用一个基于四邻域结构(如图 2 所示)的简单
对称差分程序进行离散化迭代求解。 

(i-1, j)

(i, j+1)(i, j)

(i+1, j)

(i, j-1)

 

图 2  四邻域图像结构 

在中心点，离散化 为 2u∇

1, 1, , 1 , 1 ,2
2,

4i j i j i j i j i j

i j

u u u u u
u

h
+ − + −+ + + −

∇ =              (4) 

其中，h为离散化空间步长。将式(3)离散化后，迭代公式为 

( )1 2 2 2 0( ( ) ( ))n n n n nu u t c u u u uλ+ = −∆ ∇ ∇ ∇ + −           (5) 

其中， 为离散化时间步长。类似于文献[11]，可以令 t∆

( )
( )2

1
1 /

c s
s k

=
+

                                     (6) 

其中，k为参数。 
因此，对称四阶 PDE去噪算法可以归结为：(1)给定参数

λ, k、离散化空间步长 h、时间步长△t，初始化 u；(2)应用    

式(4)计算 及2u∇ 2u∇ ；(3)应用式(6)计算 ( )2 nc u∇ ；(4)应用

式(5)进行迭代计算；重复步骤(2)~步骤(4)，直到收敛。 

4  实验结果和分析 
本文应用 Matlab对不同的图像，不同高斯白噪声强度进

行了实验。通过信噪比(PSNR)比较图像质量。 
对于上文的 Lena图像，分别加入方差为 0.01, 0.02, 0.03, 

0.04, 0.05的高斯白噪声，然后分别应用文献[11]的算法和本
文算法进行恢复。在实验中，2种算法都取 0.01, 2tλ = ∆ = 。
图 3给出了比较结果，可以看出，本文的算法是有效的。 

本文方法

文献[11]方法
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图 3  与传统算法去噪效果的比较 

对加入方差为 0.01 高斯白噪声的 Peppers 图进行恢复，
如图 4 所示。分别用文献[11]方法和本文算法去噪，其中的
参数均取 0.01, 2, 5t kλ = ∆ = = ，经过 30次迭代。通过实验知
道，本文算法的视觉效果优于传统方法。最后用简单的中值
滤波去除恢复后图像中的亮点，如图 4(d)所示。  

       
(a)均值为 0、方差为 0.01         (b)以文献[11]的方法 

的高斯噪声图像                恢复后的效果 

      
(c)用本文方法恢复后的效果    (d)对图 4(c)中值滤波后的效果 

图 4  Peppers去噪效果 

表 1显示了在对 Peppers图像去噪时，时间步长 t与参数
k 对算法效果的影响(均应用 30 次迭代，效果通过信噪比体
现)。由表 1可知，当 t=1, k=7时，去噪效果较好。 

表 1  参数对去噪效果的影响 
信噪比/dB t 

k=5 k=6 k=7 k=8 
1 25.483 0 26.237 4 26.458 2 26.382 8 
2 26.035 4 25.555 4 25.051 9 24.623 1 
3 25.172 8 24.499 3 23.923 1 23.467 3 

5  结束语 
图像恢复通常是图像分割、压缩等后续处理中必要的预

处理步骤，除非能为驱动方程选择恰当的参数并用合适的数
值算法进行离散化，否则基于变分框架的图像处理效果不佳。
为了保持去噪后图像的高保真性、解决去噪后图像分块的问 
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