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摘要：颜毅华和樱井 !""" 年就太阳磁场提出了一个具有有限能量的非线性无力场模型，并对磁场给出

了一个边界积分表示公式，用边界上的已知磁场值和未知的磁场法向导数值来确定空间任意点的磁场

值, 文中提出了一个新的直接边界积分公式，仅仅由边界上的已知磁场值确定空间点的磁场值, 用颜的

公式计算空间点的磁场值时，必须先求出边界上磁场的法向导数，并且求法向导数需要花较长的时间,
而用新的直接边界积分公式计算空间点的磁场值时，不需要计算边界上磁场的法向导数，这样就可节省

时间, 相对于颜所给的公式而言，用新的公式计算磁场具有计算速度快精度高的优点,
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整个太阳球体从日心往外可依次分为 ( 个球层：日核，中层，对流层，光球，色球，日冕, 太阳大气中到处

存在磁场，目前在观测方面只能对光球层的磁场分布用光学方法进行比较精确的测量，对色球磁场可做精度

稍差的观测，对日冕磁场只能用射电方法粗略估计, 因此，对于光球以上的太阳大气中的磁场，在某种模型假

定下，以观测的光球磁场数据为边值，进行理论外推, 人们主要用非线性无力场微分模型来刻画太阳磁

场［% T #］, O<9 P 1<QKD<7［(］首次提出了一个具有有限能量的非线性无力场模型，依据该模型以光球层观测数据

为边界条件外推日冕磁场，给出了一个有关磁场的边界积分表示公式, 在 O<9 P 1<QKD<7［(］工作的基础上，笔

者提出了一个有关磁场的新的直接边界积分表示公式,

67 简述 8’% 9 :’;$(’* 的模型

模拟光球外围空间磁场的非线性无力磁场模型描述如下, 用 ! 表示太阳光球表面，" 表示光球外围开放空
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间，即! !｛"，#，$）% & ! "! ’ #" ’ $# ! (｝，" !｛（"，#，$）% & ! "! ’ #" ’ $# ) (｝，( 是太阳光球半径$
在 " 中，磁场 ! 满足麦克斯韦方程 !·! ! %& ， （’）

对无力场而言，磁场 ! 还满足 ! * ! ! # !& ， （(）

其中 # 是空间位置的函数，是无力因子$
在 ! 上，方程所要满足的边界条件为 ! ! !% & ， （)）

!% 是由观测得到的磁图所对应的边界数据$ 从物理意义上讲，磁场在无穷远处应趋近于零，即

! ! +（ & ,(）& ，& & 当 &" * & - （+）

& & 方程式（’），（(）及狄利克莱边界条件（)），渐近衰减条件（+）一起构成了刻画太阳光球外围空间磁场的

非线性无力场模型$
为求解该模型，,-. / 0-#12-!［3］引入函数

. ! 456（$（（" , "/）
( ’（# , #/）

( ’（ $ , $/）
(）’ 0 (）0（+!（（" , "/）

( ’（# , #/）
( ’（ $ , $/）

(）’ 0 (）& ，

其中参数 $ 与点（"/，#/，$/）的位置有关$ 借助格林公式，就可将模型的求解转化为对

1 !（"/，#/，$/）! #!［.（$! 0 $2）, !%（$. 0 $2）］7! （8）

的求解$ 其中 1 满足：当（"/，#/，$/）% ! 时，1 ! ’ 0 (；否则 1 ! ’ $ 下面给出一个有关磁场的新的直接边界积分

表示公式$

!" 有关磁场的新的直接边界积分表示公式

设球面 ! 的球心为 +，对于 " 中任意取定的点 3/（"/，#/，$/），在线段 +3/ 上截线段 +34
/，使 %%%’ ! (( - 其

中%% ! &+3/
，%’ ! &+34/

，称点 34
/（"4

/，#
4
/，$

4
/）为 3/（"/，#/，$/）关于球面的反演点- 设 5 是球面 ! 上的一点，考查三

角形 +53/ 及 +534
/，它们在点 + 有公共角，而此夹角的两相应边是成比例的，因此这两三角形相似- 由相似

性得到，对球面!上的任意点5必有 &34/5
! (·&3/5 0 %% - 取充分大的正实数(4，使得以点3/（"/，#/，$/）作球心，

(4 为半径的球包含球面!- 记 6(4 !｛（"，#，$）% （" , "/）! ’（# , #/）" ’（ $ , $/）# ! (4｝- 又以 3/（"/，#/，$/）
为球心，很小的正数 & 为半径，做一小球，球面记为

6& ! ｛（"，#，$）% （" , "/）! ’（# , #/）" ’（ $ , $/）# ! &｝& -
由 ) 个球面 !，6(4，6& 围成的区域记为 "4- 引入函数

7（3，3/）! . , .4& ， （3）

其中 . ! 456（$2）9（+!&）& ，& .4 ! 456（$%% &4 0 (）0（+!%% &4 0 (）& ，

& !（（" , "/）
( ’（# , #/）

( ’（ $ , $/）
(）’ 0 ( & ，& &4 !（（" , "4

/）
( ’（# , #4

/）
( ’（ $ , $4/）

(）’ 0 ( -
下面用 8 代表磁场 !的 ) 个分量中的任一个- 在区域 "4 中，函数 8 和 . 都满足格林第二积分公式的要求，并

且在 ! 上有 7 ! %- 于是，利用格林第二积分公式，得

#"4（7!(8 , 8!(7）7" ! #!’6(4’6&
7 $8
$2

, 8 $7
$( )2

7! ! #! , 8 $7
$( )2

7! ’
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7! ’ #6(4 7 $8
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, 8 $7

$( )2
7! !

#! , 8%
$7
$( )2

7! ’ 9’ , 9( ’ 9) & - （:）

式（:）中有关 9’ 的处理方法与 ,-. / 0-#12-!［3］相同，限于篇幅，在此不详细叙述，只给出结果：

;!<
&"% #6& . $8

$2
, 8 $.

$( )2 7! ! , 8（"/，#/，$/）& - （=）

下面主要处理 9(，9) 项- 在球面 6& 上，有

$.4
$2

! $.4
$"

456（2，"）’ $.4
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在球面 +# 上，与 ,# 相关的积分 -’ 为
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其中［⋯］+,) 表示方括号内的函数在球面 +# 上的平均值，由式（.）可得
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在球面 +!# 上，关于 ,# 计算得
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在球面 +!# 上，与 ,# 相关的积分 -1 计算如下：
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从式（--）不难看出，要想在 !#" 2 时，有 1" ! 成立，只要 . 满足

!#（$. 3 $"）0 4（!#&-）( 和 ( ( !#. 0 4（!#&-）( * （-’）

显然，式（-’）中的第 - 个条件可由第 ’ 个条件推出，所以，在 !#"2 时，式（-’）与渐近性条件（*）是一致的3
因此，在渐近性条件（*）下，由式（--）可得到

/#+
!#"2 #+!# 2 $.

$/
& . $2

$( )/
)$ 0 !( * （-1）

在区域 %# 中不难得到 !’, $ !’, 0 !，( !’,# $ !
"!( )!

’

,# 0 !( * （-*）

根据式（-），（’），（*），（-*），并将 . 换成 .5（5 0 %，(，)），不难得到

#%#（2!’.5 & .5!
’2）)% 0 #%# 2［（!（!·.）& ! 6（&.））5］$ .5 !’ , & !

"!( )!
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#!! "［ # "!$% #（!" & $）%］’ $% #! ( # #
$"( ))

!

[ ]{ }(! #! * %%（+,，-,，.,；#）/ $ % 0 （&’）

当 )!" $ 时，有 !!" !，根据式（(），（&"），（&)），（&’），由式（*）可得（把 $ 换成 $%）

$%（+,，-,，.,）’ %%（+,，-,，.,；#）* # #& $"%（$" 1 $2）#&% 0 （&+）

为了保证磁场 $% 在无穷远处消失，对于无穷远处的点 3,（+,，-,，.,），必须有

%%（+,，-,，.,；#）* #! "［ # "!$% #（!" & $）%］’ $% #!( # #
$"( ))

!

[ ]{ }(! #! * "% 0 （&*）

一般来说，在参数 # 取常数时，式（&*）对于任意点 3,（+,，-,，.,）% ! 不能处处成立，但像 ,-. / 0-123-4［+］那

样仍然假定：对任意点 3,（+,，-,，.,）%!，有

%%（+,，-,，.,；#）& "% 0 （&(）

这样一来，式（&(）中的 # 就不是常数，它与点 3,（+,，-,，.,）的位置有关，即 # * #%（+,，-,，.,）由式（&(）确定5
借助式（&(），由式（&+）可得到

$%（+,，-,，.,）* # #& $"%（$" 1 $2）#&% 0 （&6）

下面求式（&6）右端的具体表现形式5 函数 "（3，3,）还可表示成

" * &
7!

89:（#（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 !）

（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 ! #
) 89: #

)（$!$!" # !)!$$" 89: ’ ’ )7）& 1( )!

（$!$!" # !)!$$" 89: ’ ’ )7）& 1[ ]!
% ，

其中 $ * 453，’ 是 53, 和 53 的夹角0 在球面 & 上，有

$"
$2 $ * )

* # $"
$$ $ * )

*
)! # $!"
7!)

·

#（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 ! :4.（#（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 !）’ 89:（#（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 !）

（（$!" ’ $! # !$"$ 89:’）& 1 !）) 0（!"）

将式（!"）代入式（&6），最终得到外边值问题的直接边界积分表示公式

$%（+,，-,，.,）*
$!" # )!

7!)
·

#&
#%（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 ! :4.（#%（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 !）’ 89:（#%（$!" ’ $! # !$"$ 89:’）& 1 !）

（（$!" ’ $! # !$"$ 89: ’）& 1 !）) ·

$"% #&% 0 （!&）

!" 直接边界积分表示式的优越性

由于 ,-. / 0-123-4［+］的磁场边界积分表示公式（’）中边界 & 上的磁场法向导数是未知的，所以，用 ,-.
的磁场边界积分表示公式计算空间点的磁场时必须分两步走5 首先，由如下公式

$"（+,，-,，.,）1 ! * #&［(（$$ 1 $2）# $"（$( 1 $2）］#& （!!）

用边界元方法计算出边界上磁场的法向导数 $$ 1 $2，公式（!!）由公式（’）取 6 * & 1 ! 得到5 然后，再用公式

$（+,，-,，.,）* #&［(（$$ 1 $2）# $"（$( 1 $2）］#& （!)）

计算空间 ! 中任意点 3,（+,，-,，.,）的磁场值，公式（!)）由公式（’）取 6 * & 得到5
用边界元方法计算边界上磁场的法向导数必然会遇到求解系数矩阵为稠密阵的大型线性方程组的棘手

问题5 限于计算机的内存，在进行网格剖分时，不能太细5 可是，如果网格分得太粗，计算结果就不准确5 值得

注意的是，积分公式（!)）中的函数 ( 和 $( 1 $2 在点 3,（+,，-,，.,）%& 时是具有奇异点的函数，用边界元方法

求磁场的法向导数时，如果区域剖分网格太粗，计算结果肯定不准确，法向导数一旦不准，后面计算的磁场值
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自然就不准了!
以上导出的直接磁场边界积分表示公式（"#）跟 $%& ’ (%)*+%,［-］的磁场边界积分表示公式（.）相比，右

端积分号下不含未知磁场法向导数! 用笔者导出的新公式（"#）计算磁场，没有计算磁场法向导数的环节，减

少了计算量，而计算结果的精度却提高了! 另外，由新公式（"#）计算磁场也可不用边界元的方法来处理，这

是新公式的又一特点!
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服从一般分布的情况下，获得了该系统可靠度的 N%P1%27 变换式和首次故障前平均工作时间的精确表达式，

推广了文［E］的使用范围，使之更符合实际! 对该系统的一般情形（即对一般的 " ），微分方程的求解非常困

难，寻求有效的数值解法是进一步需要研究的问题!
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