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顶点覆盖问题的强化半定规划松弛

王 新 辉， 刘 三 阳， 刘 红 卫
（西安电子科技大学 理学院，陕西 西安. )%"")%）

摘要：对顶点覆盖问题的一种等价模型，利用一般的松弛方法，得到了一个半定规划松弛模型/ 通过引

入算子 01234，把这个等价模型进行提升，得到了一个强化半定规划松弛模型，并从理论上证明了所得到

强化松弛模型能比一般松弛模型提供更好的下界，同时数值实验也证明了这一点/
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设 $ 6（7，8）是一个无向图，.! 7，对图中任一条边 5，若至少一个端点在 . 中，则称 . 为 $ 的一个顶点

覆盖9 若对每一个顶点 & 都有相应的非负权值 4&，则寻找包含顶点权值之和最小的顶点覆盖就是顶点覆盖问

题/ 顶点覆盖问题可归结为下面的整数规划模型［%，!］：

（IB）.

C;<. 4" 6（% : !）#
&$7

4& ;& . ，

1/ D/ . ;& < ;= % %. ，. （ &，=）$ 8. ，

. . ;& $｛"，%｝. ，. &$ 7.
{

9
. . 这个问题是一个典型的 QJ$0?E> 问题，没有多项式时间算法/ 笔者把顶点覆盖问题松弛为半定规划模

型，利用多项式时间算法求解所得半定规划松弛模型，从而得到原问题的一个下界/

89 半定规划松弛

利用下面的定理 %，可得到（IB）的一个等价模型：

（IBJ）.

C;<. （% : !）#
&$7

4&（% < 0" 0&）. ，

1/ D/ . （0" > 0&）（0" > 0=）6 ". ，. （ &，=）$ 8. ，

. . 0&，0= $｛> %，%｝. ，. &，=$ 7. ，

. . 0" $｛> %，%｝.
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! ! 定理 !" （"#）和（"#$）是等价的%
证明! 对&!"，!#$｛&，’），"，#$ $，由于 !" % !# %’，故 !" % !# & ’ 或 !" % !# & (’ 不论哪种情形，总可得到

（!" % !# ( ) ) (）( & ’ ) *，且恒有 !" % !# ( !" !# & ’，令 *" & (!" (’，*# & (!# (’，即 !" &（*" % ’）) (，!# &（*# %
’）) (，则上式可化为（*" ( ’）（*# ( ’）& &，*"，*# $｛( ’，’｝，"，#$ $’

令 *& & ’，可得到下面整数规划

（"#$+）!

,-.! （’ ) (）#
"$$

+"（’ % *& *"）! ，

/% 0% ! （*& ( *"）（*& ( *#）& &! ，! （ "，#）$ ,! ，

! ! ! *"，*# $｛( ’，’｝! ，! "，#$ $! ，

! ! ! *& & ’!
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以上各步皆可逆，故（"#）和（"#$+）是等价的%

下面证明（"#$）和（"#$+）是等价的%
设（"#$+）的最优值为 -（"#$.），（"#$）的最优值为 -（"#$），显然 -（"#$）’-（"#$.），然而在（"#$）的最优解

* 中若有 *"，*# 满足约束（ ( ’ ( *"）（ ( ’ ( *#）& &，则对所有这样的 "，#，令*"" & ( *"，*"# & ( *#，其余*"" & *"

得到 *" 是（ "#$+）的 可 行 解，并 且 对 应 的（ "#$）和 目 标 值 与（ "#$+）的 目 标 值 相 等，这 样 可 得 到

-（"#$）%-（"#$.）’ 由上面证明可知-（"#$） & -（"#$.），因此（"#$+）和（"#$）是等价的%
综上所述（"#）和（"#$）是等价的%
为了便于讨论，令 ! &（*’，*(，⋯，*&），" & ! !1，

# &

& & ⋯ & +’ ) *
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其中 $"# 表示第 " 行第 # 列，第 # 行第 " 列元素皆为 ’ ) (；第（/ %’）行的第 " 列第 # 列，第 / %’ 列的第 " 行第 # 行

的元素皆为 ( ’ ) (，且第（/ %’）行第（/ %’）列为 ’，其余元素皆为 & 的（/ % ’）0（/ %’）的矩阵，显然，#，

$"# 均为对称矩阵%
引理 !! " & ! !1 且 !$｛( ’，’｝/%’ 当且仅当 "$｛( ’，’｝（/%’）0（/%’），"(&，则（"#$）有下面半定规划

松弛模型：

（23$’）!

,-.! +"’ & #·"! ，

/% 0% ! $"#·" & &! ，! （ "，#）$ ,! ，

! ! ! 1"" & ’! ，! " & ’，⋯，/ % ’! ，

! ! ! 1(&!
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其中，“·”表示矩阵的内积，"(& 表示 " 是半正定的，显然有 +"’ ’ +"［)］’

!" 强化半定规划松弛

下面介绍一些符号和定义%
令 2（/）& /（/ % ’）) (，%/ & ｛$ & $$3/0/，$1 & $｝表示 / 0/ 阶实对称矩阵的全体’ 对 $$%/，4 &

4-56（$）$3/ 表示由 $ 的对角线元素组成的列向量；5 & 7/89:（$）$32（/(’） 表示由矩阵 $ 略去下三角部分

（包括对角元），剩余的元素按列组成的向量，其逆算子记为 $ & 7/,50（ 5），其对角线元素全为 ’；’ 表示元素

全为 ’ 的 2（/）%’ 维列向量；’" 表示第 " 个元素为 ’，其余为 & 的 2（/）%’ 维列向量；,（ "，#）（ 2（/）%’）0（ 2（/）%’） &

;<;第 = 期! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 王新辉等：顶点覆盖问题的强化半定规划松弛



（!! !
!
" # ! " !

!
! ）$ "，%（ !，"）& ’（ " ( "）# ! # #$ ， 若 ! ) "

’（ ! ( "）# " # #$ ， 若{ ! * "
；+, & %&（"） ’()*+（"）!

’()*+（"）
( ),

；- & ’()*+（#），

$ & # %!

% % %( )!
，&,!" &

%&（&!"） ’()*+（&!"）
!

’()*+（&!"）
( ),

，（ !，"）$./ 通过下面的几个引理得到（-.）的强化半定规

划松弛模型/
引理 !" "·# & ",·$［0］/
引理 #" &,!"·$ & &!"·#［0］/
引理 $" # & ’ ’!，’$｛( #，#｝0##，则有 1（%（ !，2），%（2，"））& 1（#，%（ !，"）），&2)!，2)"，# ’ ! )

"’0，1234（$）& !(
证明$ 由引理 " 及矩阵定义知：&!，"，# ’ !’ "’ 0，有 1（#，%（ !，"））& -（%（ !，"））& 3（ !，"）& 4! 4"，对

&2，5 & #，"，⋯，0 ##，且

1（%（ !，2），%（5，"））& -（%（ !，2））-（%（5，"））& 3（ !，2）3（5，"）& 4! 42 45 4" $ /
若 2 & 5，则 1（%（!，2），%（5，"））& 4! 42 45 4" & 4! 4

"
2 4" & 4! 4"，即 1（%（!，2），%（2，"））(1（#，%（!，"））&,，可

得（.（%（!，"））(.（#，%（!，"）））·1 &,/ 又 1（%（!，2），%（2，!））& 4"! 4
"
2 &#，即1234（$）& !( 故引理得证/

根据以上引理，可得到（-.）一个强化半定规划松弛

（567"）$

829$ 6"" & )7·$$ ，

(/ %/ $ &,""·$ & ,$ ，$ （ !，"）$ .$ ，

$ $ $ （*%（ !，2），%（2，"） ( *,，%（ !，"））·$ & ,$ ，$ &2) !，2) "，# ’ ! ) "’ 0$ ，

$ $ $ 1234（$）& ,$ ，

$ $ $ $(,$













/
显然有 6"" ’ 6" /

下面将证明（567"）能比（567#）给出原问题更好的下界/

定理 !" 设 $ & # %!

% *( )$
为（567"）的可行解，则 ’(:3%（%）(,/

证明$ 设 1 是（567"）的可行解，3 & ’(:3%（%），则 1234（#）& !，3（ !，"）& 1（#，%（ !，"）），# ’ ! ) "’0/
对&2)!，2)"，# ’ ! ) "’0，由于 *1（%（ !，2）(#，%（2，"）( #）& 1（#，%（ !，"）），1（#，%（ !，"））& 4! 4" &
4! 4

"
2 4" & 3（ !，2）3（2，"）& -（%（ !，2））-（%（2，"））/ 故*1（%（ !，2）(#，%（2，"）( #）& -（%（ !，2））-（%（2，"）），

即*1 & % %! / 显然 # & 1（#，"：’（0）##/ 又因为 1(,，故 3(,，即 ’(:3%（%）(,/

定理 #" 设 $ & # %!

% *( )$
为（567"）的可行解，则 ’(:3%（%）为（567#）的可行解/

证明$ $ & # %!

% *( )$
为（567"）的可行解，由定理 " 有*$ & % %! 且 1234（$）& !，据 # & ’(83%（%）可得

1234（#）& !，则由&,""·$ & &!"·# 及定理 " 的结论知 ’(:3%（%）(, 为（567#）的可行解/
定理 $" 6"# ’ 6"" ’ 6" /
证明$ 由引理 ; < = 及定理 " 可得/

!" 数值实验

随机选取一些图，并随机产生这些图顶点的权，利用半定规划的内点算法软件 567>3+?［=］，可得到问题

的下界，如表 #/ 数值实验表明（567"）给出比（567#）更好的下界，说明（567"）优于（567#）/
（下转第 @A0 页）
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