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研究论文 固液相变数学模型中有效热导率

陈敬良　田怀璋　陈林辉

（西安交通大学能动学院制冷与低温工程系，陕西 西安７１００４９）

摘　要　在一维固液相变数学模型中有效热导率计算公式的研究基础上，根据理论分析和实验数据，对一维有

效热导率进行了修正，并把有效热导率计算公式应用到二维相变问题中．通过对等热通量和等壁温边界条件的

仿真计算结果与实验数据相比较，说明了本文的有效热导率计算方法的合理性．
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引　言

硬脂酸 （ｓｔｅａｒｉｃａｃｉｄ）又称十八酸，分子式

Ｃ１８Ｈ３６Ｏ２，结构式ＣＨ３（ＣＨ２）１６ＣＯＯＨ，是一种以

甘油脂形式存在于动物脂肪中的饱和脂肪酸．由于

硬脂酸熔化潜热较高，原料易得，对人体无任何毒

害作用，且价格便宜，是一种有较好应用前景的相

变蓄能材料［１］．硬脂酸的熔点为６４～６８℃，该相

变温度为利用储存７５℃以上的余热和向供暖、生

活用水装置提供热量，提供了理想的传热温差．

虽然一维相变模型中有效热导率的研究在一些

文献［２，３］中已有了介绍，但是二维相变模型中有效

热导率的研究还开展得较少．本文在理论分析和实

验研究的基础上，提出了二维相变模型中有效热导

率计算公式．通过利用硬脂酸一维和二维相变模型

的仿真计算，验证了有效热导率公式的正确性．

　　犚犲犮犲犻狏犲犱犱犪狋犲：２００３－０５－０６．

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犪狌狋犺狅狉：Ｐｒｏｆ．ＴＩＡＮＨｕａｉｚｈａｎｇ．犈－犿犪犻犾：ｈｚ

ｔｉａｎ＠ｍａｉｌ．ｘｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　

１　固液相变数学模型

１１　前人的基础工作

在建立数学模型之前，需要进行一些合理的简

化和假设［４］：

（１）对熔化过程，假定固相初始过冷；对凝固

过程，假定液相初始过热．因为实验条件所限，不

可能使初始状态处于临界状态；而另一方面，在实

际蓄能应用中，过热或过冷的显热部分均可以被充

分利用，以提高蓄能能力；



（２）ＰＣＭ为纯净物且各向同性；

（３）固相ＰＣＭ导热遵从傅里叶导热定律；

（４）液相ＰＣＭ为不可压缩Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ流体，

作层流流动；

（５）流体密度与温度的关系，遵从Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

假定，固液两相存在密度差．

相变问题的能量方程可以分为固相、液相和界

面三部分描述［４］

固相 （犜＜犜ｍ）：ρ犆ｓ
犜ｓ
狋
＝ｄｉｖ（犽ｓｇｒａｄ犜ｓ）＋犛Ｔ，ｓ （１）

液相 （犜＞犜ｍ）：

ρ犆犾
犜犾
狋
＋狏ｇｒａｄ犜犾＝ｄｉｖ（犽犾ｇｒａｄ犜犾）＋犛Ｔ，犾 （２）

界面 （犜＝犜ｍ）：

Γ（狋）＝｛（狓，狔，狕）｜犜（狓，狔，狕，狋）＝犜ｍ｝ （３）

实际相变过程中，液相流动速度非常小，流场

的计算对蓄能并无多大意义．所以自然对流可简化

为只影响换热，对其他的影响可忽略．因此，可将

含自然对流的Ｓｔｅｆａｎ问题简化为仅用能量方程加

以描述，速度对蓄能和释能的影响可以通过对热导

率的修正来考虑［５］．这样，去掉能量方程 （２）含

有速度分量的那一项之后，能量方程可进一步简

化为［４］：

液相 （犜＞犜ｍ）

ρ犆犾
犜犾
狋
＝ｄｉｖ（犽犾ｇｒａｄ犜犾）＋犛Ｔ，犾 （４）

这样处理后，由于方程中没有了速度项，液相

的数学描述和固相完全一样，使边界条件和数学模

型的求解大为简化．为了修正模型在液相计算中的

误差，本文引入液相有效热导率犽ｅｆ的概念，通过

液相Ｐｒａｎｄｔｌ数犘狉、Ｒａｙｌｅｉｇｈ数犚犪和相变界面位

置狊（狋）等参数对液相热导率加以修正．公式中的热

导率犽用自然有效热导率犽ｅｆ代替．

对于一维相变问题，由文献 ［２，３］（在犚犪＜

１０１０，犘狉＜１０５的范围内），得到有效热导率的经验

公式如下

犽ｅｆ
犽犾
＝犖狌 （５）

　犖狌＝０．２２
犘狉

犘狉＋０．２
（ ）犚犪

０．２８ 犾
狊（狋［ ］）

０．２５

　ｉｆ
犾
狊（狋）

＞２ （６）

犖狌＝０．１８
犘狉

犘狉＋０．２
（ ）犚犪

０．２９

　ｉｆ１≤
犾
狊（狋）

≤２ （７）

犘狉＝
ν犾
α犾
，犚犪＝犵β

犾３Δ犜
α犾ν犾

，Δ犜＝｜犜ｗ－犜ｍ｜

犘狉取决于物性，犚犪与物性有关．不同的相变材

料，其物性不同，犽ｅｆ不同．特征尺度犾取狓方向的

长度．

１２　应用于二维相变问题求解

在现实生活中，相变问题一般都是多维问题．

为了增加有效热导率在实际相变问题中的应用范

围，有必要把其应用到二维相变问题的计算中．二

维相变问题 （如图１所示）与一维相变问题有很大

的不同．在一维相变问题中，相变界面是一个平

面，而在二维相变问题中，相变界面是一个曲面．

当有效热导率的经验公式应用于二维相变问题时，

狊（狋）、犾所表示的含义已改变．通过仿真和实验的

多组数据比较，发现取特征尺度犾等于对角线犗犅

的长度、狊（狋）等于犗犃的长度，计算出来的结果

与实验的结果吻合得比较好．

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

ｐｈａｓｅｃｈａｎｇｅｐｒｏｂｌｅｍｓ
　

１３　有效热导率的修正

在一维的数学模型中，在同一时刻，犽ｅｆ在整个

液体区域为常数，没有考虑到由于液体区域各处流

动的速度并不相同，导致了犽ｅｆ的差异．靠近热壁

面处的流体的重力较小，从而形成的水平方向压力

梯度无任何力与之平衡，必然引起流体的流动．由

于黏滞力的作用，壁面附近的流体流速下降，且直

接贴附于壁面的流体将停滞不动．当犚犪较低时，

靠近中心区域的流体流动最强烈；随着犚犪的增

加，运动越来越集中在热壁面．图２中所示的速度

剖面是在实验装置的中间高度上测得的，其他高度

处的速度剖面与此类似．对流换热的强度与流动方

式密切相关．流体流动速度越大，对流传热系数越

大，相应地犽ｅｆ也越大
［６］．考虑到犽ｅｆ与流动速度的

关系，通过反复的计算，对公式 （５）进行如下修

正，数值模拟结果与实验结果吻合得比较好

犽ｅｆｆ
犽犾
＝犖狌犇ｅｆｆ （８）
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Ｆｉｇ．２　Ｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｈｉｇｈｓｅｃｔｉｏｎｉｎｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｎｔａｉｎｅｒ

犚犪［６］：（ａ）３．１×１０４；（ｂ）２．９５×１０５；（ｃ）３．６×１０６

　

犇ｅｆｆ定义为有效热导率的修正系数

　犇ｅｆｆ＝２．２６
（犜ｗ
／１００）［狓／狊（狋）］ｅ－

（犜ｗ
／１００）［狓／狊（狋）］

　（狓＞０） （９）

狓为所计算节点的位置，犖狌仍然按照式 （６）和式

（７）进行计算．

２　实验装置

为确定参数之间的经验关系式和验证数学模型

的正确性，设计了一套实验装置 （如图３所示）．

实验装置为一个长方体，其外形尺寸为：２００ｍｍ×

２００ｍｍ×２００ｍｍ．实验装置外壁包有绝热材料．实

验装置中心区域为由四块导热隔板围成的长方体

Ａ，其尺寸为１５０ｍｍ×１５０ｍｍ×１５０ｍｍ，内装有

相变材料硬脂酸．四块导热隔板与外壁围成四个独

立的小长方体Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ，其中每一个内装加热

液体和固定有电加热器的铝板．可以根据实验的需

要，接通所需要的加热器，实现一面、两面、三面

和四面加热，从而实现一维和二维的边界条件．由

于铝板表面的温度均匀并且其截面与容器截面的大

小基本相同，所以在实验过程中，加热液体的温度

始终是均匀的．热量沿导热隔板由加热液体均匀传

入Ａ内相变材料，使其慢慢熔解，产生相变．在

Ａ内放有上、下两层、每层放有６条水平测温线，

每条测温线等间距布有７个测点，每个测点上布有

热电偶一个，以测定Ａ内点的温度随时间的变化

关系，从而测定相变过程的整个温度场变化规律．

实验共用５个铂电阻．一个置于环境中，测环境温

度；另四个分别置于Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ内，测量被加

热液体温度．

在本实验系统中，计算机数据采集系统ＤＡＳ

Ｆｉｇ．３　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｐｐａｒａｔｕｓ
　

由板卡 ＰＣＬ８１８ＨＧ 和 ＰＣＬＤ７８９Ｄ 组成．ＰＣＬ

８１８ＨＧ板卡集ＩＯ接口 （ＩＳＡ）、ＡＤ转换、ＤＯ输

出 （作为多路选通的控制）、直流放大、采样保持

和多路选通于一体．由于通道数太多，使用

ＰＣＬＤ７８９Ｄ来扩展输入通道．

在实验中，需要实现等热通量和恒壁温边界条

件．等热通量边界条件很容易实现，只需要调节调

压器的电压值即可，并且通过功率变送器实现即时

监测．恒壁温条件的实现需要用计算机控制功率继

电器输出板ＰＣＬＤ８８５．

３　数学模型的处理方法

本文采用显热容法求解数学模型．显热容法就

是把物质的潜热看作是在足够厚度的相变区域内有

一个很大的显热容量．显热容法假设相变是发生在

犜ｍ附近的一个温度范围内犜ｍ±Δ犜，因此，相变

区域上温度随时间的变化犜狋曲线是连续的
［７］．因

此对整个区域，能量方程式 （１）、式 （３）和式

（４）可以合并为
［８］

ρ犆
犜
狋
＝ｄｉｖ（犽ｇｒａｄ犜）＋犛Ｔ （１０）

式中　 犛Ｔ＝犛ｉｎ－ρ犔

狋

考虑内热源犛ｉｎ＝０，则控制方程为

ρ犆
犜
狋
＋ρ犔


狋
＝ｄｉｖ（犽ｇｒａｄ犜） （１１）

为了求解方便，引入有效比热容犆ｅｆｆ
［９］

犆ｅｆｆ＝犆＋犔

犜

（１２）

能量方程式 （１０）可简化为

ρ犆ｅｆｆ
犜
狋
＝ｄｉｖ（犽ｇｒａｄ犜） （１３）

这里，密度ρ和有效比热容犆ｅｆｆ的表述分别如下

ρ＝犾ρ犾＋（１＋犾）ρｓ

犆ｅｆｆ＝犆犾＋（１－）犆ｓ＋犔ｄ／ｄ犜 （１４）

这里，能量方程中的有效比热容项犆ｅｆｆ包含了固液

·４７０１· 化　　　工　　　学　　　报　 　２００４年７月　



相变界面上的所有信息，因此，移动边界条件无需

再独立列出．在上面的各式中，为液相率，液相

率和温度犜间存在如下关系
［９］

ｄ
ｄ犜
＝ επ

－（ ）
１
２ ｅｘｐ［－ε２（犜－犜ｍ）２］

误差函数ｅｒｆ（εΔ犜ｍ）＝１．０－λ，λ为一极小正数．

４　计算与实验结果的比较

４１　一维问题不同热通量下计算及实验结果

表１和表２分别为不同热通量下计算及实验所

得熔解时间与硬脂酸完全溶解后导热隔板温度对照

表 （表中下标ｅｘｐ表示实验值，１表示纯导热问题

的计算值，２表示改进模型前的计算值，３表示改

进模型的计算值）．表中纯导热问题的计算值表示

在相变蓄能问题中不考虑对流传热，仅考虑纯导热

时所得的计算结果；改进模型前的计算值表示按照

公式 （５）计算时所得的计算结果；改进模型的计

算值表示按照公式 （８）计算时所得的计算结果．

从表１和表２可以看出，在不同的热通量下，纯导

热问题的计算值与实验值相差极大．由此可见，在

相变问题中，自然对流对热量传递的作用不可忽

略，如将其考虑为纯导热问题求解的方法是不正

确的．

犜犪犫犾犲１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犿犲犾狋犻狀犵狋犻犿犲

狅狀狊狋犲犪狉犻犮犪犮犻犱

犙／Ｗ 狋ｅｘｐ／ｓ 狋１／ｓ 狋２／ｓ 狋３／ｓ

７２ １２５５５ ３４６６５ １３２８５ １３１３９

１５０ ６６７０ ２４８７６ ７１５０ ６９１４

犜犪犫犾犲２　犜犲犿狆犲狉犪狋狌狉犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犺犲犪狋犮狅狀犱狌犮狋犻狏犲

狆犪狉狋犻狋犻狅狀犪犳狋犲狉狊狋犲犪狉犻犮犪犮犻犱犿犲犾狋犲犱

犙／Ｗ 犜ｅｘｐ／℃ 犜１／℃ 犜２／℃ 犜３／℃

７２ ３７８ １００９．６３ ３８１．５６ ３８２．０７

１５０ ４０６ １５９３．９９ ４１１．３１ ４０９．８１

从表１和表２还可以看出，对于熔解时间与完

全熔解后导热隔板温度，虽然改进模型的计算值比

改进模型前的计算值更符合实验值，但是总的说

来，实验值、引入有效热导率后的计算值和改进模

型的计算值之间相差都不大．这是因为对于一定量

的硬脂酸，不管其导热模型是否与机理相吻合，加

入足够的热量，硬脂酸都会熔解．导热模型与机理

是否相吻合会影响温度场．从图４和图５中可以看

出：改进模型前的计算中，熔化部分硬脂酸的温度

场为一直线，这是由于同一时刻，所有熔化部分硬

脂酸的犽ｅｆ都相同，这显然是对实际问题作了较大

的简化；同时也可以看出，改进模型的温度场比改

进模型前的温度场更符合实验值．

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｆｉｅｌｄｓａｔ犙＝７２Ｗａｎｄ狋＝９０００ｓ
　

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｆｉｅｌｄｓａｔ犙＝１５０Ｗａｎｄ狋＝３０００ｓ
　

４２　二维问题不同壁温下计算及实验结果

本文实验和计算所验证的二维问题为：相邻两

面壁温保持相同温度，其余两面保持绝热．表３为

二维问题中硬脂酸熔解时间对照表．从表中可以看

出，计算值与实验值吻合得比较好．图６为计算二

维相变问题界面的位置图 （犜ｗ＝１００℃，时间间隔

相等且为１０００ｓ）．从图中可以看出，在开始界面

移动得非常快，在第一个１０００ｓ，界面移动了约

１／４．随着时间的增加，由于热阻的增加，界面移

动变得缓慢．到了后期，由于未熔化硬脂酸占全部

硬脂酸的比例很小，界面移动得越来越快．计算出

的固液界面的变化规律在实验中得到了很好的证

明，从而也说明本文中提出的有效热导率的计算方

法是合理的．
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犜犪犫犾犲３　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犿犲犾狋犻狀犵狋犻犿犲狅狀

狋狑狅犱犻犿犲狀狊犻狅狀狆狉狅犫犾犲犿（Δ狋＝１ｓ）

犜ｗ／℃ 狋ｅｘｐ／ｓ 狋ｃａｌ／ｓ

１００ １３５８９ １４３８６

１２０ ８５２９ ８９２２

１４０ ５９１６ ６３４９

Ｆｉｇ．６　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｖｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｍｏｖｅｍｅｎｔ

ｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ

（犜ｗ＝１００℃，Δ狋＝１０００ｓ）

　

５　结　论

本文研究了已有的固液相变数学模型．通过对

实验数据的分析和思考，提出了模型的改进方向．

研究中得出的结论总结为以下几点：

（１）根据文献 ［２，３］，引入了一维相变问题

有效热导率概念，并且将有效热导率应用到二维相

变问题，扩大了有效热导率的使用范围，增加了有

效热导率的实用价值．

（２）提出了一种对已有的一维相变问题数学模

型加以改进的方法，对一维有效热导率进行了修

正，使有效热导率具有更加明确的物理意义，使一

维的计算结果更接近于实验结果．

符　号　说　明

犆———比定压热容，Ｊ·ｋｇ－１·Ｋ－１

犇ｅｆｆ———有效热导率的修正系数

犵———重力加速度，ｍ·ｓ－２

犽———热导率，Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１

犽ｅｆ———修正前的有效热导率，Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１

犽ｅｆｆ———修正后的有效热导率，Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１

犔———相变潜热，Ｊ·ｋｇ－１

犾———特征尺度，ｍ

犖狌———Ｎｕｓｓｅｌｔ数

犘狉———Ｐｒａｎｄｔｌ数

犚犪———Ｒａｙｌｅｉｇｈ数

犛———源项

狊———界面位置

犜———温度，Ｋ

Δ犜———温度差 （Δ犜＝犜－犜ｍ），Ｋ

Δ犜ｍ———相变区温度半宽，Ｋ

狋———时间，ｓ

狏———速度，ｍ·ｓ－１

狓，狔———横、纵坐标

α———热扩散系数，ｍ２·ｓ－１

β———热膨胀系数，Ｋ
－１

ν———运动黏度，ｍ２·ｓ－１

ρ———密度，ｋｇ·ｍ
－３

———液相率

下角标

ｃａｌ———计算值

ｅｘｐ———实验值

犾———液相

ｍ———相变

ｓ———固相

ｗ———壁面
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