
优化GM( 1,1) 模型在地下水水位预测中的应用
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摘要  采用优化GM( 1 ,1) 模型 ,在已知郑州市连续5 年的中深层地下水水位的前提下进行建模 ,模型经检验合格 ,并对第6 年的水位进
行了预测 ,结果表明 ,预测结果与实际情况大致吻合。
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Application of GM( 1,1) Majorized Mode inthe Forecast of Groundwater Level
YU Chun-xia et al  ( North China University of Water Conservancy And Electric Power ,Zhengzhou ,Henan 450011)
Abstract  The reasonable development and use of groundwater in the city are not onlythe policy issue ,but also the issue of sustainable development .In
order to reasonably and effectively develop and utilize underground water ,the dynamic variation of groundwater must be conducted with a comprehensive
study .In this paper ,based on the water level knownincluding deep groundwater i nthe Zhengzhou City for past five years ,the model tested was qualified
and the water level of next year was forecasted .The results showed that the predicted value and the actual result were generally same .
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  现代城市对地下水合理利用的要求越来越高,城市如何

合理开发和利用地下水, 是政策问题, 也是可持续发展问题。

为了合理有效地开发利用地下水 ,必须对地下水的动态进行

全面的研究。

作为灰色系统理论重要内容之一的GM( 1 ,1) 模型 ,其应

用价值在越来越多的领域中得到体现, 其突出特点是: 建模

过程简单 ,模型表达式简洁, 便于求解 ,应用广泛。但是该模

型存在一定的局限性, 即当发展系数的绝对值较大时, 模型

偏差较大,无法用于中长期预测, 甚至不宜作短期预测。在

此基础上,一些学者进行了改进, 得到了比原 GM( 1 ,1) 模型

模拟精度高和适应性更强的优化 GM( 1 ,1) 模型, 既保持了原

GM( 1 ,1) 模型的优点, 又使优化 GM( 1 ,1) 模型适用于各种发

展系数的情形, 尤其是当发展系数绝对值较大时也可用于中

长期预测[ 1] 。笔者利用优化的GM( 1 ,1) 模型, 对郑州市中深

层地下水水位变化进行了预测。

1  优化 GM( 1 ,1) 模型建模过程

设对原始数据系列 x( 0) ( k) ( k = 1 ,2 ,⋯, n) 建立优化GM

( 1 ,1) 模型[ 2] ,其相应微分方程为

d x( 1)

dt
+ ax ( 1) = b ( 1)

x( 1)( 1) = x ( 0) ( 1)

x( 1)( k) = Σ
k

i =1
x ( 0) ( i)  ( k = 2 ,3 ,⋯, n)

式中, x( 1) ( k) 为经过一次累加处理生成的数据序列 , n 为数

据个数。

对于给定的原始数据序列,一般情况下, 其多为随机的、

无规则的,不能直接用于建模。经过一次累加生成, 可获得

一个呈单点增长曲线的新数据序列, 从而增强了原始数据的

规律性 ,弱化了随机性,为建立动态模型提供了中间信息。

则灰色微分方程 x ( 0) ( k) + ax ( 1) ( k) = b 的最小二乘估

计参数满足[ 3]

â =
a

b
= ( BTB) - 1 BTY

Y=

x ( 0) ( 2)

x ( 0) ( 3)

…

x ( 0) ( n)

, B=

- z( 1) ( 2) 1

- z( 1) ( 3) 1

…

- z( 1) ( n) 1

式中 ,z( 1) ( k) = x( 1) ( k) - x ( 1) ( k - 1)
ln x( 1) ( k) - lnx ( 1) ( k - 1)

; k = 2 ,3 , ⋯, n。当

x( 1)( k) = x( 1) ( k - 1) 时, z( 1) ( k) = z ( 1) ( k - 1) 。

灰色微分方程 x ( 0) ( k) + az( 1) ( k) = b 的时间响应式为

x̂ ( 0) ( k + 1) = [ x( 0) ( 1) -
b
a

] e - ak +
b
a

 ( k = 1 ,2 ,⋯, n)

还原值为 :

x̂ ( 0) ( k + 1) = x̂ ( 0) ( k + 1) - x̂ ( 1) ( k)  ( k = 1 ,2 ,⋯, n)

模型精度检验采用后验差方法, 灰色模型的后验差检验

是根据模型计算值与实际值之间的统计情况进行检验[ 4] 。

它有两个重要指标: 后验差比值: C = S2/ S1 ; 小误差概率: P

= P{| e( k) - e| < 0 .674 S1}

记原始数列 x( 0) 及残差数列 e 的方差分别为 S2
1、S

2
2、S

2
1

= 1
n
Σ

n

k =1
[ x ( 0) ( k) - x] 2 , S2

2 = 1
n
Σ
n

k=1
[ e( k) - e] 2。

模型的精度由 C 与 P 共同刻划。一般将模型的精度分

为4 级[ 5] ,见表1。

表1 模型计算精度评估

Table 1 Evaluation of calculation precisionfor the model

预测精度

Predicted precision
P C

1 级( 好) Class 1( good) 0 .95≤P C≤0 .35

2 级( 合格) Class 2 ( eligible) 0.8≤P <0 .95 0 .35< C≤0 .5

3 级( 基本合格) 0 .7≤P <0 .8 0 .50 < C≤0 .65

Class 3 ( basically eligible)

4 级( 不合格) Class 4 (ineligible) P <0.7 0 .65 < C

2  郑州市地下水水位预测

郑州市中深层地下水水位埋深受地形、地貌及开采量的

影响, 特别是开采量的大小 ,直接影响着中深层地下水的水

位埋深, 中深层地下水动态类型大部分为开采型。中深层含

水层组顶板埋深60～80 m, 底板埋深310～350 m,局部大于
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图5 Ca2+ 对玫瑰花红色素稳定性的影响

Fig.5 Effect of Ca2+ onstability of rose pigment

图6 Na+ 对玫瑰花红色素稳定性的影响

Fig .6 Effect of Na+ onstability of rose pigment

光、室温避光、室温光照; 在试验所用的浓度范围内, 亚硫酸

钠使该色素稳定性增强, 抗坏血酸使其稳定性减弱; 离子

Fe2 + 、Sn2 + 对玫瑰花红色素起到了稳定作用,Pb2 + 、Mg2 + 对稳

定性有一定影响;Ca2 + 、Na + 对稳定性几乎没有影响; 纯化后

的色素在一些常见离子中稳定性较强, 为玫瑰花在保健食品

和中药开发及综合利用提供了理论依据。
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350 m,其下为厚层粘土夹薄层砂或砂的透镜体 ,粘土层最小

厚度10 .5 m,最大厚度达55 .5 m,一般15～40 m,具有很好的

隔水性能,为相对稳定的隔水层, 属承压水类型。中深层水

是目前城市供水的主要开采层, 井深一般在100～300 m。

已知郑州市连续5 年的中深层地下水水位平均值分别

为59 .71、60 .26、60 .63、61 .00 和64 .15 m,现利用优化GM( 1 ,1)

模型预测第6 年的中深层地下水水位平均值。

原始数列: x ( 0) = { 59 .71 ,60 .26 ,60 .63 ,61 .00 ,64 .15} 。用

累加生成数列: x ( 1) = { 59 .71 ,119 .97 ,180 .60 ,241 .60 ,305 .75} 。

数据矩阵为:

Y=

60 .26

60 .63

61 .00

64 .15

, B=

- 86 .364 31

- 148 .224 11

- 209 .622 81

- 272 .417 31
用最小二乘法求出待定参数,

â =
a

b
= ( BTB) - 1 BTY=

- 0 .019 5

 58 .02
则其时间响应函数为 :

x̂ ( 0) ( k + 1) = [ x( 0) ( 1) - b
a

] e - ak + b
a

= 3 035 .095e0 .019 5 k - 2 975 .38

还原值为 x̂ ( 0) ( k + 1) = x̂ ( 1) ( k + 1) - x̂ ( 1) ( k) 。

分别计算各年的拟合值和误差, 见表2。

  求原始数列 x( 0) 及残差数列 e 的方差,则

S2
1 =

1
n
Σ

n

k =1
( x ( 0) ( k) - x) 2 = 2 .432

S2
2 = 1

n
Σ

n

k =1
[ e( k) - e] 2 = 0 .45

后验差比值: C= S2/ S1 = 0 .43。小误差概率 P = P{| e

( k) - e| < 0 .67 4 5S1} = P{|e( k) - e| < 1 .051 8} = 0 .8。

根据表1 判断, 该模型为2 级( 合格) 。

预测第6 年的地下水水位为64 .61 m, 与实际情况基本

吻合。
表2 地下水水位拟合结果

Table 2 Fitting results of ground water level

序号
No .

统计值∥m
Statistical

value

拟合值∥m
Fitting
value

误差
Error

误差百分率∥%
Percentage

error

1 59.71 59 .71   0 .00      0
2 60.26 59 .77 0 .49 0 .813
3 60.63 60 .94 - 0 .31 - 0 .515
4 61.00 62 .14 - 1 .14 - 1 .872
5 64.15 63 .37 0 .78 1 .223

3  结论

对地下水水位的预测采用了优化 GM( 1 ,1) 模型, 对已有

数据进行拟合, 并对未知年份的地下水水位进行了预测, 从

中可以看出优化 GM( 1 ,1) 模型保留了 GM( 1 ,1) 建模计算简

便和易于应用的特点, 具有对建模模型进行优化的能力, 能

获得较好的模拟和预测结果。
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