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SMP集群系统上可扩展并行特征问题求解器研究
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  要：基于对称三对角特征问题的分而治之方法，提出了一个适合 SMP集群环境的多级混合并行算法。SMP节点内的并行求解采用了
粒度和细粒度两种 OpenMP并行。为了改善纯MPI算法中的负载不平衡，混合并行算法使用了动态任务分配方法。在深腾 6800上的试
表明，混合并行算法具有好的扩展性和加速比。 
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Study on Scalable Parallel Eigenproblem Solver on SMP Cluster 
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Abstract】Based on divide-and-conquer method of eigenvalues of symmetric tridiagonal matrices, a multilevel hybrid parallel algorithm that is
uitable to cluster of SMP’s environments is presented. Parallel solution within the SMP node takes both coarse-grain and fine-grain OpenMP
arallel. In order to improve load balance of pure MPI algorithm, a dynamic work sharing is used in hybrid parallel algorithm. An experiment
nalysis on the DeepComp 6800 shows the hybrid algorithm performs good scalability and speedup.  
Key words】SMP cluster; MPI+OpenMP; Hybrid parallel; Parallel solver 

对称三对角特征问题是对称矩阵特征问题的核心。解决
问题最有效的并行方法是分而治之(D&C)方法。许多研究
员针对共享存储多处理机、超立方MPC并行机、工作站集
等提出了不同的算法和实现方法[1,2]。
当 前 ， 大 部 分 高 性 能 计 算 机 是 SMP(Symmetric 

ultiprocessor)集群系统。它们是由拥有多个处理器的SMP
点和连接各节点的快速网络构成的多级体系结构。由于具
共享存储和分布存储两级存储结构，节点内使用共享内存
行、节点间通过消息传递的混合并行 (MPI+OpenMP或
P+Pthreads)模型潜在地能更有效地利用SMP集群的特性。
这种混合并行模型也已应用到coastal wave 分析、大气研
、分子动态分析等许多领域[3~5]。 
基于秩-2修正+Laguerre迭代[2]的D&C算法，本文提出了

MP集群系统下的多级混合并行算法。该算法使用了粗粒度
细粒度两种并行模型，这降低了算法中的通信开销。另外，
过节点内的动态工作分配改善了纯MPI并行算法的负载平
。 

 秩-2修正的分而治之算法结构 
设三对角对称矩阵 T为 
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入 T的分裂矩阵T ，则 T可表示为 T 的秩-2修正
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按照上面的引理，假如已得到T0和T1的全部特征值，则
需对这些特征值进行合并和升序排序，得到有序序列

1 2
ˆ ˆ ˆ, , , nλ λ … λ 。然后以 îλ (i=1,…,n)为起点，可通过Laguerre[1]

迭代求得T 的特征值 iλ 。而Laguerre是一个 3 阶收敛的迭代

方法，具有比二分法或Newton法更快的收敛速度。 
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为了得到T0和T1的特征值，分裂过程可递归进行下去，
直到得到可使用QR等串行算法快速求解的小规模问题。图 1
给出了分而治之算法的任务树。  
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图 1 D&C算法任务树 

2 MPI并行算法 
尽管分而治之算法逻辑上可看作树，但树中的节点不能

表示并行实现中的处理器，否则将严重降低算法的并行性。
设计并行算法的一个重要目标是使每个进程的计算时间最大
化。根据这一原则，下面给出了一个有效的 MPI并行算法。 

不失一般性，设三对角矩阵T的阶n=2m，处理器数量p=2k，
s=m-k。MPI并行算法描述如下： 

置 i=1，然后执行下列操作。 
第 1 步：将n阶三对角矩阵T分解成p个阶为 2s的子矩阵

T0, T1,…,Tp-1，并分布到处理器P0, P1,…,Pp-1。每个处理器独立
地计算子矩阵特征值。 

第 2步：逻辑上将处理器按 i0 2 -1
P , ,P⎡ ⎤⎣ ⎦… , , …, 

分成 2

 i 2i2 2 -
P , , P⎡ ⎤⎣ ⎦…

1

1
⎤⎦ k-1  k2 2 -

P , ,P⎡⎣ … k-i组，每组包含 2i个处理器。(1) 各组处理

器将最近计算的特征值传递给本组最左边的处理器 (接收

器)。(2)该接收器对接收到的 2i s+ 个特征值合并、排序。(3)
接收器将排序后的特征值分发回本组内的所有进程。 

第 3步：(1)每个处理器得到本组处理器需要处理的 2i+s阶
子矩阵。(2)以第 2 步接收到的 2s个特征值为初始点，使用
Laguerre迭代近似计算 2i+s阶子矩阵的 2s个特征值。(3) 置
i=i+1，若i=k结束，否则转第 2步。 

上面算法第 2步完成 MPI进程间的消息传递，这一过程
在各进程组间并行进行。但随着 i 的增加，每组中进程数成
倍增加，这使通信代价逐次变大。这样，当使用的处理器数
很大时，将引起较大的通信开销。第 3 步各进程并行求解相
同数量的近似特征值，但由于求解不同近似特征值时迭代的
次数可能不同，这使该算法潜在地存在着负载不平衡问题。
而上述问题是 MPI并行算法所固有的，将在混合并行算法中
得到改善。 

3 在 SMP集群上的混合并行算法 
给定一个有效的消息传递算法，可使用增量过程设计一

个有效的混合并行算法。 
3.1 混合多级并行算法结构 

由于 SMP 集群本身具有集群系统的分布存储和 SMP 系
统的共享存储两级特性，与此对应将混合并行算法的设计分
解为机群级算法和节点级算法。在机群级算法设计时，SMP
集群系统被作为一个由节点构成的分布存储系统，算法采用
分布消息传递并行。但和纯 MPI算法中每个处理器运行一个
进程不同，在机群级算法中每个进程映射为一个节点。节点

级算法也称为 SMP算法，将集群级算法中分配给每个节点的
计算任务映射成一个有效的节点内多线程并行算法。本文的
节点级算法基于 OpenMP的多线程并行。 

最简单的OpenMP并行是使用OpenMP 工作共享结构的
循环-嵌套并行，每个线程独立地执行它的循环部分。这种并
行又称为细粒度 OpenMP并行。 

另一种 OpenMP并行称为粗粒度 OpenMP并行。在粗粒
度 OpenMP并行中，OpenMP采用 SPMD并行编程模式，每
个线程本身类似一个 MPI进程。线程功能的说明依赖库函数
omp_get_num_threads( )和 omp_get_thread_num( )，它们分别
返回并行域内线程数量和执行线程的序号 id(编号为 0的线程
为主线程)。其后根据它们的值对线程功能编码。不同的线程
可执行相同或不同的操作，这样实现了数据和任务的并行。 

当将上面两种 OpenMP并行同 MPI结合在一起时，可得
到MPI+细粒度 OpenMP和MPI+粗粒度 OpenMP两种混合并
行方式。 
3.2 MPI+OpenMP混合并行算法 

考虑n阶三对角对称矩阵T在np个r-路SMP节点上的特征
问题，不妨设n=2m，np=2d，r=2k，所对应的处理器数量s=2p 
=2d+k。 

首先将上面的MPI并行算法直接转换为一个集群级算
法。这时矩阵按节点个数分解成np个阶为 2m-d的子矩阵并分
布在各节点上。相应地，循环变量i对应的循环次数变为d。
这里将集群算法分为：Cphase1，Cphase2 ，Cphase3，分别
对应MPI算法中的第 1 步、第 2 步和第 3 步。图 2 给出了集
群级算法结构。 

 
 Cphase2 Cphase3
 

Cphase1

 
 

图 2 集群级算法结构 
为了得到混合并行算法，须将集群算法中的 Cphase1 和

Cphase2映射为节点内的 OpenMP多线程并行。 
(1)映射 Cphase1为 OpenMP多线程并行 
Cphase1 完成节点内 2m-d阶子矩阵的特征值求解。这类似于MPI

并行，需构造一个OpenMP粗粒度并行算法。将Cphase1 在节点内的
线程并行对应的各操作步表示为Nphase1、Nphase2 和Nphase3。对
Nphase1 而言，由于节点内所有线程共享内存，因此矩阵在线程间
分解时，需计算每个线程的数组范围，并得到数组区域到线程的映
射。而Nphase2 是通过数据复制完成特征值的合并-排序和在线程间
的散播，从而避免了通信开销。在Nphase3 中每个线程通过Laguerre
迭代完成近似特征值的计算。 

(2)映射 Cphase3为一个多线程的 OpenMP并行 
Cphase3 由节点内进程通过Laguerre迭代计算 2m-d个近似特征

值。这对应着一个循环结构，可使用OpenMP工作共享制导由多个线
程通过细粒度并行完成。在缺省调度(static)方式下，OpenMP制导把
循环均匀地分配给节点内所有线程 (即节点内的处理器 )。但由于
Laguerre迭代在计算不同特征值的近似值时，达到指定精度所执行的
迭代次数可能不同，这样上述的均匀分配将导致线程间的负载不平
衡。为了改善负载平衡问题，同时减少由同步引起的开销，我们将
循环在线程间的分配采用了schedule(dynamic, * )动态调度方式。类
似地，使用Nphase表示Cphase3的OpenMP并行。 

在 Cphase2 中，由每个进程中的主线程完成特征值的接
收、发送以及特征值的合并和排序。这一过程发生在 OpenMP
并行域外。 

图 3给出了完整的混合并行算法结构。 
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图 3 混合并行算法结构 
3.3 通信开销分析 

在三对角矩阵特征问题的D&C并行算法中，外循环i的循
环次数等于进程数P的对数log2P。对于含有r-路SMP节点的集
群系统，混合并行算法的进程数等于节点个数np。而MPI并
行算法的进程数等于处理器数，即np*r。这样混合并行算法

的i迭代次数仅为MPI算法迭代次数的
log  r

2

1
。这极大地减少了

由Cphase2导致的进程间通信次数，降低了通信开销。 

4 性能测试 
我们通过深腾 6800 系统对混合并行算法和 MPI 算法进

行了性能测试和比较。 
4.1深腾 6800系统 

深腾 6800系统整体为 5万亿次面向网格的超级计算机系
统，包括 256个四路节点。每个结点配置 4颗 1.3GHz Itanium2 
CPU，系统峰值速度为 5.3T Flop/s，内存总容量为 2.6TB。高
速连接网络为 Qsnet，点到点通信带宽大于 300MB/s，延迟时
间小于 7μs。深腾 6800软件环境包括 Redhat Linux Advanced 
Server 2.1 操作系统，支持 OpenMP 制导的 Intel Fortran 
Compiler7.0，C/C++编译器，以及 Intel MPICH1.2.4并行环境。  

4.2 MPI版本和 MPI+OpenMP版本性能比较  
这里仅给出对固定问题规模使用不同处理器在两种版本

上的测试结果。测试矩阵为 Toeplitz矩阵[1,4,1]，矩阵规模是
40 000*40 000。表 1为纯 MPI和混合 MPI+OpenMP并行求
解的运行时间。对于混合方式，分别测试了 2 线程和 4 线程
的运行情况。而对于 4 个线程，分别给出了动态和静态两种
调用方式下的运行时间。表 1 表明，在 4 种情况下，混合模
式的并行性能都好于纯 MPI 并行。而在混合模式下，使用 4
线程的并行性能好于 2 线程。在 4 线程情况下，采用动态调
度方法的并行性能又好于静态调度方法。并且它们之间的运
行时间的差距随着处理器的增加变大。测试结果表明动态调
度的多级混合并行算法具有更好的性能。 

表 2 是对应的加速比。表中数值表明混合并行算法加速
比明显好于 MPI并行算法加速比。而对于混合并行算法，采
用动态调用比静态调用具有更好的加速比。这说明使用动态
调用的混合并行算法具有更好的可扩展性。 

表 1 纯MPI和MPI+OpenMP并行执行时间 
 
 
 
 
 
 
 
 

表 2 纯MPI和MPI+OpenMP并行加速比 
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~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
（上接第 2页） 
有所加重，但加重的部分完全可以通过预处理的办法一次性
消除，总之，ESCS方案所取得的优势是很明显的。 
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总结 
本文建立了一个求解对称三对角特征问题的多粒度混合
算法，在 SMP集群系统上得到了理想的并行性能。通过
内使用共享内存并行模型，减少了通信开销。使用动态
方式改善了负载平衡。实验表明混合并行算法比纯 MPI
具有更好的可扩展性。 
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