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贵刊 2006 年第 6 期刊登了张 明和李仲奎先生的题为

“准脆性材科破裂过程失稳的尖点突变模型”的文章[1](以下

简称为原文)，述及岩石等准脆性材料在普通试验机(刚度相

材于试验材料不是足够大)上加载时，由于材料的峰后软化

特性，会导致试验机内弹性能于瞬间释放促成岩样以脆性形

式破裂。这种非刚性加载导致岩样失稳破裂的机制，对于岩

爆、冲击地压和地震等岩体系统的突发性动力失稳的研究

有重要意义。对原文以上论述笔者表示赞同。 

根据原文可知，在对岩样加载的同时，试验机机身也在

发生变形，机身处于弹性状态，其作用相当于一个刚度为

mK 的弹簧，试验机压头和岩样间的作用力 )(uf 与反作用力

N 是系统内力，且有 )(ufN = ，试验机油缸活塞端面上的油

压力 P 则是系统外力，如此可得普通试验机–岩样系统的分

析模型，如图 1 所示。其中 u 为岩样形变，a 为使岩样产生

变形u时力P作用端的位移，由此可得机身或弹簧 mK 的变形： 

uau −=m                  (1) 

弹簧轴向力 N 与其变形 mu 的关系为 

mmuKN =                  (2) 

在岩样发生准静态形变时，图 1 中的弹簧轴向力 N、变

形 mu ，岩样的承载力 )(uf 及系统外力 P 之间关系为 

)(mm ufuKNP ===             (3) 

由式(2)可绘出试验机机身的荷载–变形关系，见图 2

中从原点出发、斜率为 mtan K=α 的半直线 om，并绘出岩

样的荷载–变形关系 f (u)，如图中峰后具有拐点 1 的软化

段的曲线所示。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  试验机–岩样系统的分析模型 
Fig.1  Analytical model of testing machine-rock sample  

system 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

图 2  试验机与岩样的荷载–变形关系[2～4] 
Fig.2  Load-deformation relations of testing machine  

and rock sample[2～4] 
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原文根据式(1)中弹簧(机身)的变形 uau −=m ，将试验

机–岩样系统的总势能函数写成： 

∫ −−+=
u

PauaKuufΠ
  

0 

2
m )(

2
1d)(           (4) 

进行 0/dd =uΠ 的运算，在求导时将式(1)中的 P，a 都看成

了与 u 无关的量，从而简单地得到 

0)()(
d
d 

m =−−= uaKuf
u
Π            (5) 

并将式(5)作为试验机–岩样系统发生准静态变形时的“平衡

方程”，来系统进行稳定性分析。 
笔者现就式(4)，(5)等与原文作者商榷。 
(1) 变形 um、位移 a 均为岩样形变 u 的函数 
岩样变形量 u 除了能表征岩样是处在弹性、硬化或软化 

状态外，它的突变还表示岩样失稳破裂，在涉及试验机–岩

样系统动力失稳问题的研究中均用岩样变形 u 作为状态变

量。 
对于图 2 中 )(uf 曲线峰值前的任一 iu ，图 2 与式(3)表

明有唯一的： 
mmm )(/ KufKNu iii ==               (6) 

与之对应；将图 2 中半直线 om 平移到 )(uf 曲线上 i 点处，

易知又有唯一的： 
mm /)( Kufuuua iiiii +=+=            (7) 

与 iu 对应。 

同理，对于图 2 中 )(uf 曲线峰后的任一 juu = ，也有

唯一的 jum 和 ja 与之对应。 

由高等数学的函数定义知，在普通试验机上加载，弹簧

变形 mu 和力 P 作用端位移 a 都是岩样形变 u 的函数，而可

以写成 )(m uu ， )(ua 。 

将式(1)代入原文的式(5)，可得 
0)( mm =− uKuf               (8a) 

或  
)(ufNP ==                 (8b) 

由于机身刚度 mK 为常数，由式(8a)得 
mm /)( Kufu =                 (9) 

由式(1)得 
mm /)( Kufuuua +=+=            (10) 

式(9)，(10)表明，即便是按照原文， mu ，a 仍还是岩样

变形 u 的函数。因此，原文中式(4)，(5)将 a 作为常数对待

的求导运算有误。 
从式(5)，(8)可以看到，原文得到的 =−− )()( m uaKuf  

0)( mm =− uKuf 或 )(ufNP == ，只是岩样的荷载–变形

关系，没有提供新的信息量。用荷载–变形关系作为“平衡

方程”来对试验机–岩样系统进行突变理论分析，会造成若

干佯谬。 
(2) 尖点突变模型与岩样失稳破裂原型的特性比较 
原文将试验机–岩样系统失稳原型归结为尖点突变模

型，如图 3，4 所示。既然如此，该模型展示的任一状态，

原型上应有其对应状态，而模型的主要特征在原型上应有所

表现。图 3，4 中的系统参数为 

 
 
 
 
 
 
 

 
图 3  尖点突变平衡曲面上的一个截面 

Fig.3  A section on equilibrium surface of cusp  
catastrophe model 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 4  尖点突变平衡曲面和分岔集 

Fig.4  Equilibrium surface and branch collection of cusp  
catastrophe model 
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11 /)( uua −=ζ                   (12) 

当参数 q减小而平衡位置 x = (u－u1)/u1在曲面M的下叶

上左上行，这在原文中对应着岩样失稳破裂前的系统状态；

在临界点 1x 处，平衡位置跳跃到上叶 2x ，对应岩样失稳破裂；

在 M 的上叶 q 减小而 x 左上行，对应岩样残余破裂。 

根据原文，系统平衡位置 x 只能沿图 3 中箭头指示的路

径变化或取值。由于对于同一组参数， )( qp， 或 )( aK， 值

尖点突变最多有 3 个状态与之对应，那么图 3 上叶 2x 以右

状态稳定( 0＞Π ′′ )的曲面部分上任一点处的状态，对应图 2

原型中哪一点的状态，中叶的状态对于原型来说有何理论意

义，这些都不清楚。图 4 所示曲面 M 上平衡位置 x 向下跳

跃到向上跳跃时 q 的滞后特性以及参数变化时上、下叶两个

稳定状态( 0＞Π ′′ )可以循环往复实现是尖点突变的基本特

征，这在(岩石破裂不可逆的)原型中有何表现，在原文中也

没有提到。 

尖点突变以上基本性态与特征在原型中都没有，何以能

成为岩样失稳破裂原型的模型。突变理论中的任何一个突变

模型都具有跳跃性态，包括系统稳定性描述在内的失稳原型
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与突变模型之间的主要性状一一相对应，才是失稳原型本

质上应当对应的突变模型。 

图 5 中弹性直杆件受纵、横力作用。规定杆中点位移 v

以向左为正(挠曲线左凸)，向右为负(挠曲线右凸)； Q 以向

右为正，P 以向下为正。当 PP ˆ= 稍大于 Euler 临界力 =crP  
22 /π LEI 而 0=Q 时，杆会弯曲(左凸或右凸，在图 4 中对应

曲面 M 的上叶和下叶)，理论上也可能保持直线状态(对应曲

面 M 中叶的中间位置)，但直线状态不稳定( 0＜Π ′′ )，稍有

干扰杆就会突然左凸或右凸，而左凸或右凸的状态是稳定的

( 0＞Π ′′ )。杆左凸时在其中点作用向右的力 Q，当 Q 增大到

cQ 时，杆会突然右凸(跃到曲面 M 的下叶)；杆右凸时在其

中点作用向左的力 Q，当 Q 向左增大 )0( cc ＜QQ ′′ 时，杆会突

然右凸(跃到曲面 M 的上叶)。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a)              (b)        (c) 

图 5  纵、横力作用下弹性直杆可能具有的几何形状 
Fig.5  Possible geometrical forms of elastic straight pole  

subjected to longitudinal force and lateral force 
 

由上所述可知，当 0=Q 时，对于同一组参数( P̂ ，0)，

图 4 所示曲面 M 的上叶、中叶和下叶上共 3 个状态与之对

应，杆左凸与右凸两个稳定的几何形状可以循环往复实现；

杆从左凸跃成右凸时的 0c＞Q ，杆从右凸跃成左凸时的

0c＜Q′ ，即具有滞后特性。图 5 所示纵、横力作用下杆件的

几何形状特性与图 4 所示平衡曲面 M 展示的性状一一相对

应，它的数学模型才是尖点突变模型。突变理论分类表中每

一种突变模型是自然界中本质相同的失稳现象的数学抽象，

而不同的突变模型则是自然界中本质不同的失稳现象的数

学抽象。岩石失稳破裂与弹性体系几何形状失稳是本质不同

的失稳现象，不能归结为同一个突变模型进行研究。 

(3) 岩样压缩破裂问题的势函数的正确表示 

原文给出的势函数有两种形式，一是以原点 o 为起点的

式(4)，二是以 )(uf 曲线软化段拐点 1 为参考点的另一形

式。岩样失稳破裂是图 1 中 )(uf 曲线峰后软化段拐点前后

的系统行为，对岩样失稳破裂进行描述的是在拐点 1 处作

Taylor 展开再根据确定性法则截断的幂函数，而不是以原点

o 为起点写出的全量形式的势函数。严格力学意义上以原点

o 起点的势函数，弹性理论中是用于描述系统在小变形范围

内的弹性行为，这一点先要弄清楚。由于导函数没有起点，

权且仿照弹性理论以 o 为起点写出一个形式上的势函数，

用它的导函数来研究试验机–岩样系统的稳定性。 

原文中势函数式(4)中的前两项是以原点 o 为起点写出

的，因此第 3 项自然也应以 o 为起点写出。由于图 1 中

0=u 时， 0=P ， 0m =u ，全位移 0=a ，并且荷载 P 从 0

增大时 a 也从 0 增大，因此 )(aP ， )(ua 都不是常数。由此

看到原文中式(4)右端第 3 项荷载势变化写成 Pa 是有误的。

由于 )(ua 是 u 的函数，故势函数式(4)的第 3 项必须写为积

分上限为参变量 a(u)的积分形式： 

∫=
)( 

0 
d)(

ua
aaPW              (11) 

亦即原文中势函数式(4)的正确写法应当是 

=−+= WUUΠ ef  

∫ ∫−+
u ua

aaPuuKuuf
  

0  

)( 

0 

2
mm d)()(

2
1d)(      (12) 

在式(12)对 u 作求导运算时，必须采用复合函数求导法

则，按积分上限为参变量求导法则，慎重地用其导函数来研

究试验机–岩样系统的稳定性。 
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