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点集表面的共形参数化 
岳  军1，陈文斌2，沈一帆1      

(1. 复旦大学计算机科学与工程系，上海 200433；2. 复旦大学数学系，上海 200433) 

摘  要：基于点的图形系统成为图形学研究中的一个热点。该文介绍了一种无组织点集表面的共形参数化方法，在该参数化方法中，传统
算法中经常使用的欧氏距离被测地线距离所代替。相对于欧氏距离，测地线距离能够更好地描述点集所隐含的表面，减少由点集表面无拓
扑性质带来的误差，保持点集曲面的形状不变，提高参数化的质量。 
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【Abstract】Recently point based graphics is becoming one of hot topics in computer graphics. This paper presents a conformal parameterization
method for point set surface. In the method, traditional Euclidean distance is replaced by geodesic length. That is based on the observation that
geodesic is more appropriate than Euclidean distance in describing the surface implied by the point set. So the error caused by the unorganization
feature of point set surfaces is reduced and the parameterization quality is improved.  
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1 概述 
基于点的图形系统(Point Based Graphics，PBG)最近几年

来受到了研究人员的广泛关注。基于点的图形系统就是用点
作为图形系统的基本元素，使用无组织的稠密点集来表示几
何曲面。而传统的图形系统通常采用多边形面片作为其基本
元素，使用网格表示几何曲面。推动基于点的图形技术发展
的因素主要是三维扫描设备的出现，该设备能够直接对物体
进行扫描以产生由稠密点集表示的模型、另一个原因是在绘
制高分辨率的模型时，一个三角片在屏幕上的绘制区域可能
小于一个像素，这时三角片的作用已经等价于点，网格已经
没有意义了。 

目前，关于基于点的图形系统的工作主要集中在点集模
型的渲染、表面的重建和几何处理等方面，而对于点集表面
的参数化的研究还不多。参数化在图形学中是一个非常重要
的基础的研究问题，它在图形学的许多领域，如纹理贴图、
几何处理中扮演重要的角色。 

表 面 的 参 数 化 可 以 被 定 义 为 这 样 一 个 映 射 ：
，它是从参数域 U到表面 S的映射。

通常，S ， 并且函数 f必须是连续且一一对应的。
表面的参数化总是会产生形变。按照形变度量标准的选取，
参数化方法可以分为 3 类：保距映射，共形映射，保面积映
射。本文提出的点集表面的参数化方法是一种共形参数化  
方法。 
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共形映射参数化方法的理论基础来源于微分几何和复变
函数。如果映射 f 在表面任一点 X 上由关于参数U u( )= 的 2
个切向量是正交的且有相等的模长，即 ( ) X XN u ，那

么该映射被称为共形映射。其中， 是点 X 在三维表面
上的单位法向量。 
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1.1 相关工作介绍 
较早把共形映射理论应用于表面参数化的工作由Fiume

等人[2]完成，他们使用该方法解决将一块纹理映射到任意多
边形的问题。2000年，Haker等人[6]使用共形映射来实现纹理
映射，他们使用共形映射将一个简单的闭合曲面(亏格为零)
映射到球面上，即球面参数化，然后再将纹理映射到球面参
数域。Gu和Yau[4,5]从微分几何的观点出发提出了一种全局的
共形的表面参数化方法。该参数化方法除了在很少几个的零
点(Zero Point)之外，能够在任意的表面上构造共形参数化。
另一方面，Lévy等人[7]在 2002年基于复变函数中的共形映射
理论，使用最小二乘的度量方法来求与圆盘同胚表面的共形
参数化，并将这一方法实际应用于网格模型的纹理图集
(Texture Atlas)的生成。 

Floater提出了一种无网格参数化方法。该方法被应用于
无组织点集隐含表面的B－样条逼近[12]和表面重构[3]。这一
方法将点集表面分为边界点和内部点，并由用户指定边界点
的参数值，然后使用均值坐标方法计算内部点的参数值。2002
年，Zwicker等[9]在Pointshop 3D(一个基于点的图形系统)中提
出了一种点集表面的参数化方法，不过该方法同样需要指定
某些点的参数值。 
1.2 概述 

上述方法都需要指定一些约束条件，从而影响了参数化
的质量。本文提出的点集表面的参数化方法不需要这些约束
条件。此外，在该方法中使用测地线距离(点集所隐含的光滑
表面上两点之间的最短距离)来度量两点之间的距离，而不是
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通常所采用的欧氏距离。测地线距离具有以下优点：(1)能够
更准确地描述点集所隐含的流形外。(2)具有稳定性。即两点
之间的测地线距离，在点集密度不同的时候变化较小(如图
1(a)、图 1 (b)所示)。(3)有助于减少错误。如图 1(c)所示，Pi是
P0的一个邻居点，而这对于点集表面来说是错误的。当使用
欧氏距离参数化时，会产生明显的形变(图 1(d))。无组织的
点集表面来说难以避免这类错误，但如果使用测地线距离，
即使发生这样的错误，形变也能得到最大限度的纠正。图 1
中曲线为点集所隐含的表面，两点间的曲线长度为其测地线
距离，折线为表示欧氏距离。 

 
(a)                           (b) 

 
(c)                         (d) 

图 1 测地线距离与欧氏距离在描述点集所隐含的光滑表面的比较 

2 点集表面的共形参数化 
设输入的点集表面为 }{ 0 1 1nX ,X , ,X −=X K 。每个点的邻居点集

合为 。输出的参数化结果是二维平面上
X 的 参 数 值 集 合

0 2 1{i i i ikX ,X , ,X −=K K }

}{ 0 1 1nU ,U , ,U −=U K ， 其 中 ( )=i iX f U ，

，映射 f是连续且共形的。 0,2, , 1i n= K −

由共形映射理论可知，如果映射f在每个点Xi的领域内是
共形的，那么f是共形映射。因此，把问题转化为求映射f，使
其在每个点Xi的局部切平面内满足共形要求。首先，利用Xi对
应的法向量 ，可以唯一确定XiN i的切平面 。然后，把XiT i和

它的邻居点集 沿XiK i的法向量投影到 上。其中，把XiT i投影

到切平面的原点。直接使用正交投影的结果会产生较大的误
差，为了更好地描述点集所隐含的光滑表面，需要对投影做
适当的缩放，使得 投影到原点的距离等于 到XitX itX i的测地线
距离。这些邻居点的投影记为 0 2 1{ }i i i ikX ,X , ,X −′ ′ ′ ′=K K 。那么，
现 在 要 使 映 射 f 在 和 其 对 应 的 参 数 点 集

之间满足共形。 
i′K
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)设 ( ) (it t t it it itX x , y ,U u ,v′ = = ，根据复变函数理论，映射
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所以f在Ui处的偏导满足方程 
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记为 。 ( ) 0ih U =

此时，要求在每个点的参数附近尽量满足上式，即可得
到一个无约束的优化问题：找 U，使得 

( ) ( )min 
i

i
U

g h U
∈

= ∑U
U   

                      (1) 

该目标函数的最优解，即是要求的参数化结果。 

3 偏导的计算 
根据微分原理，偏导满足 
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使用差分近似表示可得 
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其中， 是X( )=(0,0)i ix , y i在局部切平面 上的投影。把X
iT i的所

有邻居点在 上的坐标代入上式，可得最小二乘问题 
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求解上式可得偏导 i i iu u v v, , , i

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ 。需要注意的是，上式

右边各项是各点的参数值是未知量，因而偏导是由这些未知
量表示的式子。 

求得所有点上的偏导后，代入式(1)中，可得 
( ) Tmin g =U U AU                           (2) 

其 中 ， A 是 一 个 2 2n n× 的 稀 疏 的 实 对 称 矩 阵 ，

[ ]T0 0 1 1 1 1n nu ,v ,u ,v , ,u ,v− −=U K 。式(2)是无约束的二次型优化问

题，第 5节将介绍通过添加约束求解该问题的方法。 

4 测地线距离的计算 
在第 1 节中，介绍了使用测地线距离相对于欧氏距离的

优点。计算无拓扑结构的点集上的测地线，可以有多种方   
法[8,10]。但是这些方法都存在计算量过大的问题，并不适用
于本文的参数化方法中。因为在本文提出的共形映射参数化
方法中，只需要求一点与它的邻居点之间的测地线距离，两
点之间的距离不太远，两点之间的曲面变化也不太复杂，所
以本文采用一种近似的算法。即使用贝塞尔曲线来近似描述
两点间的曲面，其长度来近似测地线距离。如图 2 所示，假
设p0和p1互为邻居点，它们的坐标和法向量分别为 和

。显然，贝塞尔曲线的 2个端点应分别为p
0 1X ,X

0 1N ,N 0、p1。那么，
现在要构造贝塞尔曲线的两个控制点 和 。以求0p′ 1p′ 0p′为例，
设 ， 并 把 V 投 影 到 p1V X X= − 0 0 所 在 的 切 平 面 ， 即

0 0(V )V V N N′ = − � ，然后对V ′进行缩放，使它的模长等于p0到
p1的一半，如图 2中的 。最后， 的坐标为0T 0p′

0 0X T+ 。类似

地，可以求得 0p′的坐标。 

p0

p1

N0

p'
0

N1

p'1

T0

T1
 

图 2 测地线的贝塞尔曲线逼近 

根据贝塞尔曲线的性质可知：按照上面方法求出来的贝
塞尔曲线通过 ，且在这 2点处垂直于其法向量 1N , ；
曲线在 的切向量分别为 ，且它们分别与

0 1p , p
0 N

1
0 1p , p

03 3T , T−
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0 1 0N , p p−
uuuuuuv和 在同一平面内。基于上述性质，再加

上 是隐含表面上相距较近的 2 个点的假设，则认为该
贝塞尔曲线可以较好地逼近测地线，同时显著地减少了计算
量。最后，近似的测地线距离只须用积分方法对上述贝塞尔
曲线求长度即可得到。 

1 0 1N , p p−
uuuuuuv

0 1p , p

5 优化问题求解 
如前文所述，参数化问题最后归结为求解一个无约束的

二次型优化问题式(2)。易知，该优化问题的无法求解。为了
使该问题可解，需要设定一些约束条件。可设定的约束有下
面 2种选择：  

(1)指定点集表面上若干点的参数值 
不失一般性，设 0 1 1, , , tX X X −K 为设定点，使用拉格朗日乘

法，即可得 

( ) (( )
1

T

0

min ( )=
t

i i i i i i
i

)g u a v bλ λ
−

=

′+ − + −∑U U AU
 

其中， ( , 为设定点 i的参数值， ( , 为其对应的参数变
量。上式可转化为 

)i ia b X )i iu v

( ) Tmin g ′=U U A U + BU  

这里， 0 0 2 1 2 1 0 0 1 1[ , , , , , , , , , ]n n t tu v u v λ λ λ λ− − − −
′=U K K ′ 。      

利用 ( )g′ =U 0，即可得到最优解 

( ) ( )1T −
′ ′= + −U A A B  

该约束条件适用于交互式的参数化，可用于点集表面的
纹理贴图等领域，如Pointshop 3D中的参数化应用[9]。 

(2)设置约束 1=U  

因为矩阵 A 为实对称阵，所以它有 2n 个实特征值，记
为 0 1 2 1, , , nλ λ λ −K ，其对应的特征向量为 。2n维空间
中任一可能解 V可表示为 

0 1 2 1, , , nV V V −K

2 1

0

n

i i
i

V a
−

=

= ∑ V  

如果 1V = ，则 
2 -1

2 2

=0

1
n

i
i

V a= =∑
                                (3) 

把 V代入式(2)可得 
2 1

2

0
( )

n

i i
i

g V a λ
−

=

= ∑
 

易知，在式(3)的约束下，当 V取最小特征值所对应的特
征向量时，上式 g可以取得最小值。 

然而，矩阵 A 最小的 2 个特征值为 0，它们对应的特征
向量把点集 X中的所有点映射参数域的同一点上，所以需要
取第 3 小的特征值所对应的特征向量作为最优解。最后需要
对该特征向量进行一定的缩放，使其在长度、面积等方面与
原点集表面相同。 

该约束条件能够使优化问题的求解更自动化，从实验的
结果来看，参数化结果在面积上的变化也更小。 

6 结论 
图 3 给出了的一些参数化结果。这些结果是从点集模型

中截取一部分点集表面，使用第 2 种约束条件参数化后的结
果。从中可以看出，本文提出的方法能够生成很好的共形参
数化结果，其 u, v参数曲线，在模型表面基本保持正交，保
证了参数化过程中曲面形状的稳定。该方法能够广泛用于纹
理贴图和几何处理的领域。 

     
     (a)              (b)               (c) 

图 3 点集表面参数化结果 

在本文提出的共形参数化方法中，测地线的使用能够更
准确地描述点模型的流形，以提高参数化的质量。此外，测
地线不仅能用于点模型，它在多边形网格的参数化方面也应
该有很好的应用。本文使用的贝塞尔曲线逼近方法虽然是基
于直觉的，但经过实验，该方法能产生良好的结果。 
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