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摘要  第一部分基于不可逆过程热力学内变量理论，对岩石类材料进行了系统的非线性热力学分析，建立了非线

性应力-应变-温度方程，得到了岩石时-温等效原理的一般理论表述，由此表明了岩石时-温等效原理的客观存在。 
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1  引  言 

在高放核废料地下贮存、深部石油开采、地热

资源开发和深部采矿等领域，一个很重要的问题就

是在一定温度条件下工程围岩的力学性质和力学行

为的长期演变规律。尤其是在核废料地下贮存领域，

由于核废料的半衰期长达几千年，甚至上万年，其

放射性将对周围环境产生深远影响，因此，核废料

贮存库的长期安全性更是人们十分关心的问题。核

贮库的围岩是吸收放射性核素并阻碍其迁移的最关

键部分，其在高温作用下的长期力学性质及力学行

为的演变规律对贮存库的选址、设计及长期安全性

预测具有决定性的影响，是需要研究的主要问题之

一。 
研究围岩在一定温度条件下的力学性质及力学

行为的长期演变规律，需解决的关键问题是如何将

短时间内得到的试验数据和建立的数学模型与计算

方法推广应用到预测围岩长时间的力学响应中去，

实践证明，借助于时-温等效原理是合理解决这一问

题的有效方法之一。 
所谓岩石的时-温等效是指岩石在较高温度、较

短时间内的力学性质和力学行为与其在较低温度、

较长时间内的力学性质和力学行为等效，即通过对

岩石的时间尺度与温度尺度的相关变化，达到其力

学性质和力学行为的等效性，因而可以方便地在短

时间内通过高温试验和理论分析科学地预测岩石长

期的力学性质演变规律。 
对材料时-温等效原理的研究最早可以追溯到

20 世纪 60 年代。随着研究的深入，人们相继发现

了高分子材料的三大力学基本原理，它们是构成线

性粘弹性理论的基础，而时-温等效原理正是这三大

原理之一。70 年代中期，Williams，Landel 和 Ferry
联合研究发现了高分子材料蠕变柔量和松弛模量曲

线在玻璃态转化温度附近的移位因子方程式(即
WLF 方程)，使这一领域的研究达到了成熟和完善

的阶段。这在文[1，2]中都已经作了系统的总结； 
文[3，4]则进一步总结了国际上关于高分子材料考

虑温度随时间变化及非均匀温度场的线性热粘弹性

问题的时-温等效研究成果。 
就岩石类材料而言，虽然国内外在温度效应和

时间效应两方面都作了大量的研究，但把这两种效

应结合起来研究却做得很少。而将温度效应与时间

效应结合在一起考虑，除了文[5，6]提出过以温度

代换时间的概念外，截至目前为止尚未见到具体研

究成果的报道。 
关于岩石的温度效应，文[7]对国际上主要的研

究成果进行了总结，主要内容可以概括为三个方

面，即岩石变形和岩石强度对温度的依赖性及岩石

本构关系对温度的依赖性。关于岩石的时间效应，
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文[8，9]都作了系统的总结，主要研究内容也可概

括为三个方面：变形特性和强度特性的时间效应以

及考虑时间因素的本构关系。如果把岩石的这两种

效应结合起来进行研究，就会发现一个很有趣的现

象：升高温度对岩石变形特性和强度特性的影响与

延长时间(或降低应变率)对岩石变形特性和强度特

性的影响在趋势上完全一致。因此从定性上讲，岩

石力学性质的时-温等效原理在一定温度范围内有

可能成立。但由于岩石力学性质上的非均匀性、各

向异性及非线性，其时-温等效原理的定量描述要比

高分子材料困难得多。本文暂不考虑岩石的非均质

性和各向异性，假定岩石为连续、均质和各向同性，

在非线性条件下，同时考虑温度随时间变化，基于

Biot 的不可逆过程热力学内变量理论[10]，对岩石的

时-温等效问题进行了较为系统的理论与实验研究。 

2  岩石非线性热粘弹热力学分析 

2.1 非线性演变方程的建立 
现在考虑一个封闭的热力系统，并设该系统

的热力状态可由 n 个广义状态变量 iq (即广义坐

标)、绝对温度θ 和内能 E 来描述。其中广义坐标

)    2  1( niqi ，，， L= 是一组各自独立的运动学参量，亦

称“广义流”，它包括外部的可观察状态变量和内部

不可观察的状态变量(内变量)。 iq 可以代表应变、

晶体的热流及岩石内部结构上发生的不可逆变化等

等。前 6 个广义坐标 )6    2  1( ，，， L=iqi 代表岩石的应

变张量 )3  2  13  2  1( ，，，，， == nmmnε ，剩余的(n－6)个
广义坐标 )    8  7( njq j ，，， L= 为不能观察到的岩石的

内部状态变量，它也表征着系统内部的自由度。与

广义坐标对应的作者将其称之为“广义力” =iQi (  
)    2  1 n，，， L 。前 6 个广义力 iQ (i =1，2，…，6)代表

岩石的应力张量 3  2  1( ，，=mmnσ ， )3  2  1 ，，=n 与内变

量相对应的 )6( −n 个广义力 ，，8  7( =iQi )  n，L 则为

零。 
Biot 利用 Osager 和 Prigogine 在经典不可逆过

程热力学研究中建立起来的“力”和“流”的表象

关系，引入内变量，建立了线性材料在广义力 iQ 和

温度θ 作用下 n 个广义坐标 iq 的运动方程如下： 

  )    2  1( niQqb
q ijij

i

，，， L& ==′+
∂
∂ψ     (1) 

现在讨论岩石基于不可逆过程热力学的非线性

热粘弹问题。为了将问题从线性热粘弹性向非线性

热粘弹性推广，从运动方程(1)开始讨论，同时引进

对系统自由能函数和系数矩阵 ijb′ 的限制，并设系统

的温度θ 随时间 t 变化。对它们加以限制是为了从

方程(1)中消去内变量，导出明确的应力-应变-温度

方程。为了得到这些限制，不失一般性，注意到内

变量可以在任何平衡态消去。即当温度为参考温度，

也即变温 0R =−= θθΘ 时，系统处于平衡状态，此

时可消去内变量。 
因此，可以将 Helmholtz 自由能函数ψ 在平衡

态附近进行泰勒级数展开，并略去二阶以上的项后

可得 
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式中： rsa′ ， rd ′ 均为非线性项。 
将自由能式(2)展开代入运动方程(1)就可得到

对应于可观察变量的演变方程为 
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而对应于内变量的演变方程为 
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下面令 
     ijkij bqBb  )  (d θ，=′              (5a) 

  rskrs aqAa  )(f =′                (5b) 
   iki dqDd  )(t=′                (5c) 

式中： tf d   DAB ，， 均为非线性系数； irsij dab   ，， 均为
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线性方程中的系数矩阵。由于引入了式(5)所示的非

线性系数，方程(4)就成为在广义力 iQ 和温度θ 作用

下 n 个广义坐标 iq 的非线性运动方程。 
将式(5)代入式(4)就可得到在广义力 iQ 和温度

θ 作用下 n 个广义坐标 iq 的演化方程： 
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式中： εθa 为热力学移位因子。 
2.2 非线性演变方程的解及本构方程 

现在，需要建立广义力、可观察变量及温度之

间的相互关系，然后再将这些广义变量利用做功的

关系转换到应力-应变的关系上去。 
按照 Biot 所用的线性热粘弹性方程的解法，采

用相类似的步骤，并注意到内变量所对应的广义 
力为零，不难得到非线性热粘弹本构方程如下(求解

过程详见附录)： 
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2.3 单轴荷载作用下的非线性应力-应变-温度方程 

现考虑在单轴荷载作用下的应力-应变-温度方

程。设σ 为作用于试件轴向的压应力，ε 为线应变，

在这种情况下，仅有一个可观察状态变量 q 即 ε ，
与其对应的广义力 Q 即σ 。 

由非线性热粘弹本构方程(10)可知，在单轴情

况下，非线性热粘弹本构方程为 
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假设热膨胀系数为 eα ，则 
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2.4 单轴荷载作用下松弛模量、蠕变柔量的时-温
等效 
现在来讨论在单轴荷载作用下松弛模量和蠕变

柔量的时-温等效问题。在单轴荷载作用下的应力为

σ ，应变为ε ，从式(16)的非线性本构方程出发，令 
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式中： )(  )( τγγγγ ′=′= ，t 为折算时间； ) ( γβ 为热松

弛函数； eψ 为平衡态时的 Helmholtz 自由能，是应
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因此 
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式中： tf e     DAA ，， 均为应变ε 的函数。 
下面研究松弛行为： 
此时应变 ε 保持为常量，在恒温状态下，绝对
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⎛
=

θ

θθ
a
tEAtE  )()  ( f ，                (23) 

式中： f A 即为垂直修正因子， θa 为将时间水平移

位的因子。由此式可知，在某一温度条件下的应力

松弛过程，可以用不同温度下的模量-时间曲线叠合

而得到，先作出不同温度下的 )  (log θ，tE - tlog 曲

线，经过水平移位和垂直修正后，就可得出参考温

度 Rθ 下的一条主曲线。这样就可以用岩石短时间、

高温下的力学行为去描述较长时间、较低温度情况

下的力学响应。 
由前面的热力学理论及熵不等式的应用，经过

繁琐的数学推导，可得出类似于式(19)的单轴荷载

作用下的非线性本构方程，只不过是用应力σ 来描

述应变： 

( ) −′−Δ+= ∫ − τ
τ
σμμσε d

d
d  

 

0 f ee JBJB
t

 

( ) τ
τ

μμβ d
d
d

f 

t 

0 f ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′−∫ − Θ
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C

B
t

       (24) 

式中： tfe     CBB ，， 均为应力σ 的函数。 
由式(24)研究岩石的蠕变行为，此时应力σ 保

持为常量，在恒温θ 下，除了在 0=τ 的情况下， 

0
d
d

≡
τ
σ

，因此，类似于式(21)的推导，式(24)有以

下形式： 

σ
θε

σε
σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ+=

]  ,[
 f ee a

tJBJB           (25) 

类似于松弛模量的讨论，不难得到蠕变模量 J 的表

达式为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ

θθ
a
tJBtJ  )()  ( f ，               (26) 

式中： f B 仍为垂直修正因子， θa 仍为时间 t 的水平

移位因子。由此看出式(26)与式(23)有非常类似之

处。 
至此，从理论上阐明了岩石类材料时-温等效原

理的客观存在性。 
 

附录  非线性演变方程的求解及本构

方程 
 
在本文第一部分，为了节省篇幅省略了非线性

演变方程(6)的求解过程。现对其求解如下： 

ΘdQ
q

bqa ii
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ijjij
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d
d
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γ

      (F1) 
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按照 Biot 线性热粘弹性方程的解法[10]，步骤相类

似，只须将线性问题的折算时间换成相应的非线性

问题中的折算时间γ ，将线性问题的广义力 iQ 换成

非线性问题中的广义力 iQ~ ，并将线性问题中的变温

Θ换为非线性问题的变温Θ~ ，并注意到内变量所对

应的广义力为零。将方程(F1)利用分块矩阵可写成 
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系数子阵~A，~F，~H ，~B，~R，~M 均为文[10]
中线性方程的系数矩阵。 
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系数矩阵 ~M 仍为正定阵。相应的有特征值 ，，L  1λ  
，mn−λ 与 (n－m)个特征值相对应的特征向量设为

)()1(

~~     mnuu −
，，L ，即 

   ][ )()3()2()1(~ mnuuuu −= ，，，， Lu         (F4) 

再引入正则坐标V ，有 

~~~
)2( Vuq =                  (F5) 

并定义 n× n 矩阵： 
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式中：~I 为 )( mm × 的单位阵，且有如下关系： 
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与上式相对应的拉氏变换为 
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对式(F2)进行拉氏变换，令
t

ap
d
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将式(F9)左乘
T

~W ，并利用文[10]中的有关式子有 
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式中：~Λ 为对角阵，然后展开上式，解出~V ，并代

入式(F10)，可得 
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进一步利用文[10]中的结果，则式(F11)可写成 
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式中： 
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将本文第一部分式(7)的拉氏变换形式代入式

(F5)可得 
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(F13) 
利用文[10]，并引进类似于弹性体 Lamé 系数

G，K，则对式(F13)逆变换可得到非线性热粘弹本
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构方程。当 i =1，2，3 时，有 
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当 6  5  4 ，，=i 时，有 
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∫ ，式(F14)中的 ila 为线弹性模量矩阵， 

可用 Lamé 弹性系数 Ge和 Ke表示，因此式(F14)又
可写成，当 i =1，2，3 时，有 
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当 i = 4，5，6 时，有 
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) (  ) ( γγ KG ， ， ) (γβ 有以下的形式： 
γαλα

α
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THEORETICAL AND EXPERIMENTAL STUDY ON TIME-TEMPERATURE 
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Abstract  Based on the theory of irreversible process thermodynamics，non-linear thermodynamic analysis is 
engaged in，and non-linear stress-strain-temperature equations are established. Thus，general expression for 
time-temperature equivalent principle is theoretically obtained. 
Key words  rock，time-temperature equivalent principle，irreversible process thermodynamics，principal curve，
displacement factor 


